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ALDO G. 8. VENTRE (*)

Sull’immergibilitd inferiore e superiore

del grafo di Grétzsch. (*%)

1. - Introduzione.

Questioni relative a grafi inferiormente o superiormente immergibili sono
state trattate in [4],, [7], ove sono stati forniti anche alcuni esempi.

Grafi inferiormente e superiormente immergibili sono i grafi completi (cfr.
[6], [8), risp.), i grafi bipartiti completi (cfr. [5], [4],, risp.).

In questa nota dimostriamo che il grafo di GrOTzsCcH ¢ inferiormente e
superiormente immergibile.

2. — Richiamiamo alcune definizioni. Se G & un grafo semplice finito,
V (@), E(GF) denotano V'insieme dei vertici e Pinsieme degli spigoli di @, rispet-
tivamente, con |V(@)|=w, e |B(F)| = o;. Sia W una varietd 2-dimensionale
compatta orientabile senza bordo (superficie).

I1 grafo G dicesi immergibile in W se la realizzazione geometrica di G come
complesso simpliciale 1-dimensionale ¢ omeomorfa a un sottospazio G' di W.

Le componenti di W — G’ diconsi regioni dell’immersione di ¢ in W. Si
dice che il grafo ¢ ha genere k = y(G) se esso ¢ immergibile in una superficie
di genere k, essendo & minimo. Un’immersione di ¢ in W tale che ogni sua

regione & omeomorfa a un disco aperto dicesi immersione cellulare.

(*) Indirizzo: Istibuto di Matematica, Facoltd di Architettura, Universitd di Napoli,
80100 Napoli, Italia. :

(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del G.N.S.A.G.A. del C.N.R. - Rice-
vuto: 17-XI-1975.
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Si definisce genere massimo, (@), del grafo G connesso il massimo dei
generi delle superfici nelle quali @ ha un’immersione cellulare (*).
Se G & connesso e diverso da If,, posto

X (G) = o /6 — (at,— 2)[2, X (G) = oy ]4 — (eg—2)/2 ,
valgono le disuguaglianze (cfr. [1])
(@) ={X,(G)}, per ogni G connesso,
(d) p(@)=>{X,(G)}, se G ¢ connesso e privo di triangoli (2).
Rieordiamo che un grafo G connesso dicesi inferiormente immergibile se

{Xy(@)} se X,(@)>0,

y(@) =
0 se X,(@ <0,

e G ha triangoli, e

((X(@) se X(@)>0,

0 se Xy(G)<0,

e @ non ha triangoli.
Se G & connesso, denotato con f(G) = a; — &, + 1 il numero di BrrTI di G,
il genere massimo di ¢ soddisfa la limitazione (cfr.[3])

1) yu(@) <[A(@)/2].

Ricordiamo inoltre che un grafo G' connesso dicesi superiormente immergibile
se yu(@) = [(&)/2] (*).

3. — Le dimostrazioni che seguono fanno uso della tecnica di EDMONDS
[2] (cfr. anche [8]) che richiamiamo. Siano ¢ un grafo connesso, V(&) ={z,, @,
.y Bagy Pinsieme dei suoi vertici, V(x,) Pinsieme dei vertici di ¢ adiacenti a «;,
i=1, .., 0. Sia p;: V(z,)— V(r,) una permutazione ciclica su V(z;). Allora

(*) Per le definizioni finora richiamate cfr. [8], cap. 6.

(?) Be ye R, {y} denota il minimo intero non minore di y; [¥] il massimo intero non
maggiore di y.

(3) Per le nozioni di inferiore e superiore immergibilita, cfr.[4],.
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ogui e«g-pla (p1y ...y Pa,) individua una immersione cellulare di & in una super-
ficie W. Viceversa, ogni immersione siffatta individua la op-pla (1) -.oyDap )
che di luogo a questa immersione. Allora, considerato ’insieme

D = {(wiv @) [{@., TJ}EE(G)} y
ove (x;, x;) denota Parco orientato dal vertice x, al vertice »;, e la permuta-
zione P: D — D, definita da P(z,, ;) = (2;, p;(x,)), i cicli di cui P & prodotto

individuano i contorni delle 2-celle dell’immersione.

4. — Dimostriamo che il grafo di Grorzsom (fig. 1), @, & inferiormente im-
mergibile.
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Osserviamo che @ & privo di triangoli, ¢, =11, &;==20; allora & X,(G)=1/2.
Basta provare, per la definizione di immergibilitdh inferiore, che y(G)=1.
A tale scopo mostriamo che G & immergibile nella superficie di genere 1.

Si consideri la Dbiiezione ¢: V(@) —{1,2,...,x,} definita da i(z;) = 4,
4 =1, ..., &. Identificato ciascun vertice di G col corrispondente in ¢, siano

Pt (11, 8, 2, 5), ?y (1, 7,10, 4), Py (4, 6,2),
P22 (7,1, 3,9), Ppgt (10,7, 9,8,11), Pt (3, 5, 6),
st (4, 2, 8,11), .t (5, 2, 6), _ Put (6,1, 4),

pa (9, 3,11, 5), gt (3,1, 6),

le permutazioni cicliche da associare ai vertici di G.
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Risulta allora individuata una permutazione P sull’insieme D, che, scissa
nei cieli, pud porsi sotto la forma

P: ((2,3),(3,8), (8,1), (1,2))((1, 5), (5, 7), (T, 2), (2, 1))
((7, 6), (6,9), (9, 2), (2, M)((A, 11), (11, 4), (4, 5), (5, 1))
((3,10), (10, 6), (6, 7), (7,5))((1, 8), (8, 6), (6, 11), (11, 1))
((9, 4), (4, 3), (3,2), (2,9)) (@, 11), (11, 6), (6,10), (10, 3), (3, 4))
((10, 5), (5, 4), (4, 9), (9, 6), (6, 8), (8, 3), (3,10)) .

Ciascuno dei cicli di P determina una 2-cella della immersione di G nella
superficie orientata S, di genere k individuata. da (p,, ..., pi;). B lecito allora
applicare la formula di Burrro

(2) Oy — 06 —F 0 == 2 — 2k

a questa decomposizione cellulare di S, denotando «, =9 il numero delle
2-celle. Dalla (2) si ha k= 1. Quindi, per la d), p(G) =1 (*).

5. — Proviamo ora che il grafo di GROTZSCH & superiormente immergibile.
A tale scopo mostriamo innanzi tutto che G ha un’immersione cellulare in S,.
Le permutazioni da associare ai vertiei di G siano

py: (2,11, 8, 5), py: (4,10, 7,1), P, (2, 6, 4),
p.: (1,3, 7,9), Pei (7,11,10,9,8),  py: (3,6, 5),
P;: (4, 8,10, 2), p;: (5, 6, 2), P;li (1, 4, 6),

Pyt (3,9, 8,11), Py (1, 6,3).
Risulta individuata allora la seguente permutazione P’ sull’insieme I:
P ((1,2), (2,3), (3,4), (4,9), (9,2), (2,1), (,11), (11, 4),
(4, 3), (3, 8), (8,1), (1, b), (5, 4), (4,11), (11, 6), (6,10),
(10, 5), (5, 7), (7, 6), (6, 11), (11, 1), (1, 8), (8, 6), (6, 7),
(7, 2), (2,9), (9, 6), (6, 8), (8, 3), (3,10), (10, 6), (6, 9),
(9, 4), (4, ), (5,10), (10, 3), (3,2), (2, 7), (7, B), (5,1))

che consta di un unico ciclo di lunghezza 40.

(%) Parte di questo risultato & citata in [8].
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I’immersione di G' nella superficie orientata S, individuata da (p;, ey P;1)7
ha dunque un’unica 2-cella.

Dalla (2), valendo ora o, = 1, si trae k = 5. Ricordando, poi, 1a (1), si ha
yu(@) = [B(G}/2] e quindi & ¢ superiormente immergibile.
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Abstract.

We show that the graph of Grétzsch is lower and upper imbeddable.






