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OsvaLpo FERRI (%)

Sulle curve che contengono tutti i punti

di un piano lineare finito. (**)

1. - Introduzione.

Sia 8, , un piano lineare costruito su un campo di GAr0IS, y,, d’ordine ¢
(¢ =p", p caratteristica di y,). Denoteremo con I, la chiusura algebrica di y,.
Inoltre S;, lo penseremo immerso in S, ,, La geometria di S,, sard quella
relativa alle trasformaszioni lineari a coefficienti in y,.

In {3}, e[3], G. TALLINTI ha dimostrato che Pordine minimo delle curve di
8, 4, drriducibili in I'y, che contengono tutti i punti di S,, (cioé invadenti
S:4) & n =q-2; ha determinato e studiato tali curve dimostrando, tra
P'altro, che non possono avere punti multipli in S, ,.

Si pone allora il problema di studiare le curve di S, ,, invadenti S, ,, di
ordine immediatamente superiore ¢ -+ 3, (73, anche in relazione ai punti mul-
tipli che esse possono avere in S, ,. ,

Osserviamo innanzi tutto che una curva O, se ha un punto P, in y,, di
molteplicitd s>4 & certamente riducibile nel faseio di rette (in p,) per P ed
in una conica (infatti ciascuna delle ¢4 1 refte di S;, per P ha con la o
almeno ¢ -+ s>¢q-+ 4 intersezioni e quindi appartiene alla C¢+3). Inoltre se la
Ce*3 non contiene componenti rettilinee e ha, in y,, un punto di molteplicita
tre, non pud ammettere altri punti multipli, in y,, (infatti, se avesse un altro
punto s-plo, con s>2, la congiungente tali due punti avrebbe ¢+s+42>¢+3
intersezioni con la (€3 e quindi apparterrebbe ad essa).

(*) Indirizzo: Viale Lombardia 35, 67100 L’Aquila, Italia.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. del C.N.R. — Ricevuto: 23-V-
1975. ’
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Nelle precedenti Note [1], e [1], ho studiato le Ce*? irriducibili di S 5 con
un punto triplo. Nel presente Lavoro esaminerd il caso di O3 di 8, ¢, aventi
al pitt solo punti doppi in y,.

2. - Singolarita delle O9+3 prive di componenti rettilinee.

Nel seguito con €7+ si denoterd sempre wna curva di S, ,, d’ordine q- 3,
che contenga tuiti i punti di S, , e che non possegga componenti rettilinee in y,.
Supporremo inoltre che non abbia punti tripli in p, (efr. [1], e [11,).

Notiamo che tre degli eventuali & punti doppi in p, di una tale €3 non
possono stare su una retta, altrimenti questa avrebbe con la ¥*** almeno
g-+ 4 punti (ciascuno dei tre punti doppi dovendosi computare almeno due
volte nell’intersezione) e quindi apparterrebbe ad essa. I punti doppi in yp, di
una %3 costituiscono allora un k-arco e quindi (cfr. [2], pag. 266) il loro
numero & k<q- 2, se ¢ & pari, e k<<g--1, se ¢ & dispari. D’altra parte in
8, pe 11 massimo numero di punti doppi di una %3 irriducibile & dato da
(g+2)(g-+1)/2 [in quanto una C* irriducibile ha al massimo (n—1)(n—2)/2
punti doppi] e tale numero & maggiore di g1 e di g+ 2.

Una %2 ha equazione (cfr. [3],, pag. 433), in coordinate omogenee z,, x,, x,:

(2.1) A(@y, @y, T) (@ T~ Ty 23) + B(@y, X2y @) (25— 25 25) -+
+ Oy, @, wa)(wgwl—%w‘{) =0,

ove si & posto:
1,2,8

A(@y, @y, 3y) = },a/z‘jwiwi
iJ

1,2,3

(2.2) $ Blay, @y, @) = byw.a;
ij

1,2,3

Oz, a0y, ) = zcumiw:‘ .
i

Dimostriamo ora il seguente teorema:

1. Non esistono curve €+ (non contenenti componenti rettilinee in y,), aventi
almeno sei punti doppi in y, appartenenti ad una conica.

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che la %<2, di equazione
(2.1), abbia sei punti doppi in y, su una conica ¥ (evidentemente non dege-
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nere). Possiamo scegliere il riferimento, in S, ,, in modo che due dei sei punti
doppi siano 0, (1,0,0) e 0, (0,1, 0), le tangenti alla conica in tali punti siano
le rette di equazioni 2, =90 e w, =0 e il punto unitario sia un altro punto
doppio. L’equazione della conica sard:

(2.3) &y = X5 .

I punti di tale conica in 8, ,, ad eccezione di 0,, hanno coordinate («?, 1, )
al variare di « in y,. Poiché 0, e 0, sono doppi, dovra aversi nella (2.1):

(2.4) ap=20,=0, oy == byy =0 .
Siano 4; («f, 1, @), (i=1,2,3,4) i quattro punti doppi, diversi da 0, e 0,
di #*3, dei sel in esame, onde & «; 5= 0. Tali punti annulleranno, con le loro

coordinate, le derivate parziali del primo membro della (2.1), ciod dovra
aversi:

ofy o) _ o) _
(2.5) (593‘1)4{— 0, (axQ)Ai_ 0 (a—%)ﬂ -0

Dalle prime due equazioni (2.5), esplicitando si ha (tenuto conto che, essendo
o EY,, risulta of = o,):

oifeyy O‘? T+ (€53 + Cra—ay5) 0‘? F (Coz— Qg y) 0+ Caa— Ay ] = 0
“3'[(“13‘“ bi1) 0‘:: T+ (Gg~F Ggg— byy) O‘i + (@a3—byy— byp) 0t;— bag] = 0

e poiché ¢ «,;54 0, si ottiene che le «; (¢=1,2,3,4) debbono soddisfare il
sistema:

C13%°% + (a5 Cra— Gy3) B2 - (Cog— Bgg— A12) B -+ Con— Gy = 0
2.7

(13— b12) @® 4 (@1a F Bay— b13) %+ (Ggg— byg— Dyg) @ — Doy =0 .
Il sistema (2.7) deve essere verificato per guattro valori distinti di » (= a,

O, O3y o) ed essendo ciascuna delle equazioni del sistema di terzo grado,
dovranno essere identicamente nulli i loro coefficienti, ciod:

C13= by =0 ; Cap = (a3 5 Cog = g3+ Gys 5 Gyz = Ca3~F €12}

3= by ; biy = a1+ gy ; oy = by ~+ by,
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Sostituendo le (2.8) e le (2.4) nella (2.1) si ha che la €* da essa rappre-
sentata contiene la retta di equazione ay,w, - by2, = 0, e ¢id & contro I'ipotesi.
Dal teorema precedente segue il corollario:

II. Una €2 di S, ,, con q>5, non pud contenere, come doppi, tutli i punti,
n yq, di una conica (non degenere di S, ,).

Dimostrazione. Infatti, se cosi fosse, poiché la conica ha ¢ -+ 1 punti
in v, si avrebbe, essendo ¢>35, che la %3 conterrebbe ¢4 1>6 punti doppi
appartenenti ad una conica, contro il teorema precedente.

3. - Proprieta delle polari di una @e¢+3 con tre punti doppi ed ulteriore studio
delle singolarita di una #@e+3,

Supponiamo che la ¥+ di equazione (2.1) abbia ére punti doppiin 0, (1, 0, 0),
0, (0,1,0) e 0, (0, 0,1); dovra aversi:

(3.1) ap=2¢;=20, yy == Doy =0, by = ¢35 = 0.

Gli eventuali altri punti doppi della %+%, in y,, sono dati dalle soluzioni,
in y,, del sistema delle polari della f==0:
a 7] 0
I_o, Ay I,

(3.2) 0w, ! 0w, 0w, !

cioé (poiché un punto (¥, ., %) in y, & tale che y, =y, i=1,2,3 e per
le (2.2)) del sistemas:

(3.3) — Az, + Czy, =10, Ax,— Bx,=0, Bg,— Cx, = 0,

in cui si tenga conto delle (3.1).

Cominciamo ad osservare, preliminarmente, che nessuna delle equazioni (3.3)
¢ identicamenie nulla (in I',). Infatti se la prima delle (3.3) fosse identicamente
nulla, dovrebbe aversi a,, = 0 e, tenuto conto della (3.1), ay; == a,,= 0, onde
la %*** conterebbe la retta x, = 0. Analogamente si procede per le altre due
equazioni del sistema (3.3).

Le (3.3) rappresentano dunque tre cubiche di S, ,, che denoteremo con %,
bey Es.

Per quanto precede si ha:

ITI. I punti doppi, in y,, della G2, sono tutti e soli ¢ punti, in y,, comuni
alle tre cubiche €y, €., ;. ’
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Metteremo ora in luce alcune proprieta di tali cubiche, utili per I'ulteriore
studio della %+, Proviamo che:

IV. Le tre cubiche %,, €,, €5, sono a due a due distintc in I,.

Dimostrazione. Se fosse €, = %,, le loro equazioni dovrebbero avere
i coefficienti proporzionali, onde dovrebbe aversi a,,= 0, ed essendo a;; ==
= @y, = 0 (cfr. (3.1)), la ¥+ conterebbe, come componente, Ia retta di equa-
zione z; = 0 e cid ¢ escluso. Analogamente si prova che non pud essere %, = %,
0%, =9%,.

V. Due, delle tre cubiche, non possono avere componenti rettilinee in comune
(se g=>2).

Dimostrazione. Se, per esempio, %, e ¥, avessero una componente
rettilinea ¢ in comune, a coefficienti in y,, tale retta non potrebbe coincidere
con la retta di equazione z; =0, perché altrimenti si avrebbe a,,=0 e la %etrs
conterrebbe la retta ;== 0. Scelti allora tre punti di ¢ distinti tra loro e dal
punto d’intersezione con z; = 0 (certamente esistenti perché q > 2), tali punti
apparterrebbero anche alla %,;: in quanto, per il teorema di Burero sulle for-
me, in y, si ha:

(3.4) f_,_f_ Ty + o L+ if 2y = 0
0w, Ve 0w, 7a O, Ve

essendo (Bf/ax,-),,q: 0 Pequazione della %,. Dunque, per la proposizione IIT,
tali tre punti allineati sarebbero doppi per la ¥+® onde questa conterrebbe
la £ come componente.

La %, e la %, non possono avere neanche una componente rettilinea comune
fuori di y,, in quanto, se cosi fosse, le coniugate di tale retta apparterrebbero
ancora a %, ¢ %, e quindi o %, =%, (se ¢ appartiene ad un ampliamento
cubico di y,) oppure %, e ¥, avrebbero in comune una conica J degenere in
due rette coniugate in una estensione quadratica di y,, di cui denotiamo econ D,
Punico punto in y,, e quindi ciascuna si spezzerebbe in J ed in una ulteriore
componente in p,. Tali ulteriori componenti rettilinee in ¢, non possono coin-
cidere, per quanto precede, e allora si intersecano in un punto D,. I punti D,
e D, sono allora gli unici comuni a %, e %,, mentre, per ipotesi, esse hanno
almeno tre punti in comune dati da 0,, 0,, 0,. Ne segue P’asserto.

VI. Due delle tre cubiche non possono avere una conica come componenie
comumne.

Dimostrazione. Se esistesse una tale conica, essa sarebbe non degenere
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(cfr. proposizione V) e di punti doppi per la €72 e ¢id & escluso dal corollario IT.

Proviamo ora che:

VII. La €, ha doppio il punio O, ¢ passa per gli altri due punti fondamentali.
Inoltre ¢ punti, in y,, comuni a due delle €y, €, €,, appartengono anche all’altra
e quindi 1 punti doppi, in y,, della Fr+* sono tulli e soli © punti comuni a due
qualsiasi delle €., €., %,. A

Dimostrazione. Manifestamente la ¥, passa per 05, 0,, 0, ed ha 0;
almeno doppio (efr. 3.3). 0, non pud essere triplo, altrimenti, come subito si
verifica dalla (2.1) in cui si tenga conto delle (2.4), la %<3 avrebbe 0, triplo
e cid ¢ escluso.

Sia Y = (4, ¥», ¥;) un punto, in y,, comune a %, e €, e diverso da 0, e 0,.
Se 4,54 0, per il teorema di BEULERO sulle forme, si ha che ¥ appartiene anche
alla %, (dovendo essere f(¥) =0, (3f/0w,); = (0f/0m,), =0). Se y; =0 la retta
0,0, appartiene sia a %, sia a ¥, (in quanto essa ha in comune con %, ad
esempio, il punto 0,, doppio, e i punti ¥ e 0, tra loro distinti) ma quest’altimo
caso & escluso dalla proposizione V.

Siamo ora in grado di provare che:
VIII. Una €2 pud avere, al pit sette punti doppi in y,.

Dimostrazione. In forza della proposizione VII, i punti doppi, in y,,
di una %++3, che abbia doppi i punti fondamentali, sono tutti e soli quelli comuni
a %, e €,. Queste cubiche non hanno componenti in comune, per le proposi-
zioni V e VI, e quindi hanno nove punti comuni in I',. Ma %, passa per 0, che
¢ doppio per ¥, e %, passa per 0, che & doppio per %;. Ne segue che sono al
pil sette 1 punti distinti che ¥, e ¥, hanno in comune in I'; e quindi in y,.

4. - Riducibilitd completa di una %+ in y, e proprietd delle sue componenti.

Sia f = 0 P'equazione di una %*+® (invadente 8, ,, priva di componenti ret-
tilinee in y, e i cui punti, in y,, siano al pit doppi). Cominciamo a provare che:

IX. Decomponendo | in fatiori irriducibili in Iy, ciascuno di essi é a coeffi-
cienti in ., ¢ioé il campo di riducibilita completo di f coincide con y,.

Dimostrazione. Siano f,,fs, ..., [, i fattori, irridueibili in Iy, in cui si
decompone il polinomio f. Supponiamo, per assurdo, che uno di essi f;, abbia
coefficienti in una estensione algebrica di grado s>2 di y, (e non in y,). Sia f,
di grado «; i polinomi coniugati di f, in tale estensione devono essere fattori
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di f. Quindi f si scompone nel prodotto di due fattori, in y,, di cui uno, F &
il prodotto di f, e dei suoi coniugati ed ha grado ns; il rimanente G ha grado
g+ 3—ms. La curva f =0 si spezza nelle curve di equazioni =0 e G =0,
ambedue a coefficienti in y,. Sia » una retta, in y,, che non contenga punti
multipli della €9** in y,; ve ne sono certamente di tali rette perché la o3 pud
ammettere solamente punti doppi costituenti un k-arco (cfr. n. 2) e questo
ammette sempre una retta esterns.

La 7 non ha punti in y, comuni con F = 0 perche, se esistesse un tale
punto, esso apparterebbe a ciascuna delle s componenti, tra loro coniugate,
di ¥ =0 e percid sarebbe s-plo, almeno, per la ¥ =0 e quindi multiplo per
la €3, ma cid ¢ contro le ipotesi fatte su ». I ¢+ 1 punti, in y,, di » appar-
tengono quindi tutti alla curva di equazione & = 0. Ne segue che I'ordine di
G =0 & maggiore o uguale a ¢-}1 ciod:

g+3—ns>q+1, ossia: ns <2 .

Poiché s>2 si ha che deve essere n =1 e s = 2. Dunque la curva di equa-
zione F' =0 si spezza in due rette complesse coniugate in un ampliamento
quadratico di y,. Sia D l'unico punto, in y,, di F = 0, cioé il punto d’inter-
sezione delle suddette due rette.

Sia d una retta per D; essa & bitangente alla €+ in D ed in un altro punto D,.
Sia P un punto di d, in y,, diverso da D e da D, e ¢ la tangente in P alla @+3;
la ¢t non passa, evidentemente, per D ed & bitangente alla %3 in P ed in un
altro punto P;, anch’esso in y,. Poiché 1a ¢ non ha punti in comune con la
=0 in y,, si ha che essa & bitangente alla @ =0 in P e P, e quindi ha
in comune con essa ¢-+ 3 punti. Cid & assurdo perche, in tal caso, la G =0
(che ha grado minore di ¢--3) conterrebbe la retta ¢ che apparterrebbe
allora anche alla, @7t3,

Dimostriamo ora che:

X. Due qualsivoglia componenti della €1+3 (necessariamente a coefficienti in Va
per la prop. IX) non hanno punti comuni in y,.

Dimostrazione. Ragionando per assurdo, supponiamo che esistano due
componenti della #?+* (di equazione f=0) aventi un punto D in comune,
in y,. La € si pud allora decomporre in due curve, a coefficienti in y,, ¥™ e #»
passanti per D, con m>2, n>2 ed m+n =¢+3. Il punto D & doppio per
la @+ e quindi & semplice sia per €™ che per €*. Le tangenti ¢, e t, in D rispet-
tivamente a €™ e ¥ sono distinte (altrimenti D sarebbe necessariamente almeno
tacnodale per la €4+ e 1a , =1, la intersecherebbe in ¢+ 4 punti, il che & escluso).
Sia r una qualsivoglia retta di 8, , per D. Essa non appartiene alla ++3 e la inter-

15
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seca un ¢-+ 3 punti dei quali ¢4 1 sono i punti distinti di » in y,; dei rimanenti

due, uno coincide con D e ’altro dovra allora coincidere con uno dei suddetti
q¢-+ 1 punti. Per la r si possono allora presentare i seguenti casi:

(4.1) la » ¢ tangente alla €™ (in D o altrove);

(4.2) la r é tangente alla €* (in D o altrove);

4.3) la r passa per un aliro punto doppio, in y,, di € appartenente a €™
ma non a €

(4.4) la r passa per un altro punio doppio, in y,, di € appartenente a €
ma non @ €™

(4.5) la r passa per un aliro punto doppio di €3 appartenente €™ N E».

Siano % e k, rispettivamente, il numero dei punti, in y,, distinti che la » ha
in comune con la %™ e ¥*, onde si ha:

(4.6) h4+k=q+1.
Se ¢ presenta il caso (4.1) o (4.3) risulta manifestamente:

(4.7) h+1gm, k<n.

Se fosse A1 <m, k<n, cioé h-+1 <m—1, k<n—1 si avrebbe h+ k1 <
<m-+n—2 e cio & assurdo per la (4.6) ed essendo m + n = ¢+ 3. Dunque
dalla (4.7) si hanno le seguenti due possibilita:

(4.8) Chtl=m, k<n,

(4.9) ht1<m—1, k=mn.

Nel caso (4.8) non pud essere k= n altrimenti si avrebbe b+ k-1 =
=m-+n=q-+3 e ¢id & assurdo per la (4.6). Né pud essere kb <n—2 altri-
menti si avrebbe b+ k+1gm+n—2=¢-+1 e cid & assurdo per la (4.6).
Dovra allora aversi:

(4.10) h=m—1, k=mn—1.
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Nel caso (4.9) non pud essere h -+ 1 <m—1 altrimenti si avrebbe k- k -+
+1l<m-tn—1=gq-+2 e cid & assurdo per la (4.6). Dovrd dunque essere:

(4.11) h=m-—2, E=mn.

Se la r presenta il caso (4.2) o (4.4) ragionando in modo del tutto analogo
si ha per k e k la (4.10) ovvero la

(4.12) h=m, k=n—2.
Se la » presenta il caso (4.5) risulta manifestamente:
{4.13) hgm, E<n.

Se fosseh <m—1, k <n ragionando in modo analogo a quanto fatto in prece-
denza si ha per % e k la (4.10) o la (4.11). Analogamente se fosse h <m e k <
<n—1 si avrebbe le (4.10) o (4.12). Rimane dunque da esaminare il caso
h=m e k=n da cui segue h4- k =m + n = ¢+ 3 che & assurdo per la (4.6).
Concludendo, qualunque sia la retta » per D, per h e k si possono presentare
soltanto i casi (4.10), (4.11) e (4.12).

Siano ora a, b, ¢ rispettivamente il numero delle rette per D ciascuna delle
quali intersechi ¥™ e ¢ in un numero di punti dato da (4.10), (4.11), (4.12).
Siano poi M e N rispettivamente il numero di punti, in y,, della € e della €*.
Poiché De €™ N ¥*, si ha:

M—1=(m—2)a+ (m—3)b-+ (m—1)¢
(4.14)
N—1=mn—2)a+ n—1)b+ (n—3)c.

Sommando le (4.14) membro a membro si ottiene:
(4.15) M+ N—2=m+n—4)(a-+b+e).

Tenuto conto che M+ N>¢*+ ¢-+2 (in quanto se s>1 & il numero dei
punti, in y,, comuni a %™ e %", si ha: M+ N> M+ N—s=q*+ q-+1),
m—+n=q+3ea-+t+b4c=qg-+41, si ha Passurdo. Ne segue l’asserto.
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5. - Esempi di 4+3 con cinque punti doppi in y,.
Proviamo la seguente proposizione:

XI. Bsistono € in 8, , (che non contengono componenti rettilinee im v,),
per q>9, con cinque punti doppi in v,.

Dimostrazione. Essendo ¢ > 9 esiste certamente in y, un elemento 0
tale che:

(5.1) 0+£0,1,2,3,4; BO*—300436=0, 20°—90-+65<0.
Si consideri la curva di equazione:

(5.2) [mi“f‘ Ty @y &y g+ (5“‘0)«’02%3](*7;:532_3719”;)‘*‘
+ [(5 —0) 2] — 0wy @, + (1 — 0) @, 20, + Oy 2,) (05 20— 5, 205) +

+ [(6 — 30) @y — @, 0, -+ O, w5 4 @y, (2, 0§ — @y 23) = 0 .

Essa, come subito si verifica, ha doppi i punti fondamentali, il punto unitario
U(1,1, 1) e il punto D[G(0—2),0(0—4), (0 —2)(0—4)] che ¢ distinto dai
precedenti per la (5.1). Inoltre la (5.2) non ammette componenti rettilinee a
coefficienti in y,. Non contiene infatti nessuna retta di equazione z, = Lz,
(IL € y,) percheé, sostituendo nella (5.2) e imponendo che sia una identitd, si
avrebbe 0 =0 oppure 6§ =3 e cid & contro 'ipotesi (5.1) fatte su 6. Neppure
ne contiene una di equazione x, = ma, + nw; (M, » €y,) perché sostituendo
nella (5.2) e imponendo che si abbia una identitd si avrebbe 0 6 =1, 0 6 = 4,
0 56*—300+4 36 =0 oppure 20°— 90+ 6 =0 e cid & escluso per la (5.1).

6. - Esame delle ¥t3, invadenti il piano §,, e senza componenti retiilinee,
per g=2 e ¢ = 3.

Esaminiamo il caso ¢ =2, provando che:

XII. Una €3 = €5 di 8,, (invadente I'S, , e priva di components rettilinee),
con almeno due punti doppi in y,, é irriducibile in I'y. Ne esistono di riducibili
con un punto doppio o senza. Una B° irriducibile in I'y ha al massimo tre punii
doppi in y, ed esistono di siffatte €°.




[11] SULLE CURVE CHE CONTENGONO TUTTI I PUNTI... 223

Dimostrazione, Una %% riducibile di 8.2, senza componenti rettilinee,
81 pud spezzare soltanto in una eubica e una conica irriducibili, prive di punti
in comune in y, (cfr. prop. X); la cubica pud avere al pill un punto doppio
mentre la conica ne ¢ priva; ne segue la prima parte della proposizione. Esempi
di ° riducibili con un solo punto doppio o senza punti doppi sono rispettiva-
mente i seguenti:

(6.1)  (@3et @,8] + 03wy + 23, -+ @, 200,) (02 + @2+ 2%+ wy,) = 0

(6.2) ('Dix2+ xla’:+ mf‘%‘*“ @5 g + o5 + “1’”2‘%)(‘”?4‘ 37;+ af 4 ) = 0.

Non esistono %%, prive di componenti rettilinee, con guatiro punti doppi in Sz,
come subito si verifica imponendo che Iequazione (2.1), nel caso attuale g = 2,
abbia quattro punti doppi.

Un esempio di €° irriducidile con tre punti doppi ¢ il seguente:

(6.3) oy + wial -+ (@] w, + w0+ o} al) w, -+

+ (@3 + e af+ (@ + ai 4 o w)al =0 .

Per ulteriori dettagli sulle %¥* invadenti IS, . si confronti [1],.
Esaminiamo il caso ¢ =3. In 8,5 una ¥ = ¢*, (invadente I'S, ; e priva
di componenti rettilinee), pud avere al pitt ¢+ 1=4 punti doppi in y, (cfr. n. 2).
Proviamo che:

XIIT. Una %° di 8,5 (invadente US; 5 e priva di componenti rettilinee), se é
riducibile, necessariamente deve spezzarsi in wna cowica non degenere ed una
quartica irriducibile non razionale o in due cubiche ambedue ellittiche. Ne seque
(cfr. anche prop. X)che se la €° ha almeno tre punti doppi in y,, essa & irriducibile.

Dimostrazione. Supponiamo la #° riduecibile (necessariamente in y,,
cfr. prop. IX). Essa allora non pud spezzarst in tre coniche (non degeneri) in
quanto altrimenti i punti della %*, in y,, sarebbero 12 (poiché ogni conica pos-
siede ¢ 4-1 =4 punti in y, e tali coniche non hanno a due a due punti in
comune in y,, cfr. prop. X), mentre la ¥° contiene tutti i 13 punti del piano.

Supponiamo che la %° si spezzi in due cubiche irriducibili 03 e C5. Se una
di esse, per esempio la P fosse razionale si avrebbe lCi[% <5 (ricordiamo che
una cubica razionale di 8, , possiede ¢, g+ 1, ¢+ 2 punti, in yp,, a seconda
che il suo punto doppio sia nodale, cuspidale, isolato). Per Daltra cubica si
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avrebbe |C|,, <7 (in quanto, detto ¥ il numero dei punti di una cubica ellit-
tica di S, ¢, §i ha, per la formula di Hasse-WEIL, N <(v/¢ -+ 1)?, onde se O}
¢ ellittica risulta |C3],, <7, se & razionale [C}|, <5). '

Poiché | 5N C3],,= 0 (cfr. prop. X) si avrebbe ||, <12 mentre [€°[, =13.

Si & cosl provato che: se la €° st spezza in due cubiche irriducibili, esse deb-
bono essere ambedue ellittiche. Rimane da esaminare il caso in cui la €° si spezzi
in una conica 0% e una quartica € irriducibili. Se 1a C* fosse razionale si avrebbe
| C4|,, <7 (ricordiamo che una quartica razionale di 8, , ha, al massimo (¢-+1)+3
punti in y,). Poiché [C* N 04, =0 (cfr. prop. X) si avrebbe |¢°|,, <11 mentre
|%°|,, = 13. Si & cosl provato che se la ¥° si spezza in una conica ¢ una quar-
tica irriducibili, la quartica non puo essere razionale. Ne segue lasserto.

XIV. Esistono €°, irriducibili in Iy, con quattro o con tre punii doppi in y,.

Dimostrazione. La %° di equazione:

(@2 + @y Bo— 2y ,) (23 0y — @1 0F) +- (— @320, + @125 -+ @y 005) (@] 20— w2 00) +

+ (02— @y @y -+ Day) (2,25 — 2 0,) =0 .

ha come doppi i punti fondamentali e il punto unitario. Essa & irriducibile in
quanto se fosse riducibile, per la proposizione XIII, dovrebbe contenere una
retta, mentre, come si prova facilmente, essa non ne possiede.

La %° di equazione:

(8.5) (2635 -+ @, 205) (552, — 2, 25) + Ly By (265 03— T 5) -
+ (@12, + wzwa)(mlmg—miws) =0

ha come doppi soltanto i punti fondamentali. Essa & irriducibile (cfr. prop. XIII)
non contenendo componenti rettilinee in y,. Infatti se contenesse una retta di
equazione w, == kx, (k €y,), dovrebbe aversi k2 = —1 che & assurdo e se ne con-
tenesse una di equazione x, = mx, + nw, (m, ncy,) dovrebbe aversi m =1 4+
+v—1 e cid & escluso essendo — 147 in ;.
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Riassunto.

Si studiano le curve 03, dordine q-- 3, di wn piano Sp,0 4 un campo di
Galois yy, che contengono tutti i punti di 8,,5- In relazione ai punii multipli che una
tale curva puo avere in y, (osservalo che, se la 0%3 possiede, in y,, un punto P di molte-
plicita s >4 essa & riducibile nel fascio di retle di centro P ed in una wlteriore conica) st
prova che, se la C%* non contiene reite in y,, essa o possiede un solo punto iriplo ovvero
contiene, al pil, sette punti dopps. Si dimosira poi che il campo di riducibilita completo
di una Ot (che non contenga rette in y,) coincide con Yq € che le sue componenti sono, a
due a due, prive di punti in comune in Sy,q. 8@ danno poi esempi al riguardo; infine ven-
gono esaminati deltagliatamente 1 casi q= 2, q= 3.
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