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G. ANICHINI e« P. ZECCA (¥

Problemi ai limiti per equazioni differenziali multivoche

su intervalli non compatti. (**)

1. - Introduzione.

In questo lavoro si studia il problema ai limiti per equazioni differenziali
multivoche:

E—At)weF(t,»),
)

Lo=r,

con A(t) localmente integrabile, F(z, #) semicontinua superiormente, ed L ope-
ratore lineare e continuo, ?€ 4 non compatto. Un caso particolare del pro-
blema (1) &, ad esempio, il problema:

T—A(t)ywe F(1, x),
w(to) =@y ,

lm 2(2, 35, ) =0 .

{-—>c0

Il problema (1) & gid stato considerato da vari autori nel caso di 4 com-
patto, cir. es. LASOTA-OPIAL [6] e GRANDOLFI [4].
Nel n. 4 del presente lavoro & dato un teorema di esistenza per il pro-

(*) Indirizzo degli Autori: G. Anrcmint, Istituto Matematico « U. Dini», Univer-
sitd (v.le Morgagni 67/A), 50134 Firenze, Italia; P. Zecca, Istituto di Matematica.
Applicata, Facoltd Ingegneria, Universitd (v.le Morgagni, 44), 50134 TFirenze, Italia.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd di ricerca del Gruppo Nazionale per
I'Analisi Funzionale e le Applicazioni del C.N.R. - Ricevuto: 26-I1I1-1975.
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blema (1), usando una tecnica di estensione per operatori lineari e continui
’ I

(n. 3) ed un teorema di convergenza compatta che permette di risolvere il

problema:

T— Az ={{),

(2)
Ler=1r.

Nel n. 5 si danno alcune applicazioni dei risultati ottenuti a problemi ai
limiti gid considerati nella teoria classica delle equazioni differenziali ordinarie,
efr. es. Conrr [3].

2. « Notazioni e definizioni.

R - spazio euclideo n-dimensionale;

K - intervallo compatto della retta reale;

R4 - algebra delle matrici n Xn;

cf(E) - {A C B, E spazio normato, A insieme chiuso, convesso, non vuoto};
e -{@: R—R*, 1<p <+ co};

A - t—>A(t): R — &/ misurabile e localmente integrabile;

CR) - {w: R— R continue};
C»K) - {#: K— R", continue};

CNK) - {x: R— R" continue su K e nulle esternamente a K};
L - operatore lineare e continuo da C*(R) in R™;
L, - operatore lineare e continuo, restrizione allo spazio Cj(K) dello

operatore L;
v, (1) - {sup Lf, fe CuI), |flx<1, I intervallo aperto relativamente a K};

C*M(R) - {fv R — R, quasi continue secondo la seguente

Definizione 2.1. Una funzione f & detta quasi continua rispetto alla fun-
zione d’insieme v, se pud essere resa continua eliminando un numero finito (o una

infinitd numerabile) di intervalli aperti I, per cui si abbia > v,(I,)<o, Vo> 0}.

el
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I - P(t,z): RXR"—¢f(R") con le proprieti:
F.:VeeR" t—F(t,x) ¢ misurabile su R,
F,: Vie R, x— P(t,2) ¢ semicontinua superiormente in R»,
F,: Jo, B, funzioni reali positive, misurabili e localmente integra-

bili tali che: [F(t, z)|<a(t)+ f(f)| 2| V(E, 2)e RXR;

F() - {y: R—R* misurabili, Lj;%, t.c. Voe O"(R), y(t)e F(t,x()) q.0.}.

loc?

Iy

Definizione 2.2. TUna successione {,} di funzioni continue su R &
detta convergente su ogni compatto K alla funzione =, e si scrive a,—>
se z€ C*(R) e se , —~2 uniformemente su ogni KcR.

Definizione 2.3. Una successione {f,} di funzioni reali di variabile reale
converge quasi-uniformemente su ogni compatio se pud essere resa uniformemente
convergente (su ogni compatto) eliminando un numero finito (od una infinitd
numerabile) di intervalli I, per cui

So,(I.)<0, Vo>0.
fi==]

Definizione 2.4. Sia IXI,cDcEXR" e sia data la funzione ¢:I— R*;
la funzione ¢ & detta non-continuabile rispetio a D se (i, p(t)) €D, Viel e se
esistono successioni #,—supl, 7,—infl e VQcD, @ compatto, Ip = p(Q)
tale che:

(tay ®(ta)) € DN\Q e (Twy p(74)) €D\ Q Vaz=p .

Definizione 2.5. Diremo che @: R — R" & soluzione del problema (1) se
& assolutamente continua su R e soddisfa la (1) g.0. su R.

3. - Alcuni risultati di analisi funzionale.
Sono noti i seguenti risultati.

Lo D1 2,1 L AN P51
Lemma 3.1. Sele successioni {w.}c Lz, {v.}c Ik ¢ le funzioni ve L
e w soddisfano le condizioni:

[
lw: [<v: g.0. su R, VU, w;—w ¢.0. su R,
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allora we Lyt e w,—> w (cfr. [6], [7]).

Lemma 3.2. Per ogni intervallo K c R, sia G: K —» ¢f(R") misurabile su R
e tale che |G(1) |[<@(t) q.0. su R, con e C"(R). Allora esiste y e Li3%, tale che
yeG(t) g.o. su R (cfr. [6]).

Lemma 3.3. Per ogni successione {w;}e L ¢ @ € Lise, tali che |w, | <g
q.0. su R, esiste una doppia successionv A;, con ¢=1,2,.., j=4,1i-+1,...,

<«

di numeri reali non megativi tali che » Ay=1, con Ay;=0 per j sufficiente-
J=1

mente grande dipendentemente da ¢, ¢ la successione

o
’LT)i=2li,w,, i=1,2,...
j=1

converge q.0. su B ad una funzione w e L, (cfr. [5]).

Lemma 3.4. Sia I': Li;s —EB, con B spazio di Banach, wna trasfor-

mazione lineare ¢ continua ¢ sia F(x)5= 0; allora I'F trasforma C™(R) in cf (B)
ed ¢ semicontinua superiormente (cfr.[6]).

Lemma 3.5. La corrispondenza @ — F (x) definisce una trasformazione di
C*(R) in cf(LyR) limitata su ogni compatto (cfr. [6]).

lToc

Nota 3.1. Dato il problema:

Z(t) = AQ) z(t) + (B
(25) teKcR

L,z =71

se f(t) e una funzione misurabile e localmente integrabile, possiamo esprimere la
soluzione nella forma (cfr. [4])

x(t) = I'f(t) + Hr ,
in cut
DMf—=sIf=—Ut, )L L f U(t, t)f(r) dv + ft U(t, ) f(r) dr st

Hy=Ult, s)(¢c+ Lir),
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con ¢ tale che L,c=0 ed essendo U(l, s): R X R — o/ una funzione assolutamente
continua soluzione di

U(t,s) =1+ j"tA(r) Uz, sydr

ed L,=L-U(-,s) tale che L L*L, = L,.
Supporremo nel seguito che:

a) Data ¢,, varieta lineave di Li;e, A, L, » siano tali che il problema (2;)
abbia soluzione per ogni fe¢,, per ogni K c R.

b) Vwe O*(R) t.c. Lw =r, sia F(w)C cf(d,).
c) VECR, .= [p(@)dt sia sufficientemente piceolo.

J:4

Nota 3.2. La condizione F, fa si che per ogni f€ @,, ogni soluzione del
problema (2,) sia prolungabile su R.

Nota 3.3. Loperatore T:x— Te =I1'F(x)+ Hr ¢ un operatore semicon-
tinuo superiormente rispetto alla topologia di C*(R).

Lemma 3.6. Una funzione reale di variabile reale & quasi continua (vedi
Def. 2.1) se ¢ solo se su ogni compatto é limite quasi uniforme (vedi Def. 2.3)
di wna successione di funzioni continue, cfr. [7].

Proposizione 3.1. Sia {f.} una successione di funzioni continue unifor-
memente limitata su ogni compatio ¢ che, su ogni compatio, converge quasi uni-
formemente alla funzione f. Se L ¢ un operatore lineare e continuo, la successione

\

{Lf.} converge ed il limite ¢ sempre lo stesso per ogni successione convergente

ad f (%).

Dimostrazione. Fissato ¢>0, sia I;, j =1, 2,..., una infinitd numera-

o

bile di intervalli disgiunti relativamente aperti rispetto a K, tali che D )<e.
fe=1

Per ipotesi, per ogni o> 0, esiste n,=n,(c) tale che
[fal@) —fu(2) |< @ per Ny M, .

() La traccia della dimostrazione segue quella data dal prof. G. GoopMAN nel corso
di Analisi Funzionale tenuto presso I'Istituto Matematico « U, Dini» di Firenze, nel-
’anno accademico 1973-74.

14
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Per Varbitrarietd di o, possiamo supporre ¢ = g; consideriamo adesso I'insieme
Es,n,m e {-’BZ ‘f’l(a}) ~—‘fm(.’b') I|< 8}

e sia K, , . la sua chiusura.Si ha K, , + 0, essendo 0 % B, , . cE, . .Se

or NK ={wek: |fr)—fulx)|= ¢} =0,

£,n,m

abbiamo E, , ,N K=K ed il teorema sarebbe dimostrato, avendosi:
1Zfn(@) — Lin(@)[| <[ L] lfa@) — fm(@)| <[ L] e, VeeX.

Sia allora oF N K= 0. In tale caso abbiamo:

&, m
[+

[fr(®) — ful®) <y Vee K—1JI,, per m,n>n,.

je=1

Osserviamo che limmis I, =0, essendo I,NI,= @ se iz%j Poniamo adesso

§—

Gnm = fn—fm

[+
Abbiamo: ||g..] > e per we UI;, ed inoltre, essendo g, uniformemente con-
§=1

tinua su K:

llm {S‘up [gnm(a;) - gﬂT'l(wl) ]} = 0 *

I

Da cid segue che solo su un numero finito di intervalli I; si ha:

sup |guml@) | > ¢, j=1,2,..., 4.
:tEIj

Poniamo ancora

0, ¢ l;

Pom (2) =
gmn(m) :*:8 , T E Id’y

dipendentemente dal fatto che su I, g..(«) sia positivo o negativo (osservando
che su I;, g.n» non cambia segno).
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Consideriamo la serie:
hod .
=1

Osservando che lim g’ = 0, possiamo dire che la serie & uniformemente con-
i+

vergente su ogni compatto in quanto
V>0, Fjo: Vizj,  lgia@) <7,
e s
Ry(@) = |gh, @)+ ..+ gi@) |,  con Gz, 1=1,2,..,

abbiamo E,(z)<n, essendo I,NI,=0 se i =3j.
Pertanto g,,(#) & una funzione continua. Abbiamo allora successivamente,
se |fu(@) <My,
[Gam(®) — gon(®) |<e (per costruzione di ¢°,,)
|gm(@) |<2M ., |97m (@) | <2 .
Allora per ogni I, abbiamo:

+ Lnm = &= 2M I, [2 M ) <2 M 0, (1,)

da cui

o« ERS )
I Lgomll = £ L 2 gl = Zl (£ Lgl )+ L 3 gl
f==

j=1 Jmdgt1
i :
<2My 2 0,(I)+ [Lln<2My e+ | L] 7
fe=1

e, per Darbitrarietd di %, si ha

IZgr.|<2M ¢ .
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Per ogni compatto abbiamo allora
“Lf'n"’“Lme = ”Lgmn" = ungm + L(gmn"'“gzm)“
< Bl 4 1 LG — )| <2 Mg+ | I & = &2, +- | L)) .

ed essendo |L| ed M, indipendenti da m e da n si ha convergenza su ogni
compatto.

. . ’ ’ . . ' Y .
Sia infine f,,f,,... una successione tale che lim f, = f: ¢ allora sufficiente
n

considerare la successione

FirFos Tar Fas woes Fas s ooe

. . » LN
anch’essa convergente ad f quasi-uniformemente in quanto Lf, € una sotto-
successione di una successione convergente, e si ha

lim Lf, = lim Lf, = Lf .

0> N>

11 funzionale L (estensibne di L) & lineare e limitato, e si ha

|| = sup [Lf], feCrM(R) .

(HIES]
Proposizione 3.2. Nelle ipotesi Iy, Iy, I;, a), b), ¢) (vedi Nota 3.1)

il problema (1) ammette soluzioni relativamente ad ogni intervallo compatio
(cfr. [4]).

4, - Teoremi di esistenza,
Lemma 4.1. Sia dato il sistema di equazioni differenziali

3) &= A(t)z+ (2)

con A(f) misurabile ¢ f(t) limitata ¢ misurabile su K. Sia @, definita su K tale
che Lo, =rE essendo lim ¢ = ¥, Poniamo

y—>r00

Gyz (py“‘Ff“"HTf .
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Allora, se @y ¢ misurabile su K e se lim |G, | = 0 uniformemente su K, {gp,} con-

y—>

tiene una sottosuccessione che converge uniformemente su K alla funzione @ soly-
zione del sistema dato ¢ tale che Lo = 1% su K.

Dimostrazione. La successione {p,— G,} & equicontinua ed equilimi-
tata su K, per il teorema di Ascoli-Arzeld esiste allora una sottosuccessione g,
che converge uniformemente su K a ¢ = I'f+ Hr". Abbiamo inoltre,

Ly = Lhmqo,, ——llngD,, -_hmu =&,

j—>c0

Teorema 4.1. Sia dato il sistema di equazioni differenziali (3), con le
stesse ipotest del Lemma 4.1. Sia inoltre {U} una famiglia monotona @i intervalls
compatti invadenti la retta reale, e sia @, una funzione continua non continuabile
rispetto al dominio di definizione I,, in modo tale che se Uz, c I, si abbia

Lz, @, = r& e lim lims =1,

Ey—> © y—> 0

Con la simbologia del Lemma 4.1 sia ancora
(4) G = go— I'f — Hy™

Supponiamo che per ogni compatto @ C R X R esista fy=py(Q) con limf, =0,
P
t.c. se (s, @u(s)) €Q per sel,, allora |Gy |<py in tali ipotesi esiste una soluzione

@: B— R del problema (3) tale che Ly =1 ed esistc una sottosuccessione {(p,,}
che uniformemente su ogni Uy converge alla funzione g.

Dimostrazione. Sia {@,} una famiglia monotona di insiemi compatti,
con @, = I, X D, (I, aperto di B e D, = {p(t): t € I,}), invadente lo spazio R X Rn,
t.e. §;CintQ,,,. Per ogni p=0,1,2, ... siano rispettivamente (@) ed s,(Q,)
Pultimo e il primo tempo €I, t.c. (2, s(t)) € 2Q,. Per la compattezza di I, e
per la monotonia di {@,} esistono due successioni, una crescente w, ed una
decrescente a,, ed una sottosuccessione {(p,,j} tali che

lim S”,»(Qﬂ) = &y lim t"j(Qp) =Wy .

sl ;>0
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Si ha ancora

d(an—I) 8@1)) < l¢".(t1'.(Qp)) - (p”’.(ti’j(QD—l)) l"}‘ Itl’j(Qw) - t”j(Qﬂ—l)l

2 3

<G (1 (@5)) + If -+ Hry! — G (1 (@) — I'f — Hry? |+
A 16, (@5) — 1 (@r) | < G (8,(D5) — G (8,(Qo-)) | +
A [t (@) =15 (@pms) 1< B (@) A Br (@) - 11,(@5) — 10 (@5ma) 15
da cul per »;—~ - co
d(0Qy, 0Qp1) < |@p—ewpy | € quindi @ >0,y
Analogamente «,< a,—;. Allora si ha

lime,= — oo, limw,= -4 .
P> pP—r0
Prendiamo adesso la famiglia {7,} di domini compatti, monotona ed inva-
dente la retta, definita da

T, = [%‘ (etp + ep—1), 313' {wy - wp——l)]

come una particolare famiglia di tipo {U,}, ¢ chiamiamo pii semplicemente
v 1a sottosuccessione gy, scelta precedentemente. Sull'intervallo T, ¢» soddisfa
la condizione (4), ed anche (s, gv(s)) €@y, Vse T e |Gu(t) |<fr(@1) per v suffi-
cientemente grande. Per il Lemma 4.1 (I, = K) esiste dungque una sottosuc-
cessione {¢!} uniformemente convergente su 7T, ad una soluzione , di (3) tale
che Ly, =r'. Allora, su T,, ¢t soddisfa la (4), (s, ¢}(s)) €Q, e |GH(t) |<f,(Q.) perv
sufficientemente grande. Possiamo quindi trovare una sottosuccessione {gZ} con-
vergente uniformemente su 7, ed una soluzione w, di (3), tale che Ly, = 77,
ed inoltre 9, = y; su T;. Per induzione, se ¢ = lim ¢, su R la successione dia-

P>

gonale {@}} converge uniformemente su ogni compatto alla funzione ¢ solu-
zione di (3) con Lo =r. Abbiamo infatti

Lyp=Llimy,=1im Ly, =limr?=17.
p—> @ P> P>
Teorema 4.2. Nelle ipotesi ¥y, F,, F,, a), b), ¢), ¢l problema (1) ammette
soluzioni per te R.

©

Dimostrazione. Sia B = |JK;; per ogni intervallo compatto il Lem-
j=0
ma 3.1 ci assicura Desistenza di una soluzione y; del problema (1) tale che
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Ly;=1r?; esprimiamo con v, T(y;) il fatto che la funzione v, & soluzione di (1)
relativamente all’intervallo compatto K; (ed essendo 7' Voperatore definito
nella Nota 3.3). Indicando con ff ; Papertura di I{; abbiamo inoltre che le fun-
zioni w; sono soluzioni del problema (2), non continuabili rispetto a Ig'j: per il
Teorema 4.1 abbiamo allora che v,(f) —» @(¢) soluzione del problema (2) per
te R. Per la semicontinuitd superiore dell’operatore 7 si ha allora: ¢ e T{p).
e cid completa la dimostrazione. '

5. - Applicazioni.
Per illustrare il Teorema 4.2 consideriamo vari tipi di problemi ai limiti:
Problemsa di CavcHY
T— A{t)ywe IP(t, x)
(A) theR, reR®
x(ty) =7t

per cui la condizione c¢) é adesso superflua.
Problema analogo a quello di NicorLeTTI

— A(HxeF(, »)
(B) t,eR, 1,eR, i=1,2,....

mi(t) =75

In questo caso Lz = (2y(f), ..., %a(fs))* ed il problema ammette almeno una
soluzione se sono verificate le ipotesi a), b), ¢), Fy, F,, I,
Caso periodico:

T—AQ)v e F(t, x)
©)
2(T) —w(0)=10,

in cui A(¢) & una funzione periodica di periodo T e F(t, %) ¢ definita da R X R"
in ¢f(R) tale che I'(t -+ T, 2) = F(i,#). Si ha almeno una soluzione periodica
di periodo T. (Tale caso & gid stato considerato in [4]). :
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Vogliamo infine considerare un problema ai limiti che c¢i permette di illu-
strare i risultati ottenuti col Teorema 4.1 e il Teorema 4.2. Sia dato

z— AN xel(t, x)
(D) 2(ty) = @,

lim (2, £, o) = 0,

$-—roo

in cui A(2), F(i, ) verificano le ipotesi 7,, F,, F;, a), b), ¢).
Il problema (D2) «corrispondente » ¢ dato da:

z— Az = @),
(D2) x(ly) = @, ,

Iima(t, ¢, o) = 0.

>
Seguendo il Teorema 4.1 consideriamo il sistema
T— ANz = f(1)

(D2g) @(to) = @,
Bty toy To) =1y K =1,2,...,
definito per t€[—i,,t.], con t,€ [—ig, ], limsr¥ =0 avendo inoltre posto
HE—>

R=1UA, con 4, = [—1g,1z]. La soluzione di (D2,) & data da (cfr.[3])

E=1

@ty bo, B, ta, 75) = Ults o)L+ Ultx, to) 17275 (G2, 5)1(s) dis,

to

in cui G(t,s) & definito da:

Uty t)[L+ Ultg; t0) 171 Ully, ), lo<<s<<Tt<lig,
G(t,s) =
o) — Uty to)[L -+ Ultg, L)1 Ullgy 8) bo <P <8 ltg,

e, con le notazioni del Teorema 4.1 possiamo scrivere,
Z(ty Boy By Uiy ) = Tf(t) + H(x, + 15)

avendo posto L,z = 2(ty) — x(ty) = r*.
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Osserviamo che se {o;} & una successione tale che lim o = 0 ponendo ¢, ==
v

P>
= I'f+ H(wx, -+ %) + o sono rispettate le ipotesi del Teorema 4.1 (con f == o).
Se poniamo, come & lecito per quanto osservato sopra, Y Y-!(t,) = lim U(t,, t,),

E—>

si pud allora dire che

®(2, by, moytlinl ey 0) = Y () Y2(2)[L -+ Y Y2ty fG(Zy s)f(s) ds,
to

E—> o

in cui G(t, s)‘é definita da:

G, s)=

Y () Y1 (t)[I 4+ ¥ T2 t) 172 Y (ty) XX(s)
— Y@ Y ({) I+ Y Y2 (t) ] Y Yi(s. .

Pertanto il problema (D2) ammette soluzione e se f(f)e @, (vedi Nota 3.1)
potremo dire che il problema ammette soluzione.
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Summary.

This paper estends an ewistence theorem due to Lasota, Opial and Grandolfi
on boundary value problems for multivalued differential equatioms to the case when the
domain is a non-compact interval. Some applications for boundary wvalue problems for
multivalued and ordinary differential equations are given.
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