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F. R. MARSICANO v A. PERETTI1 (%)

Sobre la ecuacién «N» de Lagrange. (**)

1. - Sistema de ecuaciones de Lagrange para resolver el problema de tres
cuerpos.

Dados los tres cuerpos P,, P,, P, de masas m,, m,, m, respectivamente,
quedam determinados los tres vectores %, = P, ,— P,.; y las tres distancias
r; = |4&,;| con las cuales se construyen las siguientes funciones y parémetros
auxiliares de LasranNGE [1], [2], [3]:

(1) Pi= Ty 'ﬂi+2 =} (7‘§+1 -+ 7‘3+2‘*7";’) ;
1 1
(2) 1. = 7-15_; _7.i}+2 !
(3) Q :’ui'l—(’i+l—'ﬁi+l'ﬁ.’i )
) o — i Mo Mgy ’
[ Tive
- 1 42 M
(5) (w;)? = 3 d_t273+ ;’““f‘ MAPDirGisr— PireGive) s

(*) Indirizzo: F. R. Marsicano, Consejo Nacional de Investigaciones Cientificas
y Técnicas. Rep. Argentina.
(**) Ricevuto: 11-VI-1973.
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dJra=x M . .
= [ e b mi(Piga i — qi+2pi+2)] = Mi[QiroPire— Qrs1Piqa— i 0] 5

(6) P T

(7) Y= iy Ty = ) (g o+ ()2 — (@)

(8) vy = 170% + 20(PirePisa— PrgaPire) +
Do)+ poss e+ 2 (51)

9) m=@MiWﬂMW—W%

(10) P =Dy + 10— (9:)°] .

Ademas se construye el siguiente sistema de ecuaciones del movimiento
en las solas distancias mutuas, formado por dos ecuaciones del segundo orden
en las r, y una del tercer orden, esta ltima a través de la funcién auxiliar g
que satisface a su vez a la susodicha ecuacién de cuarto grado N:

1 Ty
@) BT, +¢

(C = costante de la energia)

de 2
= 2. MDY
() @ = T 2 Ml
2 L. 2 2 2
() 0+ X PiPisa)?—4 2 yivi+ 16 3P Pes 2y:ivi1 =0,
1] o [ 0
2. 7 2, ; n
il —
(F) % "’}2 % Miy Misg !

(¢, = costante del momento cinético).

2. - Casos particulares de Lagrange.

En su memoria LAGRANGE analiza el caso en que lag tres distancias son
iguales entre si y ademés constantes (caso de las soluciones equildteras) en
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cuyo caso se tiene:

Po==17y=1"

i
S
i
3
I

con lo que la ecuacién N queda:

o' — 12 g*pr? 4 1ddp2y? = 0

o bien

o' — 602 M + gM2r2 =0
de donde
(11) o=+V3Mr.

A la férmula (11) se le puede dar otra forma, haciendo intervenir la con-
stante del momento cinético ¢,.

En efecto, de (9):

(12) Ty == TTy == Ty == JL == 7‘2(’2—.6)2 = My
y de (10):
® 1
(13) ===y =py+= = (Mr+e).

Introduciendo (12) y (13) en la ecuacién P; queda:
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de donde
¢ /3
(14) o=
> 1/my
[

Como vemos, g es una constante que depende de las masas m; y de las
condiciones iniciales a través de C,.

Para el caso en que la configuracion es equilatera pero con las r, variables,
se tiene:

Pi =11, (1111')“:(’“)":5 ae 7=P+—‘,
. _p M
7z—y_?—§+27"

. d 2 .
v=v; =71°0"+ 2p(P)* + P (5t2z>) = 2po*+ 6p(p)*,
de donde la ecuacién N queda:

. M . AL
[o* -+ 3(H)1:—6 (p + %) [2p0* + 6p(H)]+ 36p* (p + 7) = 0.

El determinante de esta ecuacién es nulo, luego:

(15) o= 6p (1‘5 + %) — 3(p)2 .

En este caso también es possible hallar una expresién de o en funcién
de las masas y de las condiciones iniciales; en efecto, se tiene:

== Gy — (091 = 2 ( 5+ 5 ) — 0

pero de (15) = = %/3; ademas
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2

o 0?—(p)* . P M 0*— (p)? e
pi=yp=py 4+ = (5 5;) 0 _ ¢
luego de p:
2 31
g7 = .
z(l/mi)—in?z 1/m,m;
0 0
o bien:
i Y

S 1/m;
[}

férmula que coincide con la dada por LAGRANGE ([1], pag. 286).

El otro caso particular de LAGRANGE consiste también en un movimento
plano donde los tres cuerpos estan continuamente alineados, existiendo una
relacién constante entre las distancias:

an Ty=W0Te, Te=ro+r=(1+n)r,, #5%0 (n = constante) .

De (1) y (17) se obtiene:
Po =117y =n(l 4 n)rt
(18) Pr=7y7y = (1 4 n)rt
Pe=—1gt = —nr?,
¥ por lo tanto:

(19) ipipp,l =7rnl +n)(l +n)—n—1]1=0.

Agimismo:

2
(20) 2 DiPrpr = 47%(7)* [(n(1 + n)2 — n2(1 + n)—n{l +n)]=0.
" ;
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También es facil demostrar que:

2

, . d ,
(21) 0 = PipaPege)® + Pipa(Diyr)® + s (Et 7‘})

es cero para cualquier 7, luego como el término independiente de la ecuacién N
en este caso vale:

2 2 2 2
(22) (O PiPigr)?—4 2 i+ 16 2P Pisr 2 ViV
0 o [+] 1)

siendo cero todos sus términos, se deduce que p es constantemente nulo, resul-
tado que también fue hallado por LAGRANGE.

Hasta acd todo lo resuelto por el ilustre sabio con respecto a la funcién
auxiliar g; veamos ahora otros casos particulares donde también se puede
dar una expresién explicita de p.

3. - Caso de las soluciones isésceles.

En el caso de las soluciones isdsceles se fiene:

My =My =M, Mo SM rL=Yy =17, ToZ T, 770
De (1) y (2)
7.2 ,rz
Po=12—3", P=p=p=7,
(23)
—0 _ 11
o =V, (h—"‘“Qz—ﬁ‘“;E-

2
Por lo tanto > p;¢;=0 y de la ecuacién (H) surge g = cte.
0

Planteando las ecuaciones (6) para cada una de las distancias iguales 7,
y 7, se tiene:

d[1a» ™ .
= |5 dtz-—z—{—mlpqz =mM[— P — 0],

d1a=x M .
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pero por las igualdades r, =r,, m, = m,, ¢, = — ¢, surge la condici6n:
— MG 0 = MY, 0

que solo se cumple (para ¢, 7= 0) si ¢ =10, de manera que p es constantemente
nula en el caso de las configuraciones isésceles. Bs facil ver que el término
lineal de la ecuaciéon N desaparece transformandose esta en una bicuadrada;
pero como p = 0, el término independiente que tiene la misma expresién (22)
también se anula.

4. - Caso del movimiento plano.

Las condiciones de LAGRANGE para el movimiento plano ([11, pag. 266)
estdn dadas por

o, v o, v
(%) = P - ’ (u,)? = 3 : ’
4Zpipi+1 42?{?:’4&
0 (1}
- »
(%,)* = 2 : ’
42Pipi+1
[}
2 2 2 _
luego D yivi=43 p,pip1 2 v:(%;)? pero
o 0 0
(24) ('L—"'i)2 = VYi41 -+ Vivo y
por lo tanto
2 2 2
(25) 2V =83 DiPDiys D ViVir1 s
0 0 1]

de manera que la ecuacién N en este caso queda

N L 2
(26) (o*+ Zpipi+1)2-16 Zpipi-[—lz?’iYi-}-l =0,

0 0 [}

Pero por otra parte

1. - = 77 i1 Visa s
yom g () (o) — (7] = 2w

8 EP:'P:’H
0
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luego la (26) se puede expresar asi:

(27)

0 bien:

(28)

2

z_pipi—i-l

0

2., ., 1
(0*+ ZP:"P:’H)"";
a

22“’ LEE™ A Z”t

(e*+ Z%Pz+1) —3 =0

b

Zpipi—i-l
0

i (Fi4g + Vera— Vi) Pigp + Vi— Vi) ,
o

(8l

que indica que en el caso plano p depende exclusivamente de las distancias
mutuas y de sus derivadas primeras temporales, pero no de las derivadas
segundas como en el caso general.

Si ocurre que, el movimiento ademés de ser plano, en un cierto instante
las #; son simulténeamente nulas (caso de las superficies de velocidad nula [30),
los tres cuerpos se mueven como un sélido rigido y todos los g, son nulos
siendo ademés »; = 72g® lo que conduce a que (28) se transforme en una iden-
tidad, por cuanto se tiene:

luego en este caso conviene recurrir a la ecuacién P con lo que se obtiene:

2

2 2 2
2 Vi — >,. v; = 04 [2 Zwm—z?‘?]
1] 0

0

2o

2, 1, 2 2
D PP = ;[2 %7':‘ Pip1— ED: 7’%]

0

2
9, Te Vs
7 = 1y(U,)? = “‘;i_ )
421’:‘1’1‘“
0
o 1+ ¥ ;0
po=poyit & = p T L 2
szpipi-i-l
0

de donde la ecuacién P se expresa asi:

12 1 -1
2 |2
(29) e [2 % My Mrypg +

\l

>

=2
=
L

0 M3 My

2
4‘zpipi+1 2 z PiPira
)

1.+ 1 i P ]=
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Como vemos en el caso en que el movimiento es plano y el punto representa-
tivo de los tres cuerpos «toca» la superficie de velocidad nuls ¢ depende en
ese instante exclusivamente de las distancias mutuas, de las masas y de la
constante del momento cinético ¢,. Si esta constante es nula ¢ también lo es.

Las distancias mutuas que aparecen en (29) no son independientes, ellas
deben cumplir con la ecuacién de las superficies de velocidad nula para el easo
plano [3]:

=c5.

2MU
(30) ——

20 My My

¥ |

2

[} i

Basta por lo tanto resolver la (30), hallar una solucién (1o, 71, 75) TeEm-

plazar esos valores en (29) y hallar p para ese punto (1o, 7., 7,) de la superficie
de velocidad nula.

5. - Caso en que las 7, son simultineamente nulas.

Si occurre que en un cierto instante y para el caso de movimiento general,
las 7; son nulas sin serlo las derivadas de order sucesivo (7,34 0), la ecuacién N
se reduce a una bicuadrada de expresién:

2 2 2
(31) 0 =40 31y +16 3P Prys D YiVisa =0
1} 0 [}

que resuelta, conduce a valores de o funciones de las »; y las 7,. No obstante
es posible hallar ¢ en funcién exclusivamente de las distancias mutuas 7, de
las masas y de las constantes del movimiento, de acuerdo al siguiente razo-
namiento.

Por ser, en ese instante, las 7, nulas; los tres CUerpos se mueven como un
sélido rigido, pero como ademds el baricentro es fijo o se mueve con movi-
miento rectilineo y uniforme, los tres cuerpos participan de un movimiento
a la Poinsot.

La energia cinética en ese instante es totalmente de rotacién y por la
integral de las fuerzas vivas ella es igual a la funcién potencial # més una
constante h, siendo % la expresién dada por (4). El conocimiento de las tres
distancias mutuas para ese instante, permite conocer también la energia ciné-
tica:

(32) T=a+h
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que ademas podemos poner en la siguiente forma:
(33) T=JS0+F0l+FHol,
donde £, .£,, S, son los momentos principales de inercia baricentricos, cor-
respondiendo el tercero .#; a un eje baricéntrico normal al plano de los tres

cuerpos; estos momentos son facilmente caleulables cuando se conocen las
tres distancias r; y las masas m,; justamente .7, vale:

2
(34) Ty = z 2 z+1mz+2
)

w1, Way w3 SON las eomponentes, segin esos ejes principales de inercia, del
vector £ rotacién de los tres cuerpos, considerado en ese instante como un
s6lido rigido. La integral del momento cinético se expresa como:

(35) Frt - Frof + Syof = k* (k = constante) .
Para conservar la nomenclatura usada en los capitulos anteriores debemos
hacer

MMy My

k=c¢, i

T.as velocidades de los cuerpos P, estdn dadas por las siguientes relaciones
generales:

(36) Wy =Dspo— Dipa -

Pero en este caso:

37) .=0ANP,—G.
De (36) y (37) surge
(38) 'ﬁ‘iz .Q/\ﬂi-

Por otra parte
0= T Uy — Uy Uy

que puede ponerse como:

(39) 0 =T (2 \ %) — Ty (2 N\ o) =20+ (T N\ To)
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pero %; A\ %, es un vector normal al plano de los tres cuerpos cuyo mddulo

2
vale /> p;p,., de manera que la (39) puede expresarse en la siguiente forma
0

P
(40) 0= 2603\/2,10:'29:-+1 .
)

Derivando con respecto al tiempo la (40) con la condicién 7: =0 se tiene:

2

(41) 9 = 2553\/}_1722%.;_1
0

pero de la ecuacién (H) de LAGRANGE:

2
1 ;mipi(b'
(42) Wy == T
zpi Pina
0

y de la tercer ecuacidn de EULER:

(43) Wy = W10, .

La eliminacién de w, entre (42) y (43) permite hallar w,, w, en funcién de
las distancias mutuas, mientras que las (33) y (35) permiten hallar w, en fun-
cién de esas distancias mutuas y de la (40) expresar ¢ también en funcién de
esas mismas distancias.

En definitiva, para el caso en que los tres cuerpos se muevan en el espacio,
en un instante en el cual las #, son simultdneamente nulas, las »; satisfacen en
ese instante a la ecuacién de las superficies de velocidad nula para el caso
general que ya hemos dado en una memoria previa [3]; el conoecimiento de
las tres distancias mutuas para ese instante permiten hallar los momentos
principales de inercia y por ende el elipsoide central de inercia, ademés per-
miten hallar el vector rotacién £ y la energia cindtica 7T Yy como el vector
constante momento cinético con respecto al baricentro L, es un dato del pro-
blema, quedan establecidos todos los parimetros que definen el movimiento a
la Poinsot instantdneo.
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Résumdé.

Dans le probléme des trois corps envisagé par Lagrange, il introdwit une fonction
auxiliaive o qui satisfait & une équation algébrique de quatriéme degrée & coefficients
fonctions des distances mutuelles et de leurs derivées temporelles premiére et seconde.
Celte équation de quatridme degrée, que Lagrange appelle « N » dans son mémoire, joue
un réle fondamental dans tout le procds de caleul de Pillusire savani: c¢'est pourquos
la connaissance de ses racines, méme dans quelques cas particuliers permet de pénetrer
dans Uétude du mouvement des trois corps.

Dans ce travail nous passons en revue quelgques solutiones remarquables déja signalées
par Lagrange, et quelques auires que mous avons irouvées et que aussi bien coniri-
buent & la connaissance de cetfe probléme classique de la mécanique céleste.
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