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RADU Rosca (%)

Sur une classe de variétés isotropes
de c-index nul, incluses dans un espace pseudo-riemannien

doué d’une structure paracohermitienne. (**)

Introduction.

Les inclusions » telles que les variétés horizontales o = 0 de la structure
8y e qWelles induisent, soient intégrables, sont caractérisées par Iannulation
de toutes les 1-formes de torsions (formes préalablement définies) associées
a @. Une pareille inclusion est dénommée & connexion normale triviale (et notée
par x:) et c’est surtout de ce type d’inclusion qu’il est question dans le pré-
sent ouvrage. Pour une inclusion z, le champ p .4 7(Ves') donne & V»+i
une structure de variété fewilletée [3] et a= 0, sont des sous-variétés (totalement
isotropes) asymptotiques de VL

On associe & 2- deux 1-formes f et = dénommées respectivement la forme
distinguée et son associée, et deux champs X; et X,, dénommés respectivement
chump distingué normal et champ distingué supplémentaire.

Alors la condition nécessaire et suffisante pour que X, soit paralléle sur
Vgt est que la forme f soit fermée. Différentes autres propriétés qui résul-
tent d’une inclusion z: sont mises en évidence. Dans le cas oll « est confermée,
on définit les inclusions 2. qui sont aussi minimales. Pour une pareille inclusion
on a divXs= (Xp, X,,» et dans le cas ot divX,= const, les opérateurs har-
moniques de o et f§ satisfont & la relation (de G. pe Rmam [11]) symétrique

Ao Ny = AB Aot

(*) Indirizzo: cfo prof. L. Vanhecke, Katolische Universiteit de Leuven, Facul-
teit der Wetnschappen, Department Wiskunde, Celestinenlaan 2008, 3030 Heverlee,
Belgio.

(**) Ricevuto: 4-V-1973.
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Finalement et dans le cas ou n = 2p, on considére sur Vii' une certaine
structure presque cosymplectique locale C(£2, «) définie par la 1-forme « de S, ;.
induite par z- et par les composantes du champ Xs. Par rapport & cette strue-
ture, certaines propriétés des parenthéses de Lagrange pfaffiennes [4] des
formes 7 et § sont discutées.

1. — Soit V™™ un espace pseudo-riemannien de signature (n,n -+ 1) et
soit .7, (V™) Pespace tangent en chaque point p e V™. On peut écrire

(1) I (Vo) = 52" @ D,

ot 2" et Dp sont respectivement un espace parahermitien vectoriel [2] de dimen-
sion 2n et une droite spatiale. Soient 3 et ;" Vespace temporel et Pespace
spatiele qui définissent un automorphisme % sur 3, tel que 2= + 1. Le
champ D, est orthogonal & HE et #(X)=0 pour tout champ XeD,. Soient
i B (1=1,2,..,n; i* =1+ n) les vecteurs isoiropes qui définissent la base
canonique de ;" et § = E,,., le vecteur unitaire (spatiale) de D,.

Si e;e ¥} o e.c " forment une base orthonormale, alors moyennant la
transformation

E — e;-+Ue;.
(@) Y

on voit facilement que les repéres {p,%s; 4, B =1, ...,2n - 1} sont normés
c’est-a-dire

<gi’gio>=17 <g7€> =—1,
(3)
<Ei7g4> :()7 <€i"€8>:0? _A?’:Q*, B‘—r—L’i-

Si {@4} est le corepére associé & {p, &} et &= @' alors I'élément linéaire
dp de Vmnt+t est

() dp = ®E,.
Moyennant (3) on déduit de (4) que la métrique A, de Vmntl g pour expression
() Ay =Ldp, dp> =23 a'a’ — (&2 .

La forme quadratique & =2 3,& G&'* est la forme parahermitienne de 75"
et & est le covecteur spatial associé. La forme £ est échangeable avec la 2-forme
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Y& A &° et les deux sont invariantes pour le groupe unitaire U» (ce groupe
est isomorphe au groupe linéaire réel L” [2]). Par des considérations analogues
a celles faites par J. Bouzox dans[l], nous dirons que le triplet {Z, &, E}
définit une structure paracohermitienne Spen sur Vertl Seit F,=U{p, §,}
le fibré principal des repéres {p,E.} et soient &f=14&° les formes de con-
nexion sur #,. .

Llespace V™1 est structuré par la connexion

(6) ngl = 0_53 @ gn

et en vertu de (3) il vient

S5t i wond1
“1“*_0, OC{ _0’ IX2”+1——0,
(p) Lg% =0 =i #o—0
( & K = U, O + % = 0,
sondl | =% =i i sentl
%; T Konpr ™ 0, Olgngy T &5 =0.

La connexion V étant sans torsion, les deux groupes d’équations de struc-
ture sont

) a &t =a" A s,

= =0 A = 4
(8" a N Gg=da, N ds+ 235,
ot 24 sont les 2-formes de courbure, sur V™",

2. — Soit maintenant #: V¢ >V Pinclusion d’une O®-variété V¢ de dimen-
sion ¢ et codimension ¢ dans V#<. La variété Ve est isotrope de défaut d
(0<d<q) si le rang de la matrice Jacobienne de » est partout ¢ — d et nous
dénommons |q—d| le c-index de la variété isotrope Ve Nous nous propo—
sons d’étudier ici les variétés isotropes Vit de c-index = 0, qui sont incluses
dans un espace pseudo-riemannien V*n+! dont Pindez n est égal au défaut
de Vit Eu égard & (3) et (4) une variété Vot peut 8tre considérée comme
étant une variété intégrale du systéme

®) & =0.

Si nous notons par o (r=1,2,..,n,2n + 1) et par a4 respectivement les
valeurs des a* et des d induites par , la restriction de dp & Vi}* s’éerit

(1.0) d2(p) =’ QE; +a®E = {dz(p), dz(p))> = — (x).
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Désignons par ,(Vii') Pespace tangent en p & Vi et par Jy(Vis)

Pespace fotalement normal. Ce dernier est self-orthogonal et en vertu des hypo-
théses faites on a

(11) IV = ﬂ;‘;(V&‘;‘) @D, .

Si nous notons par £, (Vi3?) Despace supplémentaire de S, (Vish) dans

SV 41, on peub éerire
(12) .fp‘s_(V?:)l) = .ﬁP(T7""‘+‘)/fP(VE':)'1) .

Remarque. Puisque S3(Vi') c S (V) on peut dire encore que s (Vi
est un espace co-isotrope [3].

Soit X un champ quelconque sur Vi et soit V la restriction de Va Vit
On peut écrire

VX = (VX), + (VX), ,

olt (VX), et (VX), sont respectivement la partie tangentielle et lIa partie sup-
plémentaire sur V;‘:}l dans V»on+i Si (VX), = 0, nous dirons que X est paral-
léle dans le faisceau supplémentaive U S, (Vi¥) [5]. En nous rapportant & (6),
nous conviendrons d’appeler les formes

(14) VEu B =of" (1<)

les formes de torsion (cette dénomination est légitimée par le fait que les indices
i, k sont les indices normaux associées & ). En adoptant la méme terminologie
que dans [6], nous dirons que toute inclusion x telle que af* =0, est une inclu-

sion normale triviale.
Soit alors

(15) N=7.2Ees5ViY, A€ D(VEY
un champ normal quelconque. A Paide de (6) on déduit
(16) UN =3, (0 + Jp heo}) @ E: + X: diol” ® Epa
et eu égard a (13) on trouve

(17) (VN), =0 <o =0.
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On a donc le

Lemme. FBlant donné Uinclusion x: Vijl—> V™t lg condition nécessaire
et suffisanie pour que tout champ normal sur Vit soit paralléle dans le faisceaw
supplémentaire, est que x soit une inclusion normale triviale. (Une pareille inclu-
sion sera notée par la suite par z:).

Mais Pespace totalement normal local étant déterminé par les vecteurs
isotropes E;, il résulte que les secondes formes fondamentales @, associées &
gsont exprimées par

(18) ¢ = — (dw(p), VE,> = oo™t — >, ook .

D’autre part la différentiation extérieure du systéme (9) donne aprés calculs
(19) FNa=0,

d’ou

Théoreme. FEtant donnée Uinclusion x: V?J)“ ~» Pontd foutes les formes de

Y

torsion associées & x sont conformes d la 1-forme induite par x, de la structure

Sp.cn. définie sur Vortl,

3. — Exprimons maintenant que les variétés horizontales « = 0, de la struc-
ture 8,,, induites par zr sont intégrables.

On devra écrire
(20) aAN(dNa)=0

et (19), (20) donnent
(21) =0,
(219 ot = a0 ; a.€ D(Viy) .

Eu égard 4 (12) on voit facilement que les variétés horizontales définies
par o = 0, sont totalement isotropes [7] (nbus les notons par V7)) et sont tan-
gentes en chaque point & I'espace isotrope JSx(Vix')c.f (VY.

On peut done dire puisque V,cCV, Z‘,,‘)“, que lapplication p ., V;‘;)” est
un feuilletage de Vit [3], et en vertu de (11) il résulte que la droite D, est
transversale & ce feuilletage.
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De (18) et (21) on déduit aussitot
(22) Pe= ().

I1 résulte de 13 que Pinwvariant de Chern associé & . est 1, et que les
variétés V@ sont les sous-variétés asymptotiques de Vi3t

De plus 1a comparaison de (22) et (10) permet de dire que toute inclusion
normale triviale est aussi une inclusion ombilicale. D’autre part la courbure
de Krruing-LipscHITz K(p,%,) dans la direction d'un vecteur normal §, est
comme on le sait [8]

E(p, €)= det () .

Dans le cas qui nous occupe la forme développable (22) des ¢;, montre aus-
sitdbt que toutes les courbures de KirLriNg-LipscuiTz sont nulles.

En faisant maintenant usage de (8) et compte tenu de (21) la différention
extérieure de o donne

(23) d N o= (a;o’) A\ o
Posons
(24) f=a;

et dénommons
(i) B la 1-forme distinguée associée & Pinclusion -,

(i) of™t et 22! respectivement les formes de connewion mixtes et les
2-formes de courbures mixtes associées & @y.

La différentiation extérieure des équ@tions (21) donne
(25) a;dN\oa= Q" L (qpof—da) N
et en vertu de (19) il vient
(26) QA g=0.

Si nous considérons le systéme de Prarr 2|

(27) da; = a.a¥
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celui-ci est de rang n et & » + 1 inconnues. Par conséquent conformément 3
la théorie générale il est complétement intégrable. Nous pouvons donc sup-
poser que les fonetions a, sont telles que 'on ait

(28) QN =, d A\«

ot eu égard & (27) on déduit de (24)

(29) AANB =0 A0} ).
Posons
(30) =0, .,

et appelons 7 la 1-forme associé de f.
Notons maintenant par «,, la 1-forme trace associde 2 @z, soit (puisque
i1 =0) a,= >,. De (8') et (21) on déduit

“2n+1 —
(31) AdNa,=aAx+>,00,
ol 3, Qf représente la 2-forme de Ricci associde & w:. Ainsi la condition
nécessaire et suffisante pour que la 1-forme trace soit égale 4 la 2-forme de
Ri1cer est que £ soit fermée.
A titre de verification on obtient de X, par différentiation extérieure
(32) QL aa Am =0 (ki =1,..,n)
et en faisant usage de l'identité de BIANCHI (sous forme extérieure)
ANQi=of N Qi— Q"N arf
on déduit de (25)
C @y Q’: /\ o — O

(la différentiation extérieure de (32) est identiquement vérifiée).
Nous énoncons

Théoréme. Htant donnée Dinclusion x: V&’;‘—> Vrntl, soit o la 1-forme
induite par x, de la structure Bpen et solent o™ et Q2 yespectivement les
formes de connexions mimtes et les 2-formes de courbure mimtes assocides & . 8i
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o est completement intégrable, alors U'espace tangeni auz sous-variétés « =0, est
L +1 ? . MPNNIELH ; .
IHVE et Von a les propr i6tés suivantes:

(i) @ est une inclusion normale triviale, les formes de connewion mixtes
sont conformes & o et les formes de courbures miwles sont divisibles par o;

i Lyyn+l 3 n41 " 7 Yy 7

(i) le champ p —~FH(VTY) donne & VN une structure de variétés feuil

ntl,

letée et o =0, sont des sous-variétés asymptotiques de V(3';

(iii) Dinclusion @ est ombilicale et toutes les courbures de K illing-
Lipschitz associées a mr sont nulles;

(iv) la condition nécessaire et suffisante pour que la 1-forme b qui divise
A A« (la forme distinguée) soit fermée, est que la différenticlle de la 1-forme
trace > ! soit égale & la 2-forme de Ricoi.

Remarque. Calculons la second forme métrique fondamentale Ay de VZ3?
dans le sens de F. BonmPiani[9]. En négligent les différentielles algébriques
dot on déduit de (6), (10)

A, = {dzz(p), d2x(p)) = — “2{/32 + 2“1'05:‘1"} y

Pexpression de A, montre aussitot que les sous-variétés asymptotiques de Vs
sont doublement totalement isotropes [9].

4. — Soient X(X) et Z(Z") (rys =1, 2, ..., 1, 2n + 1) deux champs tangents
sur V' Z’n‘;l. Bu égard aux expressions (17) des formes fondamentales ¢;, nous
définissons le shape opérateur mormal des champs [10] sur Vi, par Popéra-
teur bilinéaive et autoadjoint 8,7, S tel que '

(33) S(X)=1"X"Z°E..

Nous dirons d’aprés OTsUKI [10] que si pour VXe S, (ViH) on a

(34) 8.(X)=<X, LW,

alors WeE(Veh) est un champ normal principal de Viit dans Vertt qui
correspond au chamyp tangentiel Z.

Cherchons le champ normal W(W¢) qui correspond & un champ tangentiel Z
porté par la droite D, de la structure S, ;. A Iaide (7), (33) on déduit de (34)

(35) , Z = Z¥VE =g =0,
(36) - W=—Y,a%,.
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Théoréme. Soit Vinclusion x: Vi V>t gt soit § le vectour spatial
tangentiel associé & x. La condition néeéssaire et suffisante pour qu’il existe un
champ normal principal W correspondant ¢ un champ colinéaire & § est que
soit une inclusion normale triviale. Le champ W a alors les mémes composantes
que la forme f.

5. — Convenons d’appeler les champs
Xye S (Vist et Xo=—WeJd,,(Vi§
définis par
(37) ‘ Xp = Zi aiE;
et, par (36), respectivement le champ normal distingué et le champ supplémen-

taire distingué associés d ..
On a

(38) (Xp, Xop = i(a)t=v=Xps 1
et 'on peut considérer ce produit scalaire comme étant la norme euclidienne
du point a(a,) de R»,

Cherchons dans quelles conditions X, est paralléle sur Vst Bu égard 3

(6), (7), on retrouve la condition (27) & laquelle s’ajoute

(39) T=0=>dA\ =0,
(39") =0 .

La différentiation extérieure des équations (39') donne en plus les relations
(40) Qe+ k=0,

En convenant d’appeler 2, les 2-formes de courbure supplémentaire et eu
égard 2 (29) nous avons done le

Théoreme. 8ile champ supplémentaire distingué X, associé & une inclu-
ston @z VISt Vil est parallele sur Vo4t alors on a les propriéids suivantes:

(i) la 1-forme distinguée f associde & x: est fermée,

(ii) les 2-formes de courbure supplémentaire satisfont & la relation (40).
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6. — Considérons la n-forme wvectorielle

(41) H,=«/[»dp,.. Ap&: ... B, E ¢ [[»
[ ——"

n

ol « /| », « /[ » signifie Popération combinée du produit extérieur (/1) des formes
et du produit extérieur (x) des vecteurs et

dpazai®gi*+“®g
est Délément lindaire associé a dz(p)[7]. En faisant usage de Papplication

(2-n)E—~E (aprés avoir préalablement orienté Pespace) et de (6), on déduit
aprés caleuls de (41)

(42) ANH, = {3, (UvE, + trace (I{,) & + (AVE) E} @ 7 -
Si nous supposons que le champ & est de divergence nulle sur Vit on a
(43) Len=d NG =dA\y=(div,8)7n=0,

o p=o'Aax*A .. A"
Dans ee cas nous définissons le vecteur normal

(44). H=7Y,(divg, + trace (Ij;)) &;

qui ne dépend pas du choix du repére {p, §4}, comme étant le vectour de cour-
bure moyenne associé & x:[7]. Si H =0, nous disons que Yinclusion @ est
minimale. Dans cette hypothése nous allons donner une interprétation liée &
la théorie des champs, pour le produit scalaire » défini par (38).

En premier lieu on trouve que Padjointe f* de f par rapport 4 Pélément

de volume n de V¢’ est exprimée par

(45) pr = {3 (=1 a NaB A e AN e Ao'F Ao

(le terme « chapauté » doit étre omis).
L’on a donc

(46) @ A\ B = (B, 2)n =0

et cette relation exprime qué les formes « et § sont orthogonales.
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Si nous posons

(47) p=3 (=1 a0 A e AGEA o Ao

on déduit compte tenu de (44)

(48) ANu=<H,X>yp+a A,

ol /7, ; est une certaine (n — 1)-forme.
Eu égard & (48) la différentation extérieure de f* donne

(49) ANB*=<H,X>n+puABAe.

Pour établir la formule que nous avons en vue, caleulons la divergence du
champ normal principal X; défini par (37). On a par définition et en vertu
de (48)

(50) Lxpgn = (div, Xp) 7 = ffxﬁw No+p A\ Lxgo.

Si nous supposons que Iinclusion «. est minimale (H = 0), on déduit & Paide
(48), (38), (23), (24) et compte tenu que X; est un champ horizontal pour
la structure S,

ok,
(51) Lxgn=yp N Lxge=yp A\ (Xs_1 (BN ) =wy.

Ainsi si H=0, on a

(62) div, Xg =» = (X;, X,,) .

Montrons que dans ce cas les opérateurs harmoniques A de « et f sont reliés
par une relation remarquable.

Le support V?;;‘ étant non compacte, on a la formule générale de G. DE
Ruam[11]

(B3)  AAN(@A@ABF—BA(dA @)+ da A f*— O A a¥)* =
' =da ) fF—AB A .

En remarquant que o*= y et puisque par hypothése d A yp= 0, il résulte que
la forme a est coférmée (do = 0). D’autre part

divy Xg=v =>df=—»p
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et en faisant usage de (53) il vient

(p4) 2dv Ap=AdaApAha—ABAp.
11 résulte de ci-dessus que si divy, X3 = const. on a

(641 Ax A B = AB N\ o* .
Nous formulonsg

Théoréme. Htant donnée une inclusion @r: Vz‘:;l >Vt soient o ef f

respectivement la 1-forme de la structure S induite par x- et la 1-yorme distin-
.c.h.

guée associée & m: et soient Xg et X, respectivement le champ normal et le champ

supplémentaire distingué associés ¢ w.. Alors
(i) o« et i sont orthogonales,
(i) si Pinclusion xr est minimale on a divaXs = {Xs, Xu) ,

(iil) si Dinclusion ®: est minimale et divyXs= const les opérateurs har-
moniques de o et f satisfont & Aw A\ f*=Af A\ o«*.

7. — Supposons n = 2p et considérons la 2-forme (2 de rang 2p
(65) Q=13 a;0.00 N\ o

ayant pour bivecteur fondamenial @, = a.ay.

Dans le cas d’une inclusion ®z: V{3* = V™" munissons Vit avec la strue-
ture presque cosymplectique locale (2, «) ayant pour champ de Reeb le vee-
teur £. De (31) on obtient pour la p-idme puissance extérieure de £

4 1
(66) A L= o G 2 e N
ol
1
(57) Ay, = 5 01 Go o Uap

est Pagrégat de Pfaff dordre 2p de L.
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Si nous posons
(58) p=ot Ao A A at?,

Pélément de volume 7 de Vi s'éerit

1
(89) =A== I

2p

?
ou L7 est Vopérateur L?: a —>a A (A Q).
Rappelons [4] quétant donnée une variété ¥ munie d’une structure presque
cosymplectique C(02, o, §), la parenthése de Lagrange pfaffienne l{w) d’une
1-forme we AXV) est définie par Papplication 1: AV) = S£(V), telle que

(60) o) Jo=0, Uo) 12 =E Jw)a—w.

8i fe AY(V) est une 1-forme quelcongue on a aussi la formule

-1

(61) (Ho) 2 0)a A (A Q) =po ABAZA (A Q).

En revenant au cas qui nous occupe soit Un) la parenthiése de LAGRANGE
piaffienne de la 1-forme = définie par (30). Sila forme distinguée f est fermée,
on déduit de (29) et de (43) (ot Pon remplace 0 par f)

In) 1B =0.
Mais puisque Pon a aussi %,,,f = 0, il résulte que si la forme f est fermée,
alors elle est un invariant intégral absolu du champ I(w).

La forme distinguée f étant semi-basique par rapport i la structure C, on
trouve en faisant usage de (60) et eu égard & (55)

(62) )= — 2 (—1)aya,...d4;...a,E,.

Le champ I(f) étant horizontal par rapport & C, on a

(63) Lygn = divylf)n=a A (UA I n) ={@AUB L v} A .

D’autre part, en faisant usage de Iopérateur I on obtient

B p—1 ﬂ 20-1 _
Up)d p=—20"0(A Q) Ao =—=— I»1p .
22 2p
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D’ott par différentiation extérieure et compte tenu que § est fermée, il vient

d‘AZp p2 ﬁ
Z} A (A 2) A

(63') aiv,,l(f;)n:_@__1)221_1{(1/\5_)_%/\

En supposant que la 3-forme d A Q — Q/p—1 A dd,,[4,,, n’est pas effective,
la formule (63’) montre que

div, [f) =0 <=d A Q = —— A e

=0
p—l A‘Za)

et nous formulons le

Théoréme. Htant donnde Vinclusion wy: Vit Vnril soit O(2, «) la
structure presque cosymplectique locale telle que la 1-forme o de C soit la forme
spatiale de S, induite par @x et le bivecteur fondamenial de Q soit défini par
les composantes duw champ distingué Xg.

7 et A,, ftant respectivement la forme associée de B et Vagrégat de Pfaff
@ordre 2p de Q, si B est formée ot o est confermée on a les propriélés suivantes:

(i) B est un invariant intégral absolu de la parentheése de Lagrange
pfaffienne U(x) de w par rapport a4 C;

(ii) la condition nécessaire et suffisante pour que la parenthése de La-
grange pfaffienne ) de f soit incompressible sur Vf:;; 1 est que Q soit conforme
& une forme fermée avee dd,,|A,, comme vecteur de courbure de Lee.
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Résumé.

Etamt donné un espace pseudo-riemannien V™l de signature (n, n 4 1) on peut le
munir aver une siructure paracohermitienne [1} Sp,y dont la 1-forme associde
&€ A+ (Vi) est un covecteur spatial. Par mpport & Spon la mérique de Vmmil
est égale o ZF— (@2 on %= 22,- @E&¥, G=1,..,n, *=14i4n est une forme
quadratique parahermitienne [2].

Une wariélé isotrope V@ incluse dans V"1 est dite de c-index = 0, si le défaut
d de Ve (si le rang de la mairice jacobienne de Uinclusion w: Vi— Vm+1 est 7, alors d =
= q—1) est égal & la codimension de V9 Dans cet ouvrage on étudie les inclusions

@: Vgt Vil des variétés Vih' de c-index = 0 et dont le défaut est egal & Vindex de
la variété pseudo-riemannienne dans laquelle elles sont incluses.

8i Dy, est la droite verticale de la structure Sy, et 8i ¢ p(VEE) et £p(VEdt) sont respec-
tivement l’espace tangent et Vespace totalement normal en chagque point p & Vet on a

(Vi) = Fp(ViH) @ Dp.

(1)
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