Riv. Mat. Univ. Parma (3) 3 (1674), 367-373

BraxcA MANFREDI (%)

Su le funzioni asperiodiche in + oo. (II) (*%)

Ad AnToNio MAMBRIANI per il suo 75° compleanno

i. = Introduzione.

Riprendo a considerare (cfr.[3], p. 281) la classe K, di tutte e sole le
funzioni, di una variabile reale ¢, definite in intorni di + oo, ed ivi reali, uni-
voche, limitate e continue.

Richiamo da [3] (p. 300) la seguente (')

Definizione. Una funzione y(t) di K, si dice asperiodica nel continuo
in 4 oo, di asperiodo v (>0), se si ha

(1) lim [y(t+ mz) —y(t)] = 0 uniformemente rispeito ad m (m =1, 2, )
t—>}c0

In questo lavoro mi propongo di provare il seguente

Teorema. Affinché una funzione y(t) della classe K, sia «asperiodica
nel continuo in —+ oo, di asperiodo T (> 0)» & necessario ¢ sufficiente che valga
la seguente coppia di condizioni:

(2), 9@ é uniformemente continua

(2) :
(2),  Um[y(t+7)—y#H)]=0.
. >4

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universit, 43100 Parma, Italia.
(**) Lavoro eseguito con il contributo del C.N.R. nell’ambito del G.N.F.M. - Rice-
vuto: 6-X-1976.
() In [3] (pp. 303, 304) sono stati introdotti anche i concetti di « asperiodicitd
nel disereto in 4 con e di « asperiodicitd libere ¢ a passo iterato in - oo », le cui appli-
cazioni intendo mostrare in un altro lavoro.
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Mi sembra, che, in generale, la prova di validitd delle condizioni (2) si pre-
senti piu facile della prova di validitad della condizione (1). In cid sta linteresse
del Teorema, quando si desideri ricercare moti periodici in Meccanica non
lineare. Ad esempio, un problema meccanico retto da un’equazione differen-
ziale crdinaria, non lineare, di ordine n>>2, del tipo esaminato in [4].5, con
termine forzante pericdico di periodo = (> 0), presenta oscillazioni periodiche
quando le precedenti condizioni (2) sono soddisfatte da una soluzione di tale
equazione differenziale.

La dimostrazione del Teorema poggia su tre Proprietd (cfr. n. 2) che con-
seguono da teoremi provati in [3] e [4], quando nella classe K 1 €1 81 limiti
a considerare la sottoclasse delle funzioni nniformemente continue (quali sono
le soluzioni dei sistemi dinamici che intendo studiare).

2. - Proprietd preliminari.

2.1. - Proprieta 1. Una funzione y(t), di K., se verifica la (1), ossia
se ¢ asperiodica nel continuo in + oo, di asperiodo T (> 0), ¢ anche uniforme-
mente continuda.

N

Dimostrazione. Poiché I'ipotesi fatta su y(f) non & altro che l'affer-
mazione () del Teorema 4 di[3] (p. 284), in virth dell’affermazione (p) di
questo Teorema 4, esisterd una funzione Y(f;7) periodica di periodo 7 tale
che y(t) sia aseguale nel continuo in + co alla, Y(f; 7), vale a dire

lim[y(1)— Y (4 7)] =0,

ossia: preso ad arbitrio un &> 0, esista un 4. tale che

(3) ly(t)— X5 7) | <e (t>1) .

Inoltre, poiché ¥ (f; 7) appartiene alla classe K 4o (cfr. Paffermazione 1 del
Teorema 5 di [3] (p. 284)), questa ¥ (¢; 7) & continua per ognite (— oo... -+ o),
anzi (a motivo della sua periodicitd) & uniformemente continua in (— c0u. + o0);
abbiamo cioé che, in corrispondenza al precedente &, esisterd un d; (> 0) per
il quale
(4) Y@ 0)— Y5 1) | <e (1, ¢ <ée) .

Essendo, poi,

ly(@) —y(") |= gt — T 0} — @) — Y5 o)} + {Y@; 7)— X 7)}|

<ly)— Y5 2) |+ |y ) — X5 ) |+ X5 7)— X5 1),
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da (3) e (4) segue

[y — y(") | < 3e (#, ¢ >te; |t'—1"|< ),
e cid prova Puniforme continuitd di y(?).

2.2. — Proprietd 2. Si abbia una funzione y(t) di K. € st consideri
la sua funzione y(t) « passo T (> 0) iterato, cioé la funzione delle due variabili
tey v=0,1,2,..) data da (%)

(5) y(t + v7) r=0,1,2,..).

Allora: 1) (Teorema 2 di [3]) ZLa successione (5), se converge per
lo<t<ty+ T (t,>— o), converge anche per ogni t>— oo 6, Posto

(6) limy(¢+v7) = Y(t; 7) (t>—o0),

y—>rp

si ha che Y(t; 1) ¢ limitata e periodica di periodo T.

2) Se la precedente y(t) olire ad apparienere a K, ¢ anche uniformemente
continua, dalla convergenza della successione (5) per ty<t<t, + T segue Puniforme
convergenza di (3) nell’intervallo illimitato t>1, e, guindi, DUasperiodicitd nel con-
tinuo in - oo, di asperiodo T, della data funzione y(f).

Dimostrazione. La proposizione 1) & stata ottenuta in [3] (pp. 283, 291
e 305). Per provare la proposizione 2) osservo dapprima che le infinite fun-
zioni della successione (5) definite per ¢>%, (f>~— oo) sono equilimitate
in virtd dell’appartenenza di y(t) & K,.; inoltre, poiché qui si suppone I'uni-
forme continuitdy di y(#), le suddette funzioni sono equicontinue per >%.
Allora, poiché Dipotesi di convergenza della successione (B) per h<t<thy + 7
implica la convergenza della stessa successione per t>— oo (efr. proposi-
zione 1)), questa convergenza risulta uniforme in ogni intervallo limitato
(cfr. [5], pp. 99 e 100). Ne segue che, per ogni ¢> 0, esiste un 7. (indipen-
dente da t) tale che (cfr. (6))

(7) ly@+v7)— X 0) [ <e (fo<t <ty + T3> 7).

Draltra parte, preso un qualunque t'>t,+7 e detto m Pintero positivo per
cui: ¥ =1t -+ mt, con t,<t<i,+ 7, in conseguenza della periodicitd di ¥ (¢; v)

(?) La successione (5) & stata chiamata in [4]; la «progressione di aritmeticitd di
generatrice »{(t) e di ragione 7».

24
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(efr. proposizione 1)) si ha

Yy’ +v71)— Y@ 1) =yt + (v +m)7) — X(t; 1) .
Pertanto, valendo (7), in corrispondenza ai precedenti numeri ¢ e Pe, SATH pure
(8) Yt +r1)— X5 0| <e  (Usty+T59>7).

Dalle (7) e (8) si deduce 'uniforme convergenza della successione (B) per t>1,.
Infine, poiché questa conclusione di uniforme convergenza di () nell’intervallo
illimitato ¢>1%, non & altro che Paffermazione («) del Teorema 4 di [3] (p. 284),
in virth dell’affermazione (8) dello stesso teorema, risulta che la data funzione
y(¢) & asperiodica nel continuo in -+ oo, di asperiodo 7.

2.3. - Proprietd 3. §i abbia una funzione y(t) di K ey € UN MUME-
ro T> 0. La relagione limite nel continuo data da

(2): Um[y(t+ ) —y(@)] =0

i O

¢ equivalente alla seguénte relazione limite nel discreto (essendo v=0,1,2, ...
¢ ly>— co)

)] Lm [y(t+ (v + 1)) — y(¢+ v7)] = 0, uniformemente per t>1, .

p—>4. 02

Dimostrazione (°). 1) 8i ha: (2), =>(9). Invero, la (2), afferma che,
per ogni ¢ > 0, esiste un ¢, tale che sia

!

(2)s lyE+7)—y@) | <e (t> 1),
da cui, eambiando ¢ in t-+97 (»=0,1,2,..),

(2), ly(t+ @+ 1)) —yit+rr)|<e t>t—vr;7=0,1,2,..).
Osservando ora che #:— 7 —— oo quando » - -+ oo, da (2)'2' segue: fissato un

qualunque %,>— oo, in corrispondenza al precedente &, esiste un intero posi-

(®) Questa Dim. & analoga a quella seguita per provare la « Proprietd di equiva-
lenza» di[3] (pp. 302 e 303).



[5] 8U LE FUNZIONI ASPERIODICHE IN oo - (II) 371
tivo 7, (indipendente da ?) tale che
(10) ly(t+ @ +1)7) =yt +r7)|<e (t>1o; ¥ > 7o)

cioé proprio quanto afferma la (9).
2) 8i ha: (9) =(2),. Invero, la (9) equivale alla (10); ora, posto
V=1t -4v7, la (10) diventa

(10)’ g+ — g <e (> tobrTsv>Ta),

ed anche, se fissiamo per » il valore particolare .. + 1 e se poniamo t; = f, -
+ (Fes, 1),

ly@ +7)—y(t') | <e t>1).

Questa relazione non é altro che la (2);, cioe la (2), da ottenere.

3. ~ Dimostrazione del teorema.

3.1. — Le condizioni (2) sono necessarie. Invero, la (2), segue dalla Pro-
rietd 1, e la (2), coincide con la (1) per m =1.

3.2. — Le condizioni (2) sono sufficienti. Invero, valendo (2);, posso appli-
care il Teorema 4 di [4] (p. 154) e concludere Pesistenza di una funzione Altts —o
che & una accumulazione della successione (5) in ogni intervallo limitato (*).

Sia allora

Yt + v:7) (B=0,1,2, ;11 <<% ...)
la sottosuccessione, della (5), completa per A(f) (®) e tale che

(11) lm y(t -+ 2,7) = Alf) (to<t<to + 27) .

k>t

(4) Simile funzione A(f) & stata chiamata in [4], una «transaccumulazione » della
successione (5).

() Secondo la definizione data in [4], (p. 152) una sottosuccessione di (5) & com-
pleta per A(t) quando sopprimendo in (5) le funzioni della sottosuccessione, si ottiene
wna successione che non ha A(f) per accumulazione.

Si osserva che due sottosuccessioni di (5), la prima completa per A(t) e convergente
a A(t), la seconda soltanto convergente a 2(t) sono cosi legate: i termini della seconda
sottosuccessione con indiei abbastanza grandi appartengono tutti alla prima sottosuc-
cessione.
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Da (11), cambiando ¢ in t -7, segue che esiste lim y(t+ (n+1)7) per fy<t<
E~>d-o
<1+ 7. Inoltre, poiché vale (2), e quindi la (9), sara

(12) Hm y(t 4+ (v + 1)7) = A(t) (fo<t<ty+ 7).
k—rf-00
Ragiono ora come in [4]; (p. 156): essendo {y(t -+ v, 7)} una sottosuccessione
completa per A(?), da (11) e (12) segue (efr. annotazione (®)) DYesistenza di un
intero positivo k* (abbastanza grande) tale che i numeri

(13) Vye +1 s Viegs +1 ’ Vroya +1 ’

figuranti in (12), appartengono tutti alla successione crescente Vo s Vyopy s
Viores -3 Drecisamente risulta

Vi "I- 1= Viwgay Vrega + 1= Visgo s Vispo + 1= Vreysy eey

onde gli interi (13) formano la successione erescente di tutti i numeri naturali
> Vise

Allora, la (12) si pud secrivere nella forma,
(12)’ Hmy(t + (et s)7) = A(t) (to<t<ty + 1),

8> 8™

e questa relazione assicura che la successione (5) converge per <t <<t,-4 7:
in virtd della Proprietd 2, la data funzione y(t) risulta quindi asperiodica nel
continuo in - oo, di asperiodo 7.

Il Teorema ¢é cosi concluso.
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Summary.

On the ground of the « continuus asperiodicity in -+ co», notion introduced in {31, we
prove that a function y(t) (veal, bounded and continuous in a - oo neighbourhood) is con-
tinuous asperiodical in - co, of asperiod T(> 0) if, and only if, y(t) is uniformly contin-

wous and the following condition lim [y(t 4+ 7)—y(t)]= 0 holds.
=t

Mi torna particolarmente caro che spetti a me, ollieva del prof. Antonio
Mambriani, maestro di sciensa e di profonda umaenite, Vonore di chiudere

questo volume della Rivista da lui voluta e con tanto sapicnte amore realizzata.

Bianca MANFREDI



	1974-3-367.pdf
	doc20160204102308

