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MARIO SERVI (%)

Su alcuni funtori che conservano le SH. (*%)

Ad ANTONIO MAMBRIANI per il suo 75° compleanno
p I

Premessa.

Nel presente lavoro si presuppone la lettura di[3], del quale per lo pitisi
conservano le notazioni. Nel n, 8 di [5] si & dimostrato che se H ¢ una SHed 4
una struttura (in X), allora H ¢ vera in 4 se e s0lo se essa & vera uniformemente
nelle K[X, 4] (X e IKI), con la struttura indotta. Qui ci proponiamo di gene-
ralizzare tale risultato (*). Piu esattamente, sia C una categoria con prodotti
finiti tale che, detto 1 un suo oggetto finale, il funtore standard C[1,—] sia
pieno e fedele; sia D una categoria gualunque e sia G: D°?X D —C un fun-
tore tale che C[1, G(—, —)] ~ D[—, —]. Se H & una SH ed 4 un oggetto di D
dotato di .#-struttura, allora H & vera in 4 se e solo se ¢ vera uniformemente
nelle G(X, 4), (X eID[), dove G(X, A) ha la struttura «indotta » da quella
su A.

Quando C sia cartesianamente chiusa, sempre sotto l'ipotesi che C[1, —]
sia pieno e fedele, si ottiene come caso particolare che H & vera in A (con
una data struttura) se e solo se & vera uniformemente nelle A* (con la strut-
tura indotta). La conservazione delle SH per potenze, risultato che generalizza
alle strutture relazionali quello che per le algebre-si pud trovare ad es. in [2],
si pud ottenere, sotto ipotesi pit deboli, anche come corollario del teorema
secondo cui la veritd delle SH & conservata dai funtori che posseggono aggiunto
ginistro.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Parma, Italia.
(**) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del G.N.S.A.G.A.. —
Ricevuto: 14-1-1974.
(1) Cfr. anche [1], in cui si affrontano questioni analoghe, ma sotto ipotesi diverse.

s
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1. - Un utile teorema generale.

Il seguente teorema & spesso utile quando si tratta la conservazione della
veritd delle SH.

Teorema 1. Siano o =<4, D) ¢ B={(B,¥) due L-strutture (anche in
categorie diverse); sia date una funzione che, a ciascuna interpretazione % asso-
ciata ad 7, faccia corrispondere una interpretazione B associota a &, e sia data
inoltre una funzione che a ciascun morfismo g: ¥ =B faccia corrispondere un
morfismo G: ¥ — An, soddisfacenti la seguente condizione: per ogni SH atomica
Hy di rango n, per ogni o7* ed ogni g: ¥ — B* si ha:

(1) == Hyg] se e solo se 135:, Hylg] .
Allora ogni SH vera in <7 ¢ vera anche in .

Dimostrazione. Sia H,A...AH,—H, una SHE di rango # vera in 7.
Bsiste allora un’interpretazione .7* associata ad 7 tale che

@) =H\. . \H, —H, .

Si consideri ' (che per ipotesi & associata a %) e dimostriamo che = H.A
A AH »— H,. Sia infatti g: ¥ — B» tale che 5= HiA... AH+{g], ciod 1% Hlgl,
per ogni i=1,...,7. Per (1) si ha allora = H N GAHJG], dove G: ¥ — A"
= Holgl, quindi !33:, Hyg], per la (1). Il teorema resta

cosl dimostrato per le SHE. Sia ora H vera in «7; esiste allora una «7* in cui
é vera la H, e quindi tutte le SHE delle quali H & congiunzione. Queste, per
quanto visto sopra, sono vere in &', percid anche H & vera in &' e quindi in £.

dalla (2) segue allora !

2. - Funtori che ammettono un aggiunto sinistro.

Siano €, D due categorie con prodotti finiti, @: C—D un funtore che
conserva i prodotti finiti e i monomorfismi. Se 4 €|C/|, sia «,: G(4™) — G(A)™
Pisomorfismo canonico, definito da

&0y = G(é‘i) ’

e sia f,, l'isomorfismo inverso. Per ogni #-struttura in C, o = {4, D>, resta
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allora indotta su G(4) una F-struttura G(F)= (G(4), D,> come segue. Se
R, Py Am rappresenta Pinterpretazione @(P) di un predicato m-ario P, allora
@,(P) sard rappresentata da

o G1,): G(R,) > G(A™) = G(A)™ (2) .

Analogamente, se &%= {4, @*> & una L-interpretazione in C, si ha una
Z-interpretazione (in D), G(s£*) = (G(4), D> indotta su G(4) interpretando
i predicati come sopra e i simboli funzionali in modo ovvio: se 4" 2 A &
linterpretazione @*(f) del simbolo funzionale f, allora @,(f) sard data da:

G(w)fn: G(A)" — G(A™) — G(4) .
Con queste notazioni, vale ovviamente la seguente

Proposizione 1. Se &% é un’interpretazione associate ad <7, allora la
interpretazione G(&7*) é associata a G(oF).

Osservazione. Ovviamente, per svolgere le precedenti considerazioni,
Tipotesi che G conservi i monomorfismi & ridondante: & sufficiente che G con-
servi quei monomorfismi che rappresentano le interpretazioni dei predicati.

Lemma 1. Sia t un termine n-ario. Allora
(3) D% (1) = HD*(t)) i -
Dimostrazione. Per induzione sulla costruzione dei termini.

Lemma 2. Siano G, @': C— D due funtori che conservano prodotit finiti
e monomorfismi e sia p: G- G' una trasformazione naturale. Data una Z-strut-
tura (L-interpretazione) & = {4, D), si ha y,: A(Z)—>G' (), cioé y, é un
omomorfismo di strutiure (interpretazions).

Dimostrazione. Sia R > 4= Dinterpretazione in 7 del generico pre-
dicato P. Essendo y una trasformazione naturale, & commutativo il diagramma

G(R) G —G(a™) Xom =G (a)™
'y Epn £,
G'(R) G’ () = G'(A™) Xn = G'(A)T"

() B ovvic che @,(P) non dipende dal rappresentante scelto per ®(P).
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donde p, & compatibile con P. Analoga dimostrazione vale per la compatibi-
litd coi simboli funzionali.

Lemma 3. Siano C, D categoric con prodotti finiti, G: C — D un jun-
tore pieno ¢ fedele che conservi i prodotti finiti ¢ i monomorfismi. Sia of =
=<4, &) una PL-struttura ed H una SH tale che l H Allora ==H.

Dimostrazione (3). Sia G(w)* un’interpretazione associata a G(s7); mo-
striamo che ne esiste una, 7%, associata ad <7, tale che G(&)* = &%), Sia
w: G(4)" — G(4) Vinterpretazione in G(.«7)* di un simbolo funzionale n-ario, f.
Allora wor,: G(4)" - G(A), e poiché G & pieno (e fedele) esiste uno (ed un solo)
morfismo w’: 4*— A tale che G(o')= wx,. La funzione f~> o' fornisce 'in-
terpretazione voluta «7*. Sia ora g: ¥— 4", Allora G{(g): G(X) — G(4"), quindi
anG(g): G(Y) —G(A)". Per il Teorema 1, sard ora sufficiente provare che

( e = Hy[o, G(g)] se e solo se I = Holg], per ogni H, che sia atomica. Suppo-

niamo che H, sia P(t,, ..., ,,,), dl rango n. Da {D*(¢,), ..., D*(tn)}g <u, segue
subito {@;(1,), ..., Pytn)}an g) <o G(u,). Viceversa, sia ad esempio
(4) {Bit), ., Piltm)}otn Gl9) = et Glat,) @

.con : G(Y) — G(E,). Poiché @ & pieno, esiste un y: ¥ — R, tale che = G(y).
La (4) diviene allora:

G{DH(), .., PH(n)rg) = Hu,y),
e lasserto segue dalla fedeltd di G.

Passiamo ora a considerare il caso che & possegga un agglunto sinistro F.
Sia dunque F— G o siano

n: FG — Id, ed g: Id, - GF
le unita dell’a,orglunzwne Se g: Y - G(4)~, a,llora, Bng: ¥ = G(4"), quindi
N F(B.9): F(Y) - A». Posto

g': 7]4”1{1(‘8119) ’
si ha:

Lemma 4. Sia Hy= P(t,, ..., t,) wne SH atomica di rango n e sia g: ¥ —
- G(4)". Allora l = Ho[g] se ¢ solo se |==== — Hyfg].

(*) Cfr. anche [1].
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Dimostrazione. Sia l;‘(wﬁ:,) H,[g], diciamo

(4) {@;(tl)’ e Qj;(tm)}g = ot G(%,) Y
con y: Y —G(R,). Dalla (3), usando ancora che & conserva i prodotti, ne
segue FG({D*(,), ..., D*(t.)}) F(Bng) = FG(u,) F(y); infine, essendo 7 una tra-
sformagzione naturale, si ha:
{D*(ty), ..., DH(tn)}§ = {@*(tl)y eeey D¥(n)} 1,7 B(B.g) =
= UA"'FG({(D*(tl), s @*(tm)}) F(ﬁng) =

= 0 FG{uy) B(y) = 2,77, P(y) <y

dunque

(8) = H,[7] .

Viceversa, valga la (5), e sia : I'(¥)~ R, tale che
(D), ..y PH(}T = Up -

Osserviamo anzitutto che G(n,s) GF(B,g)e, = fa g, ¢i0d G(J)e, = fa g, come
si prova tenendo conto delle proprietd di 7, & o, f». La (6) fornisce allora:

(D), oo, Poltn)}g = {G(D*(1)); ..y G(P*(tn))} Bug =
== OCmG({@*(tl)a seey @"‘(tm)}) GG e, =
= o, G({D*(); ) DF(En)}F) & = 0n G(Up ) 8y <otm G(1)
Tl Lemms 3 resta cosl dimostrato. Dal Teorema 1, segue ora banalmente:
Teorema 2. WSia G:C—D un funtore che possiede aggiunto sinistro, sia
oA = (A, D) una L-struttura in C, e sia () la struttura indotta. Allora ogni
SH vera in £ & vera anche in G().
3. - Struiture isomorfe. Equivalenze naturali.

Siano o = (4, >, B#= (B, ¥) due L-strutture in C. Come in [5], (cfr.
n. 6) indichiamo con C(%) la categoria delle Z-strutture in C e degli omo-
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morfismi, e con Cy(Z) quella delle Z-strutture e degli omomorfismi forti
Con tali notazioni & facile allora provare la seguente

Proposizione 2. Sia ¢: 4 —B. Sono equivalenti le seguenti tre condi-
zioni:
1) @ ¢ invertibile in C(Z), cioé g € C(Z) ed Ty € C(P) tale che P==qgL
2) ¢ ¢ invertibile in C e appartiene a C,(ZL).
3) @ & invertibile in C ed esiste una famiglia (@,: By—>8,)pep @i isomor-
fisme di C tale che per ogni P e 2(n) sia commutativo il diagramma

72
n
lspp lcp
¥
Sp >- P o B™

dove [u,: B, — A= D(P) ¢ [v,: S, — B"1=(P).
Definizione. Scriveremo ¢: o/ =5 & se ¢ soddisfa le condizioni della
Proposizione 2; in tal caso diremo che ¢ & un isomorfismo di P-strutture.

Diremo che &7 ¢ isomorfa a B (o ~ B) se esiste un ¢ tale che ¢: o ~5 Z.

Lemma 5. Siano o7, # due L-strutture (in C), con o7 ~ B, ¢ sia H
una qualunque SH. Allora Ifﬂ se ¢ solo se == H.

Dimostrazione. B8ia o/ ={4, @), #=(B, V>, ¢: & =5 B. Definiamo
G: |C|—|C|come segue:

)= X, se X == 4
HA4)=B.

Per ogni X e |C|, definiamo ora un isomorfismo Py: X =5 G(X) come segue:
Pe=1., se X4,

Yi=Q-
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2 ovvio che possiamo estendere G a un funtore G: C—C, definendo G(f)=
=, fy;, se f: X—> Y. Con tale definizione risulta y:Idc =» G. Ne segue
che @ & un’equivalenza, e, tenuto conto della simmetria delle ipotesi, Pas-
serto segue dal Teorema 2, verificando che &= G(&).

Corollario. Siano F,F': C— D due funtori che conservamo t prodotii
finiti ¢ monomorfismi e sia n: F - Zo F' un isomorfismo naturale. Sie &/ =
= (4, D) una L-struttura (in C), siano F(L) ed F'(Z) le strutbure indotte
(in D) ¢ sia H una SH. Allora ! H se ¢ solo se =—=H

Foby Pty T

Dimostrazione. Per il Lemma 5 sary sufficiente mostrare che F(&f/)~
~ F'(s/), ma dal Lemma 2 segue appunto #,: I(&) = F'(sf).

Teorema 3. Sia G: C—>D un'equivalenza, o una L-struttura in C e
sta H una SH. Allora lz——H se ¢ solo se Iﬁ H.

Dimostrazione. Sia F: D — C un’equivalenza associata a G. Allora
F~ G e @ F. Per il Teorema 2, da == H segue ]m::k—“)_ H. Viceversa, sia

H; per il Teorema 2, & = H. Ma FG ~ Id¢, quindi lfH per il

[u(.f'b
corollario precedente.

Osservazione. Ovviamente, la seconda parte del Teorema 3 segue
anche dal Lemma 3.

Definizione. Siano &7, # due Z-strutture (anche in categorie diverse).
Diremo che & ¢ & sono SH-equivalenti se ogni SH vera in o/ & vera anche
in & e viceversa.

Osservazione. Si noti che la definizione (cosi come il-concetto stesso
di «veritd di una SH ») dipende dalle categorie cui appartengono =7 e .

Corollario 1. Se &/, & sono isomorfe, sono anche SH-equivalenti.

Corollario 2. Se G:C—D & un’equivalenza ed </ una ZL-struttura
in C, allora o/ & SH-equivalente a G(<Z).

Se o & una .Z-struttura nella categoria & degli insiemi, allora & ~
~ (1, o], quindi &7 ed F[1, ] sono SH-equivalenti. In generale, tale affer-
mazione perde di senso. Tenendo perd presente il teorema 2 di [5], per il
Lemma 3 possiamo enunciare il
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Corollario 3. & ¢ C[1, &Z] sono SH-equivalenti se 1 ¢ un generatore
di C ¢ per ogni F: C[1, X]—C[1, Y] esiste un f: X — Y tale che F = Cl, 11

Corollario 4. Supponsamo C cartesianamente chiusa e per ogni F-strut-
tura of = {4, @) indichiamo con 7% la struttura su A® indotta. Sia H wna SH.
Allore

(T) IfH
se¢ ¢ solo se
(8) per ogni B e [C|, I?H.

Dimostrazione. Il funtore @: € —C definito da G(#)= ” soddisfa le
ipotesi del Teorema 2, quindi la (7) implica la (8). Viceversa, se vale la (8)
allora H & vera in &/'; ma /'~ .7, quindi H & vera in 7.

Corollario 5. Sia G:C-—>D un funtore pieno e fedele, sia D' la sotto-
categoria piena di D generata dall’immagine di G. Allora ITH (in G) se e solo

se lﬁﬂ (in D).

Dimostrazione. @ & un’equivalenza fra C e D'.

4. - Strutture su un funtore. Famiglie uniformi & interpretazioni.
Sia D una categoria con prodotti finiti, C una categoria arbitraria. Allora
anche D¢ possiede i prodotti finiti, formati puntualmente. Pit esplicitamente,

supponiamo, come al solito (%), di aver scelto in D i prodotti; possiamo allora
eseguire una scelta « puntuale» in D€ come segue:

(FX@)(X)= F(X)XG(X),
(9) (FX &) = F(HyxE6(f), (Xel|C|; F,Ge|D|; feMor C).

<, 6 o KFD), @)
gi (X)) = & y

(*) Per il simbolismo, si veda [4].
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Osservazione. Sia X €|C|. Indichiamo con X' il « funtore valutazione
in X », definito da

X'(F) = F(X),
(GG F:C—D; o: F—@G).
X'(p) = @y,

Le (9) implicano allora che il funtore X’ counservi i prodotti finiti.

Sia o/: C— D(%) un funtore che associa a ciascun X € |C|una Z-strut-
tura, o7, (in D) e a ciascun morfismo f: X — Y un omomorfismo di Z-strut-
ture &f,: oy —>s7,. Con queste notazioni diremo che la famiglia (y)reic) ®
una famiglic C-uniforme di Z-struttwre (in D). Sia data ora, per ciascuna
struttura «7, della famiglia uniforme, una interpretazione s/, ad essa asso-
ciata. Diremo che la famiglia (s7}) seje; & una famiglia wniforme di interpre-
tazioni associata alla famiglia (/y)cqic, S€ Der ogni morfismo ;1 X—>Yin C,
Ayt of y— o/, & un omomorfismo di P-interpretazioni. In altri termini, una
famiglia uniforme di interpretazioni ¢ un funtore o7*: C—D(Z) ed essa &
associata ad &/ se & commutativo il diagramma

A
C = D ()

A | u*
D (%)

dove U* & il dimenticante.

Definizione. Sia ()¢ una famiglia C-uniforme di Z-strutture in D
e sia H una SH di %. Diremo che H & uniformemente vera in (&x)zeic;s ©
seriveremo
xeC

IJ{E}r

se esiste una famiglia uniforme di interpretazioni associata ad (o) s ¢, nelle
quali H sia vera.

Sia F: C—D e sia & una Z-struttura (in D€) su F. Diremo che essa &
monopuntuale se per ogni predicato m-ario P, la sua interpretazione ¢: G »> I'™
& monopuntuale, ciod ¢, & un monomorfismo per ogni X € |C|.
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Osservazione. Con le notazioni dell’osservazione precedente, dire che
& ha una struttura monopuntuale, equivale a dire che, per ogni X, il fun-
tore valutazione X’ conserva i monomorfismi che definiscono le interpreta-
zioni dei predicati.

Se & & una Z-struttura monopuntuale su ¥, per ogni X e |C ], in virth
delle osservazioni precedenti, X'(&) ha una ZL-struttura, cioé X'(F) e |D(2)|,
diciamo X'(&F)= (F(X), ®,>. Se poi X L, Y, f' (definito in analogia con X')
e una trasformazione naturale fra X’ ed ¥', percid fr: X(F) — Y'(F). Defi-
niamo allora «7: C— D(%) come segue:

A(X)= X'(F),
ALf) =f,.

A partire da F si & ottenuta cosi una famiglia C-uniforme di strutture &,
tale che Uo/=F, dove U: D(%)— D & il dimenticante. Analogamente, se
F* & una P-interpretazione associata ad F ; allora &7*: C — D(.#*), definito
puntualmente, ¢ una famiglia uniforme di interpretazioni associata ad 7.

Viceversa, mostriamo che questa & I'unica via per ottenere famiglie uni-
formi di strutture e di interpretazioni. Sia infatti «7: C — D(%Z) una famiglia
uniforme di strutture. Detto U: D(%)->D il dimenticante, poniamo I =
= U o o/. Mostriamo che esiste una ed una sola struttura monopuntuale F
su F tale che la famiglia uniforme ad essa associata sia 7. Preso X e|C],
&y & per ipotesi una L-struttura, diciamo A =LAy, P>. Allora F(X)=
=A4,. Se Pe Q(m), supponiamo che D _(P) sia rappresentata da R, — AT
Dall’ipotesi che &7 sia uniforme, segue che per ogni morfismo [ X=Y, F(f)=
= U(sfy): A;—~ A, & un omomorfismo di Z-strutture; esiste ciod un (unico)
morfismo g,: By — R, tale che sia commutativo il diagramma

X o ,m
Ry >— — Ay
(10) lg{' F@E™F™)
u
R,> b4 - Ay

Definendo G(X)= R, e G(f)= g,, si verifica facilmente che G: C — D, mentre
la (10) prova che u: G —F= & una trasformazione naturale. Consideriamo
allora G > F™ come D’interpretazione in & di P; essa & ovviamente mono-
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puntuale, essendo u, un monomorfismo per ogni X. Considerazioni analoghe
valgono per le interpretazioni. Possiamo dunque riassumere nella

Proposizione 3. (¢ corrispondenza biunivoca fra le ZL-strufture (inter-
pretaziont) su I C— D e le famiglie uniformi di strutture (interpretaziont) <7
tali che U o of = F. Inolire una interpretazione O* su F é associate ad uwna strut-
tura @ su I se e solo se per le corrispondenti famiglie uniformi 7% ed o7 si ha
& == U* o of*,

5. - 11 bifuntore @.

Il presente paragrafo ¢ dedicato ad una generalizzazione dei risultati con-
tenuti nel n. 8 di[5].

In tutto il paragrafo supporremo D arbitraria, C con prodotti finiti e sod-
disfacente la seguente ipotesi

(6) ht= C[1,—] ¢ pieno e fedele,
dove 1 & un oggetto finale di €. Osserviamo che dalla (C) segue
(€ Se C[1, B] = @, allora I ¢ iniziale .

Indicheremo inoltre con

G: D?xD —~C

un bifuntore tale che
(11) ht o G ~ Morp

e sia
¢—,—: D[, —] ~ C[17 G, —)]

un isomorfismo naturale.

Un esempio notevole di bifuntore soddisfacente la (11) & Mor,, dove C &
la categoria & degli insiemi. Un altro esempio si ha se D & cartesianamente
chiusa, C= D soddisfa la (C) e @(z, y) = y". La condizione (11) & soddisfatta
in virtt dell’aggiunzione

1— AP
Bxl1— A
essendo BX1 ~ B.
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. -~ O . . . .
Indicheremo con @: D > CP°" il monofuntore associato a @ nell’aggiunzione
dell’esponenziale. Pili esplicitamente, valga la

(12) G(a)(y) = Gy, ») (@ y e D).
Nel primo dei due esempi citati, @ risulta Pimmersione di YONEDA.
Teorema 4. Il funtore G & pieno.

Dimostrazione. Sia ¢: @(D)-&@‘(D’), con D, D' e|D|. Allora
9, (D, D) - G(D, D). Poiché @, ,: DD, D} — C[1, G(D, D)],
posto g,= P, (1,), si ha ¢,:1—G(D, D) e quindi ¢,0,: 1 —G(D, D'). Posto
f= @, (p,0,), si avra f: D—D’'; Passerto sard provato, se dimostriamo che
@ = G(f), ciod @y = G(X, f). Poiché h' & fedele, bastera dimostrare che M p,)=
W(&(X, 1)), ciod

(13) Cl1, ¢, ] = C[1, (X, f)] (Xe|D]).

Si osservi che, essendo @ una trasformazione naturale, & commutativo il dia-
gramma

]
D [x, 2D = C [1, 6(x, D)

lD@c, g C[1, ¢x, £

QX,D' o '
D x, ] = C [1, G(x, )]

Essendo @, , e @, . biiezioni, la (13) equivale allora a provare che & com-
mutativo il diagramma

®
D [x, o —=D =~ C [1, 6(x, D]

D [, £ | Ch %]

D [, o] XD = C [1, G(x, DJ
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e cioé la

(14) Py Do ple) = Dy i(for) (01 X D).

Ora, la ¢ & una trasformazione naturale, quindi ¢, G(e, D)=G(«, D')p,, da cui
B (@y) o WG (2, D)) o D, , = B G(ety D)) o X (p,) o Py )

e quindi

(15) W @y) o Dy , o Do, D] = h*(Ge, D)) ohM@,) o D, ,

giacehe @ & naturale. Applicando ambo i membri della (15) ad 1,, si ottiene
appunto la (14).

Teorema 5. G & fedele.

Dimostrazione. Siano f,g: D - D' tali che G*(f) =(A¥(g). Per ogni
X e|D| si avra allora G(X, f)= G(X, ¢), da cui

ClL, KX, N o Py, = Cl1, G, 9)]  Py,p

¢ quindi
(16) Dy pr o DX, fl= Dy ;v o DX, ¢] (Xe|D]).

Ponendo X = D nella (16) ed applicando ambo i membri dell’uguaglianza ot-
tenuta ad 1,, si ottiene @, .,(f)= D, ,(g), da cui f=g.

Teorema 6. Sia I uno schema di diagrammi e sia F: I+ D un dia-
gramma in D. Allora L & un limite per F se ¢ solo se per ognit X € |D |, ¢(X, L)
¢ un limite per G(X,—) o F.

Dimostrazione. BSia LZE_I}_IF. B noto che il funtore D[X, —] con-
serva i limiti, quindi D[X, L] =<lir£ DX, —] oF—_—.(li@ DX, F(f)]. Per la
condizione (11) su @, si ha allora »(G(X, L)) = lim hl(G(X, F(——))). In virth
della condizione (C), h* riflette i limiti, quindi G(X,L) & un limite per
G(X, F(—)) = G(X, —) o . _

Per il viceversa, supponiamo che la famiglia

D;

> Fi)ie[l[

(17) 7
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sia tale che per ogni X e|D|,
(18,) &(X, ) 255 @(X, I)
sia un limite per G(X, F(—)). Mostriamo allora che la famiglia (17) & com-
patibile per # e universale.
Sia m:i->je I Allora
(19) G(X, F(m)) G(X, p;) = (X, p,) (Xe|D]).

In particolare la (19) vale per X = I, da cui

(20) h1<G(L, P(m)) o (G (L, ) o B, , = W(KE, p;) o D, -

Essendo @ naturale, la (20) fornisce
@L,F,- °D[L7 F(m)] °D[L7 pz] = (Dz,pj °D[I’7 P:]

e quindi
(21) DLL, F(m)] - D[L, p;] = D[L, p,] .
Applicando ambo i membri della (21) ad 1, si ottiene F(m)p;=p,, quindi la
famiglia (17) é compatibile per F.

Sia ora (B RN Fi),.em una famiglia compatibile per F. Poiché G(E,—)
& un funtore, la famiglia G(H, B)-££%, G(H,F,) & compatibile per G(EB, F(—)).

Essendo (18,) un limite per questo funtore, esisterd un k: G(H, ) — G(B, L)
tale che

(22) HE, p) k= G(B, ) (telI]).

8i ha D[H, B] 222, 13(G(B, B)) %, h((E, L)) 2E%, D[E, L. Poniamo

(23) q= O (D, ,1,)): B~ L,
cioe
(24) @E,L(q) = k@E,E(IE)

e mostriamo che

(25) Pig=q; (¢elll)



[15] SU ALCUNI FUNTORI CHE CONSERVANO LE SH 305
e che ogni ¢ soddisfacente la (25) ha I’espressione (23). Si ha
By, (0:0) = (DPy, o DIEB, pil)(g) = (CIL, KB, pi)] o D, 1) (g) =
= C[1, (B, p))(Dp,.(0) = C(B, p:) Dp,1(0) 5
analogamente si ha:
Dy pl0:) = G(B, ) Py, 5(1,) .
Per la (24) e la (22) si ha allora:

(26) qj}z,pi(.'pi q) = Qg,pi(qi) ’

da cui la (25). Supponiamo infine che ¢ soddisfi la (25). Allora vale la (26),
quindi, tenuto conto della (22), (B, p.) kD, ,(1,) = G(B, p.;) Dy ,(q) .
Essendo (G(E7Pi))iem la famiglia dei morfismi canonici del limite (18), ne
segue kD, ,(1,)= Dy ,(¢), da cui la (23).

Piu che il Teorema 6, avranno per noi interesse i seguenti due teoremi che
ne sono ovvi corollari.

Teorema 7. Per ogni Xe|D|, il funtore G(X,—) conserva i monomor-
fisma.
. [ . 3 .
Corollario. Il funtore G conserva i© monomorfisms.

. - A o~ . .
Dimostrazione. Se w ¢ un monomorfismo, G(u) €& una trasformazione
naturale monopuntuale.

Teorema 8. Per ogni X e|D|, il funtore G(X, —) conserva i prodotti
finiti.

Corollario. Il funtore G conserva i prodotti finiti.

Osservazione. In virth del Teorema 8, il morfismo canonico G(X, 4")—
—> G(X, 4)* & un isomorfismo. Lo indicheremo con «, e indicheremo con £ il
suo inverso. Essi sono naturali in X, cioé o realizza I'isomorfismo canonico
G(Ar) — G(A)".

Passiamo ora alla considerazione delle #-strutfure e delle formule SH.
Premettiamo anzitutto il seguente
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Lemma 6. QSia &*= (B, ¥*) una L-interpretazione in C, siec H, una
SH atomica di rango n e sia &: BH—Br. Allora I+ Hol&] se ¢ solo se per ogni

@: 18 si ha Ka:Ho[gw].

Dimostrazione. Ovviamente se ¢ soddisfa H,, allora anche £z la sod-
disfa. Per il viceversa, preso z:1— I, I? Hy[éx] significa che esiste un
Y.: 1 =R (*) tale che

(27) {t1,y ony oy 2 = uy, (@:1—=8).

Posto y:  ~ v, si ha y: C[1, B]—C[1, R]; essendo &! pieno, esiste un k: B—R
tale che y,= kx, per ogni x: 1 — K. La (27) fornisce allora {3y, ..., ¢,} &z = ukz
e quindi {3, ..., tu} £ = uk, essendo 1 un generatore.

Sia ora &/ = (4,¥) una L-struttura in D. Poiché & conserva prodotti
finiti e monomorfismi, secondo le considerazioni del n. 2, esso induce una
PL-struttura () = <@(A), ¥~>. Analogamente, ogni interpretazione 7%=
== {4, P*) associata ad <7 d3 luogo ad una interpretazione G(o*)=<G(4), 293
associata a G(7); essendo inoltre & pieno e fedele si ha che, viceversa, per
ogni interpretazione G(=7)* associata a @(d) esiste una ed una sola interpre-
tazione 7% associata ad . tale che G(o7*)= G(A)*. Dunque, dare un’inter-
pretazione associata ad .7 equivale a darne una associata a G(7). Per le con-
siderazioni nel n. 4, @(y/) fornisce poi una famiglia uniforme di strutture
A= FX, )= (HZX, A) ¥V,>, dove ¥ (P) & rappresentata da:

uy = X KX, u): A(X, B)—> G(X, Am) =, (X, A)m

se By*> A™ rappresenta W(P). Ricordiamo poi (cfr. n. 4) che le famiglie uni-
formi di interpretazioni </} associate alla famiglia 7, sono determinate biu-
nivocamente dalle interpretazioni G(.27)* associate a G(M) e quindi, in ultima
analisi, dalle interpretazioni o7* associate ad 7. Vale la pena di sottolineare
inoltre che se f ha in «/* l'interpretazione w: 4"— 4, allora in <7 esso ha
Pinterpretazione w,= G(X, w)f;. Dai risultati precedenti si ricava poi, per
ogni termine n-ario ?,

(28) ; L= G(X, )5

ove col medesimo simbolo ¢ si indica un termine e la sua interpretazione ¥*(f)

(°) Supponiamo che H, sia P(t,, ..., 1,) e che u: B> B™ sia Pinterpretazione di P
in #*. Indichiamo con ¢; anche ’interpretazione di ¢; in £*,
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in &%, mentre con f, si indica ¥i(?). Infine, se #!,..., #" sono termini n-ari,
si ha:

(29) G(X, {8y v, 1Y) = B By ooy Tb oy

m

Lemma 7. Siae H, afomica di rango n. Per ogni ¢g: X — A", si ponga
§=oc; @, (g): 1= GX, A) . Con tali notazioni si ha:

== Holg]l se e solo se lez—:; H,[4].

Dimostrazione. Supponiamo che H, sia P(t!,..., ™). Se #:1—+G{X, R,)
e y: X —R, con o= P_ (y), allora sono equivalenti i seguenti passaggi:
{Bgs s B3 = {tzy ooy 1310 Py (9) = 00, G(X, w) 5
a(X, . tm}) (bx,a"(g) = Cf1, G(X, w)](=) ;
(C[ls G(Xa {tly tey tm})] © @,1-,,4“)(9) = (C[17 G(X; u)} © @X,R) (?/) 3
@x,A’"(D[X) {tl, LAE) tm}](g» = @X,A’"(D[Xy u](y)) 3
{tY ..., " g = uy .
Essendo @, una biiezione, ne segue che {i;, ..., {3} <ol G(X, u) se e
solo se {i% ..., i"}g<u, cioé l'asserto. :

Corollario 1. 8ia H una SH vera in /5, per ogni X €|D |. Allora H ¢é
vere in SIF,

Dimostrazione. Supponiamo H = H,A..AH,—>H, e sia g: X — A"
Ragionando come nel Teorema 1, da Iﬁj H{#) e dal Lemma 7 si ottiene

:
Jbu
segue ora dall’osservazione 1 di [5].

H[g]. L’asserto resta cosi provato per le SHE. Per le SH qualunque, esso

Corollario 2. Sia &: B—~@X, A)" ¢ sia #: 1—H. Posto g,= D ,s(f; Em),
st ha che ’;TT’ Hylg.] se e solo se I==H,[éx].

Fi%:3

Dimostrazione. Segue banalmente dal Lemma 7, osservando che
Go= Em.
I1 Corollario 1 si pud ora invertire come segue.

Corollario 3. Sia H una SH vera in &* ¢ sia X €|D|. Allora H ¢é
vera in ofy.
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Dimostrazione. In virti dell’osservazione 1 di[5] & sufficiente dimo-
strave ’asserto per le SHE. Se H ¢ H A..ANH,—~H, e
(30) =1,
prendiamo &: B — G(X, 4)" tale che IZ_*" H A\GANHE] Pei’ il Lemma 6 si ha
X
che per ogni w:1—H, & !E HiA..AH 2], quindi Vz, ==H\...AH,[g,] in
virth del Corollario 2. Dalla (30) segue allora !

= Holg.], Vo, da cui Passerto,

ancora per il Corollario 2 e il LLemma 6.

Tenendo presente la definizione data nel n. 4 sulla veritd uniforme, i Corol-
lari 1 e 3 permettono finalmente di formulare il seguente

Teorema 7. Una SH ¢ vera in o7 se ¢ soltanto se ¢ uniformemente vera
nelle o7, (XeD).

Come nel n. 8 di[5], possiamo aggiungere che la veritd in =/ di una
SH universale si riconduce alla sua veritd in tutte le 7.
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Summary.

We extend some resulis of [5]. We first prove that if G is a funclor having a left
adjoint, then G preserves the truth of SH's; as a special case it follows that if H is an SH,
true in some structure A, then it is also true in AZ. Secondh , we consider a bifuncior @
satisfying suitable Typotheses (which are true for the fumcior Mor [—, —1); for it we prove
that if H is an SH and if 4 has an L-structure, then H is true in A iff it is « uniformly
true» in the G(X, 4)’s with the induced structures.
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