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CORRADO SCARAVELLI (%)

Stretto legame
fra equazioni alle prederivate ed equazioni differenziali

quando le equazioni sono lineari e a coeflicienti costanti.

Parte Il - Caso di un ordine finito qualsiasi. (*¥)

Ad ANtoNI0o MAMBRIANI per il suo 75° compleanno

§ 1. - Introduzione.

In questa Nota, che completa la trattazione iniziata in [5] limitatamente
al caso delle equazioni del primo ordine, passo a considerare il caso generale
delle equazioni di un ordine finito qualsiasi.

Analogamente a quanto ho fatto in [5], detto % il passo, pongo in paral-
lelismo le due seguenti equazioni [nelle incognite rispettive u(z; h) e v(@)]:

1), D™ (15 B) + pru® HY (w5 h) - ...+

+ Paa w P (@5 B) + pawlz; b) = (@),
(1) Dot (@) + P10 (@) + oo F Paa®' (3) + Pav (@) = f(0)-
La (1), & un’equazione alle prederivate (*), la (1),', & un’equazione differenziale;

entrambe le equazioni sono di ordine m, lineari, con gli stessi coefficienti p,

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, 43100 Parma, Italia.

(*%) Lavoro eseguito col contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazionale
per I’Analisi Funzionale e le sue Applicazioni. Ricevuto: 20-XT1I-1973.

(1) Sulla definizione di equazione alle prederivate ecfr. [4].
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274 C. SCARAVELLI [2]

(r=0,1,2,...,n), ¢ lo stesso termine noto f(z). Nel caso particolare f(a) =10
si hanno poi le due equazioni omogenee (1), ed (1),',.

Ipotesi: 1°) I coefficienti p, = 0, Py, P, ..., Pn (veali o complessi) sono co-
stanti tanto rispetto ad « che vispetto ad h.
2°) Lia funzione f(x) & indipendente da h, & definita in un intervallo (non
nullo) @, <@z, ed ivi & integrabile secondo Mengoli ¢ Cauchy ().
3e) Per il passo k &i ha: 0 < nh < @—ax, (3).

Sotto queste ipotesi, dimostro i due Teoremi seguenti:

Teorema I. 8¢ ha:

(2) lim & (5 h) = F(x) (@o<r<2) ,
=04

dove:
F(@; ) & la soluzione particolare (elementare) (6), (v. n. 2.1) dell’equazione
alle prederivate (1),
F(x) & la soluzione particolare (6),’. (v. n. 2.2) dell’equazione differenziale (1);.
Inoltre, la tendenza espressa da (2) é uniforme rispetto alla wvariabile x.

Teorema II. 8¢ ha:

(3) Iim %, (2; k) = V,(2) m=1,2,..,n; —oo< o<} o0,

h—>0+4

dove:

Un(; B) (Mm=1,2,...,n) sono le soluzioni particolari (elementari) (7T),
(v. n. 2.1) dellequazione omogenea alle prederivate (1)o;
Vi(z) é la soluzione particolare (7); (per m=1: v. n. 2.2) dell’equazione
omogenea differenziale (1);.
Inoltre, la tendenza espressa da (3) é wniforme rispetto alla variabile o
in ogni intervallo limitato (*).
Precisamente, qui, dopo aleuni richiami ed un’utile osservazione (cfr. § 2),
nei §§ 3 e 4 do le dimostrazioni dei Teoremi I e II per gli ordini n=2 e
n =3 rispettivamente. Da tali dimostrazioni risulta evidente come procedere

(?) Cfr. annotazione (2) di [5].

(*) Nel caso @my— @, << nl < 0 si ragiona analogamente (cir. [3]).

(Y) Si notera, nella (3), una asimmetria: %,,(z;h) tende a Vy(z) anzichd a V,(z),
come ci si potrebbe aspettare. Credo, perd, che questa asimmetria si possa togliere
(come spero di mostrare in un prossimo lavoroe) impostando un po’ diversamente alcune
considerazioni precedenti (cir. [3], [4]).
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nel caso di un ordine » qualsiasi, per il quale mi limito ad una descrizione pura
¢ semplice del procedimento dimostrativo (v. §5). Nell’Appendice, infine
(v. § 6), giustifico Pespressione (5)’ delle quantitd 4, (v. n. 2.1), che utilizzo
nelle dimostrazioni stesse.

§ 2. - Alcuni richiami, ed una osservaziene.
2.1. - Richiamo di un recente modo di risolvere la (1), {e in particolare la (1),].

Recentemente, per 'equazione (1);, ho ottenuto la soluzione generale in
forma razionale (cfr. [4]), che ho chiamato la soluzione generale elementare.
Precisamente, ho posto (cfr. [3], [4]):

4) Y =Ve_gn = [parte intera del rapporto (v —,)/h];

L Tn—2 o ro_ _
(5) As = Z,. zrl cen Zrn-1 (_‘ 1)1‘ (’)‘ ) aer (’I‘n 2) ao"“l a{‘“ wes al:,_‘_zz Tn-1 a/,:ﬂ—l Es—a »
0 [} 1

o n-l1

dove:

1l pers—o=0
§=0,1,2, 00,5 Gmrd b b ey, feg= {o ot 20 O

¢ n-—17
4= 2o (1P| e (=10,1,2, ..., 0).
0
Indi ho trovato che:
« Lia soluzione generale elementare di (1), & data da (cfr. [41)

w(w; b) = F(w; h) + Ux; b,
dove:
La funzione £ (x;h) & la soluzione particolare elementare [della (1);]
cosi definita:

0, @€ (... (B4 nh)—)

(6)f 5‘7(37; h) = ”‘z"s As f(a; . (n+ S)h) , x € (v, + nh... m1) ;

(8) Cfr. annotazione (°) di[3] (Parte II).
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La funzione #(x; h) & la soluzione generale elementare, di (1),, cosi defi-
nita:

(6)s U(w; h) = Zm enWnlw; b)),  @E(—o00...+ 00) (%),

con &, = C,(x; h) arbitrarie costanti per lincremento %, e
(7)o Un (@5 )= h1A,_ ...\, m=1,2,.., %%

Per 4,, dato da (b), si ha anche [v. § 6 (Appendice), n. 6.2]

n—3

(5)’ Asx po“l hn E" z”']_ z"n_z (l -+ (xlh)s—-r (l A agk)r——ﬁ
o /]

0

e (LA oy BY IR g, )R

dove: s=10,1,2,...,%; o, oty ..., &, sono le radici dell’equazione caratteri-
stiea di (1), [0 di (1);] (*).

2.2. - Un certo modo di risolvere la (1), [e in particolare la (1);].

Per l'equazione (1); la. soluzione generale & ben nota. B utile dare qui,
perd, a questa soluzione generale, una forma che si avvicini a quella della
soluzione generale elementare di (1),. A tale scopo, utilizzando il lavoro [2],
ottengo:

La soluzione generale di (1))'. ¢ data da

v(@) = F(z) + V(»),

dove, indicando sempre con oy, a,, ..., &, le radici dell’equazione caratteristica
ai (1), [ossia di (1),] (%), si ha:

(%) Cfr. annotazione (%) di [5].

() 8i tenga presente che, sia in (5)’ che nelle seguenti (6)} e (T)y, por lo n radici
dell’equazione caratteristica (di grado n) della (1), [o (1),], non occorre sapere se tali
radici sono semplici o multiple.

(%) Cfr. annotazione (%).
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F(z) & la soluzione particolare, della (1);, data da

?
’

(6), Flx) = _'po—l exp (o, x) f exp ((“n_l — “n)tn) dt,,_f eXp((“n~z — 0p_q) tn—l) by ...

j? exp ((“1-‘ az)tz) di, j.’ exp (— ayty) f(¢,) A, (mo<e<my) ;

V() & la soluzione generale, della (1),, data da

(6), V@)= YuneuVaul®), @€(—oco..+ 0,

1

con ¢, arbitrarie costanti, e

(7)(,) Vm(m) = p(?l €xXp (— U mo) exp (OC,, w) _T exp ((“n—l _“n)tn) dtn

i tm+2

f exp ((“n-z — 0n_y) tn-—l) dtn,y ... _f exp (“m — O yy) tm+1) s L2

(m=1,2,..,n—1),
Valz) = p5* exp (ctal@ — 1)) .

2.3. - Osservazione sullutilitd delle relazioni imiti (2) e (3).

Prima di passare a dimostrare le relazioni limiti (2) e (3), mi sembra oppor-
tuno un chiarimento sulla loro utilita.

1) Cirea la (2), va notato che nel suo primo membro la funzione F(x; h)
¢ sempre effettivamente nota: infatti, nella #(x; k) [data da (6),] figurano
le quantita 4, che, in virta di (5), sono effettivamente note. Invece, nel secondo
membro di (2) non si ha un’affermazione analoga per la funzione F(x): infatti,
nella F(x) [data da (6);] figurano i numsri oy, ¢, ..., o, [radici del’equazione
caratteristica di (1):,] che, come & ben noto, si sa che esistono ma, in generale,
non si conoscono effettivamente.

Pertanto [tenendo presente che nella (2) la convergenza e uniforme rispetto
ad ] si conclude: mediante la (2) si pud ottenere, in ogni caso, la I'(x) con quella
approssimazione che si desidera (approssimazione che risulia la stessa per tuiti
gli ).

2¢) Cirea la (3), ragionando come a 1°), si conclude: mediante la (3) si pud
ottenere, in ogni caso, la Vi(x) con quella approssimazione che si desidera (appros-
simazione che risulia la stessa per tutti gli x).
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§ 3. - Dimostrazione dei Teoremi I e II

per le equazioni del secondo ordine.

3.1. ~ Dimostrazione del Teorema I.

Riferendoci alle equazioni (1), e (1); con n =2, si ha:

L’espressione di #(x; k) in @, + 2h<w<w®, [data da (B),, per n=2] (%),
con 4, nella forma (5)' [si veda anche (23)", n. 6.3], & la seguente

(8)  F@;h)=p RS, 3 (L + k) (L4 ahy f(w— (s + 2) ) ,
o [}

2+ 2h<w<w,
Vespressione di F(x) [data da (6);, per n=2] & la seguente

(9) IF(x) = pi'exp («, @) f exp ((o, — ot)ts) d, ’

J exp (—oy ty) f(t,) iy,
By BL Dy
Distinguo ora il caso o; 5% o, dal caso o, = o,.
Caso «; 3= o,.
Con semplici passaggi, le (8) e (9) si scrivono rispettivamente
Py h v N
Fo3h) = =2— 5, (14 o B)* f(o — (s + 2)B) —
17 %2 0
8 I3
(8) JE—
R — Zs(1+“2h)8+]f(m—"(3+2)h) s T+ 2h<<o<ey
17T %2 0
1, d
O By = PO [y (o) i)
177 %
p;l XD (0ot @) d
— “a—;‘:—— exp (-—' 229 tg)f<t2) dtz y o<y .
177 %2

o

(°) Essendo lim (x, + 2h) = x,, non interessa l'espressione (idehticamente nulla) di
A=+
F(m; h) in @y 3 < 5 + 2h.
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Poiché ho gia dimostrato (efr.[5]) che &
y—1 @
(10) lLimpith 3,(1 4 ah)s flw — (s + 1)k) = p;" exp (o) [ exp (—at) f(2) d2,
h—0+ 1] kT

uniformemente rispetto alla variabile @ (2,<x < ;) (e poiché, quando & —0 +,
» —> -+ co), si ha, manifestamente, che il secondo membro di (8)' [cioe di (8)],
quando & —0 4, tende (uniformemente rispetto alla variabile x) al secondo
membro di (9) [ciod di (9)]. Il Teorema I, per o o, & cosl dimostrato.

Caso o) = &y.

Indicando con « il valore comune di oy e o, le espressioni di F(z;h) e
F(z) sono qui, in effetti, le seguenti

(8)" F(w; h) = pi" h? EZS (s+ 1) (14 ah) flw—(s+ 20B), @&+ 2h<<a<m,,
[

(9) Ix) = p;1 exp (o) f dtzy exp (— at)f(t;) At , By <Oy

Zo Lo

che, con semplici passaggi, diventano rispettivamente

(8)" F(@; h) = pi* b (& —h) g (@ + ah)* flw — (s + 2)h) —

_pglhgs (A + ah) (@ — (s + 2)B) flo— (s + ) ,

(9)" Flo) = pgl exp (ax) fexp (—octy) f(t,) Aty —

Zo

——p[{l exp (o) f exp (—aty) s f(ta) dt, .

In virth di (10) si conclude ancora con l'asserto del Teorema I, per
Xy = .

Il Teorema I & quindi completamente dimostrato per le equazioni (1), e (1);
con n = 2.
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3.2. - Dimostrazione del Teorema II.

. . . . ! .
Riferendoci ora alle equazioni (1), e (1), con n=2, si ha:

Llespressione di %,.(x; k) [data da (7),, per n= 2], con A,_... nella
forma (5)' [si veda anche (23)", n. 6.3], & la seguente

y—-m+1

(11) Un (@3 h) = p ke 3, (1 + oy B ™1 + o, b)) (m =1, 2);
o
Pespressione di V,(z) [data da (7),',, per n=2] & la seguente

(12) V(@) = pi* exp (— ;@) exp (0 3) | exp ({0 — o) ts) s .

%o

Distinguo ancora il caso o, # «, dal caso o; = o,.
Caso oy 5 oy,

Le (11) e (12) si serivono anche, come si vede facilmente:

(1) %nl@; h) = p-,,"_la [(1 4 o h)yr=m+2 — (1 - oty by —m+2) (m=1,2),
22y Vilx) = “lpj - [exp (e(@ — o)) — exp (cta( — 20)) ]

Essendo (cfr. [5])

(13) lim (1 4 oh)’ = exp (- (@ —x,)) ,

h=>0+

uniformemente (rvispetto alla variabile ») in ogni intervallo limitato, si ha,
manifestamente, che il secondo membro di (11)’ [cioe di (11)] quando k—> 0 -,
tende (uniformemente rispetto alla variabile @ in ogni intervallo limitato) al
secondo membro di (12)' {eioé di (12)]. I1 Teorema II, per o, % «,, & cosi dimo-
strato.
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Caso o, =, .

Indicando con o il valore comune di o, e o, le espressioni di #,(z; k) e
V.(x) sono qui, in effetti, le seguenti

(11)” Uolw; B) = pth (v —m + 2) (1 + ah) ™™ (m=1,2),
(12)" V, (@) = 13 (& — o) exp (a(o — @) -
In virta di (13), e ricordando che & (ecfr. [5])

(14) lim (vh) = 2 — @, ,
h—>0+

si conclude ancora, immediatamente, con Passerto del Teorema IT, per o; = ;-
Il Teorema II & quindi completamente dimostrato, per le equazioni (1),
7
e (1), con n= 2,

§ 4. - Dimostrazione dei Teoremi I e II

per le equazioni del terzo ordine.
4.1. - Dimostrazione del Teorema I.

Riferendoci alle equazioni (1), e (1); con n=3, si ha:

L’espressione di & (w; k) in @, + 3h<w <@, [data da (6),, per n= 31,
con A, nella forma (5)' [si veda anche (23)", n. 6.3], ¢ la seguente
L
Fmyh)y=p*h 2, 2 2, L+ouh) ™1+ ah)T-
(15) 9 0 (1]
(14 ah)f(m— (s + 3)h), B+ Sh<w<@;

Pespressione di F(w) [data da (6);, per #=3] & la seguente

(16) F(z) = p3" exp (o ) [ exp ({0t — cta) t) Ay
) - ¢
[exp ((og— o) ts) Ay [ XD (— 0yt) f(t) by, o L BLTy -

(1% Essendo lim (a, + 8%) = x,, non interessa l’espressione (identicamente nulla)
A—>0+
di F(w; h) in z,<® < 4 + 3h.
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Distinguo ora i casi: o % o 5% 00y 5 0y 75 Oty == Blyy Oy = Oly = (Lg.
Caso o5& o % oy 5= 0.

Con semplici passaggi, le (15) e (16) si scrivono rispettivamente

F p‘;‘l h2 »—3 8

Fw; b) = po— Zs z, (L 4 oy BYs=r (1 - oty B)THL f(:v — (s 4+ 3)h) —
27 Y3 o o
(15 L, “lp2 y—3 s
) - 50 ; > 20 (14 o by (14 o Byt fle—(+3)n),
27 %3 o 0
&+ 3h<a<a,,
( gt eXp (o) : 3
Flz) = “L,x—:—“ f exp ((ot; — o) 8) Aty j exp (—oyty) f(t,) dt, —
(16)’ -1 X 13
“‘Y%X"_l‘)‘—g%’@ f exp ((051 - 0l3) ts) dt, f exp (— o ty) f(8,) Aty ,
2 3
" * By <Oy

Confrontando i secondi membri di (15)’ e (16)" coi secondi membri di (8)
e (9), e ricordando le conclusioni del n. 3.1 (Caso o, 7 0y), 8i ha, manifesta-
mente, che il secondo membro di (15)" [cioé di (15)], quando h—0 -+, tende
(uniformemente rispetto alla variabile ) al secondo membro di (16)" [cioe
di (16)]. I Teorema I, in questo caso, & cost dimostrato.

Caso oy 5% oy = 0.

Indicando con «, il valore comune di «, e %3, le espressioni di F(w;h) e
F(z) sono qui, in effetti, le seguenti

p=3 8

F(@; h) = p;" b OZ DZ (r+ 1L+ eu by~ (1 + o b)" fl@ — (s 4 3) B)

4+ 3h<w<,,

x iy iy
F(p) = Pal 6Xp (o &) f dt, f exp ((“1— oz) tz) dz, ,f exp (—ayty) f(3,) di,,

o

Dy <L B Wy
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che, con semplici passaggi, diventano rispettivamente

[ Sy =S S oy (L ) flo — (6 3)) —
sy’ nTme
SIS o D) e B — (0 )
F(w):p—‘;ij—ip-%ﬂ f exp ((oz — o )15) dtsf exp (— ayty) f(fy) dt, —
(16)" L o ‘
20 “f :, ) f at, f oxp (— oaty) F(by) At .

In virth di quanto si & concluso al n. 3.1 {Caso o 5= &, © Caso o = o),
anche in questo caso si ha lasserto del Teorema I.

Caso o == e, == 0y

Indicando con « il valore comune di o, o, ,, le espressioni di F(z; h)
e F(x) sono qui, in effetti, le seguenti

Sy 1y =T S 6+ D+ DA+ Ao+ B, ot Sh<aza,

> 17 ty
F(x) = p;" exp (ew) | dty [ dt, [ exp (—oty) f(4) 2y Ly < BLDy

£ £ g

che, con semplici passaggi, diventano rispettivamente

S L _2;0)”58 (s + 2) (1 + ah)*flw — (s -+ 3)B) —
(15)”/ J B
BB S e 2) (0 by 0=+ 31 flo—(s+ ),

&

P(w) = 2-’9—“‘11)——— f dt, f exp (— oty) f(t,) dt, —

(16)/// J
-1 R

- 130—”(‘3%)‘@ f i, [ exp (— aty) B2 f(f2) AF .

L %o
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Per quanto si & concluso al n. 3.1 (Caso o, = «,), anche qui si ha di nuovo
Passerto del Teorema I.

Il Teorema I & quindi completamente dimostrato, per le equazioni (1)

1
e (1); con n = 3.
4.2. - Dimostrazione del Teorema II.
Riferendoci ora alle equazioni (1), e (1); con =3, si ha:
Lespressione di %, (x; k) [data da (7)o, Per m=3], con 4, ., nella
forma (5)" [si veda anche (23)", n. 6.3], & la seguente
y—m+1 r :
A1) (@ ) =p7'0 3, 3, (1 + e T (L 4 ) (L L g b
0 1]
(m=1,2,3),

Pespressione di V() [data da (7);, per n=3] & la seguente

(18) Vi(@) = p5" exp (— oy m,) X (0, ) f exp ((o — ot3)25) dtsfexp ((org — o) ) dlt, .

Ty
Distinguno ancora i casi: o, 5= o, 5= Oy 75 Oy 06 75 Oy == g, Oy = 0Ly == 0l

Caso o, 7 oy 7 o5 5= oy

Le (17 e (18) si scrivono anche, come si vede facilmente,

[ ]904 L v—mhl
U5 h) = z, (I + o h)—m+1=r (1 + o, )+t —
2 o T
an’ 3
pi'h o
— . z, (@ 4 oy Ryp—mt1-r (1 | og b)Y (m=1,2,3),
Gy — 3 0
-1 . 7
Vo) = 2o P (o) oxp (,0) f oxXD ((oty — ty) ) ity —
Gy — Oy
(18)' ) . EN
D5 eXP (— o, %,) eXP (o)
— po— exp ({0, — o) 25) A, .
2 3
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Confrontando i secondi membri di (17)" e (18)' coi secondi membri di (11)
¢ (12), e ricordando le conclusioni del n. 3.2 (Caso «, 5= o), si ha, manifesta-
mente, che il secondo membro di (17)' [cioé di (17)], quando h — 0 4, tende
(uniformemente rispatto alla variabile @ in ogni intervallo limitato) al secondo
membro di (18)' [cioé di (18)]. Il Teorema II, in questo caso, & cosl dimo-
strato.

Caso o 5= oty = 0y.

Indicando con «, il valore comune di o, e «,, le espressioni di #,(w; k) e
V.(x) sono qui, in effetti, le seguenti

p—m+1
Un(@; ) = p5' h? 2 (1) 1+ aghypm (14 aph)” (m=1, 2, 3),

[}

z ts
Vi(w) = Po“l 8Xp (—ay Ty) XD (% m)"‘ dtaf exp ((“1 — ) tz) dz,

@y 2y

che, con semplici passaggi, diventano rispettivamente

y—m 2
Z (1 4+ a h)yr—mre=r (1 + o ) —
[}
an’ ; 1
o F
_ B (v —m 4 3) (L + aph)r—m+2
L Oy &y )
-1 o - -
V(@) = Pg exp ( “aiw;) exp (o %) f oxp ({0t — o)) Ay —
(18)" 1 o -
2o (% — )
— 2 exp (op(w — @) -
L oy — Oy

In virtt di quanto si & concluso al n. 3.2 (Caso oy = oy, € Caso ay= o),
anche in questo caso si ha 'asserto del Teorema II.

Caso oy = o, = 0.
Indicando con « il valore comune di «,, o, € oy, le espressioni di %.(»; k)
e Vi(») sono qui, in effetti, le seguenti

QT Unlw; W) =" By —m+ Bk —m+ 2) (L + @k m=1,2,3),

(18)" Vi(w) = 2% (@ — @)% exp (clw — @) .
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Per quanto si ¢ concluso al n. 3.2 (Caso ;= o) [e ricordando la (14)],
anche qui si ha di nuovo 1’asserto del Teorema II.

Il teorema IT & quindi completamente dimostrato, per le equazioni (1) e
(1), con n = 3.

§ 5. - Sulla dimostrazione dei Teoremi I e IT

per le equazioni di un ordine n qualsiasi.

La dimostrazione del Teorema I per le equazioni di ordine n=2 e n = 3,
mostra chiaramente come, in virtlt del principio di induzione, si possa' con-
cludere con la validita del Teorema stesso per le equazioni di un ordine n
qualsiasi. Precisamente:

1°) Ci si riferisce alle equazioni (1), e (1),’, con n= k41, prendendo in
considerazione le espressioni (6), di #(x;h) [con A, nella forma (5)] (*)
e (6), di F(x) (sempre con n= k- 1).

2°) Si distinguono tutti i casi possibili di molteplicitd o meno delle ra-
dici oty oyy veny Opg-

3°) In ciascun caso si scrivono (con semplici passaggi, del tutto simili a
quelli per gli ordini n=2 e n= 3) le funzioni F(x; k) e F(x) come differenza
di due termini, ognuno dei quali ha un’espressione analoga ad una delle espres-
sioni che F(x;h) e F(r) (rispettivamente) assumono nei vari casi possibili
per le equazioni di ordine n=Fk. S

4°) Supponendo vero il Teorema I per le equazioni di ordine n=Fk, si
conclude immediatamente con la validitd del Teorema stesso per le equazioni
di ordine n=%--1: per induzione, allora (sulle equagzioni del primo ordine
efr. [5]), si ha il Teorema I in tutta la sua generalita.

Analogamente si procede per la dimostrazione del Teorema II.
Onde evitare inutili pesantezze di scritbura, tali dimostrazioni non vengono
perd, qui, esplicitamente date.

(*) Anche qui, essendo lim (%, + (k¥ + 1)h) = #,, non interesserd I’espressione
B0+
(identicamente nulla) di F(w; k) in wy<a <@g+ (K + 1)k,
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§ 6. - Appendice.

6.1. — Dalle considerazioni svolte in [4] (cfr., in particolare, nn. 3.1, 3.2),
si pud dedurre che:

Date due equazioni algebriche

(19) 2™ - 42" e gt a, =10,
(20) ; Do+ P12t Paa 2t Pa= 0,

di grado n, e prefissato un numero h non nullo (reale o complesso), fra le radici f§
di (19) e le radict « di (20) si ha il legame

(21) B—1+ah,

se ¢ solo se & coefficients a, di (19) e ¢ coefficienti p, di (20) sono cost legati:

22) %=§A—W4ﬁ"ﬁpmw (w=10,1,2 ..., m) ().

[] m—T

6.2. — Com’é noto (cfr. [1], I, p. 138, (19)'; e [1], II, p. 51, (54"), fra i
coefficienti a, e le radici B, di (19) susgiste il legame (2):

Tn-1

] r Tn—g r {7 Py . fm2 et Fnt
(23) D D e 2y (1) ] aTal . a4 a1t g g =
] o 1] 1 2

&

f
r n—3
z z s-—r ﬂ"-—r, n—3" Tn—2 RTn—2
LA ,;_._2 ot Pn-2 n ’
o

0

[\g

0

(?) Una dimostrazione diretta di questo teorema & la soguente. Esprimendo che
il numero o« = (f— 1)/h sia radice di (20), si ha successivamente:

Zr (B — DRy = R i (— 1y ( . ") prrs =0,
riﬂ (— 1)p=r (Z::) p,_hr—nﬂn“!‘ =0, z# {z (— L= T(Z::) prhr—n} ﬂu-l_( —0.

o=

-

E viceversa.

(*3) Un legame analogo sussiste, ovviamente, anche fra i coefficienti p, e le radici o,
di (20): ma qui non interessa.
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dove:

1 per s —o =20

(14).
0 per s —o #0

$s=0,1L2,...; o=r-t+nrn+. .41y, &= {

8> ora, nslla (23), agli a, si d& Despressione (22) ed ai §, si di Pespres-
sione (21), la (23) stessa si trasforma in un legame fra i coefficienti p, e le
radici «, dsll’equazione (20) [che & l'equazione caratteristica di (1), e (1);].
Moltiplicando poi ambo i membri di quest’ultimo legame per a;*= p;*h*,
si ottiene un’uguaglianza i cui membri sono proprio, rispettivamente, 4, dato
da () e 4, dato da (5)". B cosi giustificata affermazione fatta alla fine del
n. 2.1,

6.3. — Per i gradi n=1,2,3 la (22) si scrive ordinatamente:

ay= Pofh,
(22)’
a; = — (po/h) + Py ;
( ay= po/h*,
(22)" 1 @a=—(2po/k*) + pi/h,
| @2== Pofh*— (pofR) 4 225
[ ay= pofh?,
Uy = — (3po/h'3) + pu/R,
(22)" <
Gr= 3po/h®— (2p:[h*) + pofh,
| s == — (Do/1®) -+ p1/h*— (po/h) + D5 .

Per i gradi n=1, 2, 3, il legame (23) trasformato nel modo descritto in 6.2,
ciod le dus espressioni (5) e (5’) di A, si scrivono rispettivamente:

23) A= (=17 [— (Pofh) +p.J (Pofb) ™= p5" b (1 + ah)* (s=10,1,2,...,),

() Cfr. annotazione (°) di[3] (Parte II).
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= 5 . 9 Po 71 N %@ & 2r—3 239——& a—~r“
A= %’ (—1) (s~—1’) (ﬁg) ( h? + h) (7L2 h + 272) -

5

= _pt;lhz zr (14 o) (L4 o)™ (s=10,1,2,..,7),

o

(28)" A= 2,20 (—1) (:) (SMS— 9) (Z—ﬂy ‘

1]

(2]

(3]

[4]

[5]

3 e {3 2 X 208 o 3—r—0
(___729 +f_’x) (J.’_o_ 1{;+£—) (..&»gil_&ﬂ,a) _

R h? k3 h? h ES % h
z, zg L+ a by (1 4 By (1 | oz h)e (8=0,1,2,...,%).
)
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Sommario

8i mette in evidenza lo stretto legame fra le soluzioni elementari delle equazioni alle
prederivate e le soluzioni delle equazioni differenziali, quando le equazioni sono linears
con gli stessi coefficienti costanti e lo stesso termine noto. Precisamente, si dimosira che
le soluwioni elementari dell’equazione alle prederivate, quando il passo h — 04, tendono
uniformemente a soluzioni dell’equazione differenziale. In questa Parte I si studia il caso
di un ordine n qualsiasi.
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Summary

We emphasize the close connection between elementary soluiions of linear prederiva-
tive equations and solutions of linear differential equations with the same constant coeffi-
cients and the same Emown term. Precisely, we show that elementary solutions of the
prederivative equation, when step h -0 -+, converge uniformly to solutions of the differen-
tial equation. In this Part II we display the n-ih order case.



