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GIOVANNI SANSONE (¥)

Un teorema sui sistemi differenziali lineari

con condizioni ai limiti lineari. (**)

Ad Antonto MAMBRIANI per il suo 75° compleanno.

1. - Sistemi differenziali lineari con indice di compatibilita massimo.

a) Siano p,(x),..., P.(x) continue in [a, b] e siano oy(x),..., oa(®) gl n
integrali dell’equazione

(1.1) L{z] = &0 + py(@) =D - . pu(x)z =0

che soddisfano le condizioni iniziali

(1.2) o @) =9d;,, iy r=0,1,...,m—1, (6@ =0,)
essendo 0, , il simbolo di KRONECKER.
PFissato 4, (#=0,1,...,n—1) il sistema lineare
o 1060 (a) + oty ;00 (a) + oo F ey 00TV (@) = 0 () P=0,1,...,n—1

ha la soluzione
(1.3) ar,i":o'i-i)(b)a (r=0,1,...,n—1),
(*) Indirizzo: Universith degli Studi, Istituto Matematico ¢ Ulisse Dini», Viale

Morgagni 67/a, 50134 Firenze, Italia.
(**) Ricevuto: 3-V-1973.
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¢ per il teorema di Liouvitrs si ha

(1.4) det o, .| = det

lod(b)] = exp (— jbpl(s') ds) .

b) Inversamente verifichiamo che data Uequazione (1.1) ¢ la matrice qua-
drata con elementi costanti ||B, .|, rAi=0,1,...,n—1,

(1.5) det || 5, ;]| = 0,

se esiste un sistema di n integrali z,(z), (r=0,1,...,n—1) dell’equazione (1.1),
linearmenie indipendenti (sistema fondamentale) che soddisfano il sistema

(1.6) Uile]= Br,:2 (@) + B 1292(a) + ... + Bumr 2" @) — 2P (b) = 0
(i=0,1,..,n—1),

supposto cioe che il sistema differenziale lineare

(1.7) Lzl=0, Ule]l=0, Uys]l=0, .., U,,z]=0

abbia Dindice di compatibilita n (massimo) si ha allora

(1.8) Bri = aP(b), (ryi=10,1,...,n—1).

Esiste infatti un sistema di costanti Cony Coy vy Cs,n—y L0l che per zela, b]
8i ha

(1.9) o € Go(®) ey yon ()L Con—1 Onn(@) = 2, (@) s=0,1,...,n—1,

(1.10) det |

e # 0.

Derivando la (1.9) 4 volte, facendo @ = b e tenuto conto delle (1.6), si ha

-1 ’

n=—1 n—1 n—1 n—1
2 0,000 =00 =3 pr.8>@) =3 b, 3 cnoa) =3 b, . e,
r=0 re=0 Te==0 h=g r=0
percio
n=y
ch.r[a(f}(b) ”—ﬂr'i] =0, (ty 7= G1,...,n—1),
r==Q

¢ tenuto conto della (1.10) si ottengono le (1.8).
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¢) Da quanto & stato detto in a) e b) segue che s¢ 2y(®), 2:(), ..., 2u1(@)
sono n integrali linearmente indipendenti dell’equazione (1.1), ¢ ogni z.(x) sod-
disfa le n condizioni (1.6), con le f§,; costanti, ¢ det B, .| # 0, dovranno essere
allora verificate le (1.8) e inversamente.
Ne deriva il corollario: Il sistema
(1.11) LE) =0, foe(@a)+ B 29(@)+ ..+ Buai 2 (@) = 29(D)
i=0,8..,n—1,
con le B, costanti, det ||B. i + 0, cccetiuato il caso in cui le fi, ; soddisfino il
sistema (1.8) non pud avere indice n, esistono cioé integrali dell’equazione (1.1)

che non soddisfano le (1.11).
Ci varremo di questo risultato mnella sez. 2.

2. - Sistemi differenziali lineari del secondo ordine. Forme canoniche.
a) Si consideri il sistema differenziale lineare del secondo ordine
(2.1) Liz] = @)+ p(@)é@) + glz)z(z) =0,

U, (2] = ap2(e) + oy 8(a) + Bo2(b) + f12(B) = 0,

—
o
wo

~—

U,[2] = poz(a) + yi&(a) + Jo2(b) + 0,;2(b) =0,
con p(w), ¢{x) continue in [a, bl, o, fiy i, 0 (1= 0,1) costanti e la matrice

. i &o %y fo B
{2.3) 1 P N
1Yo N1 o O f

abbia la caratteristica 2.

Se B, 0, — P, 0,7 0, senza alterare le generalitd, alle condizioni (2.2) pos-
siamo sostituire due condizioni della forma

(2.4) ae(a) +and(a) =2(0),  ye3(a)+ yré(@) =2(0)
e lo stesso pud dirsi se apy;— o y,7 0.

In conclusione se (0tgy;— %:%0)*+ (Bo01— f10,)%= 0 in luogo del sistema (2.1),
(2.2) possiamo considerare un sistema della forma (2.1), (2.4).



256 G. SANSONE [4]

Supponiamo invece o,y;— ot y,=0, f,6,— f,J, =0 e limitiamoei, senza alte-
rare le generalitd, a considerare i due casi

(2.5.1) o+ oq+#0, Yo =log, y1=1loy; ﬁﬁ—}—ﬂf#O, 0 = mfy, 0y = mpy,
(2.5.2) gty 0, yo=1lotg, pr=1loy; O34 02540, By =mb,, B =md, .

ai quali corrispondono rispettivamente le due condizioni ai limiti

oy &{a) + oy 2(a) 4 ﬂoz(b) -+ B12(b) =0,
(2.6.1)

Hogz(a)+ e, 2(a)] -+ m[fo2(d)+ B12()] =0 ;

%o 2(a) + o 2(a) + m[0,2(b) 4 6,4(b)] =0,
(2.6.2)

otw2(@) + o 2(a)] + [Bo2(b) + 6,2(D)] =0 .
Valgano le (2.6.1); la matrice (2.3) diventa

%o 241 ﬁo 51

log  loy  mf, mpy

e siccome ha la caratteristica 2 & Is=m, e in conseguenza le (2.6.1) equival-
gono alle due condizioni

o z(a) + aZ(a) = 0, Boz(b)+ B12(B) =0,
(21
o+ o0, B+ pi=0.

Se vale il sistema (2.6.2) e se Imz£1 si hanno le due condizioni «,2(a)+
+ o8(a) =0, Sy2(b)+ 6,4(b) = 0 della stessa forma delle (2.7).

o oy md, md;
Dlaltra parte la matrice diventa
loy,  loy Oy 0,

€ non pud essere Im = 1 perché la seconda riga di questa matrice moltiplicata
per m si ridurrebbe alla prima riga ed essa non potrebbe avere la caratteri-
stica 2, cosi come abbiamo supposto per ipotesi.



[5] TN TEOREMA SUI SISTEMI DIFFERENZIALI LINEARI... 257

Dalle cose dette segue che per i sistemi differenziali considerati possiamo
supporre che le due condizionsi ai limiti abbiano una delle sequenti forme cano-

niche
- (2.8.1) o 2(a) + o é(a) = 2(b), yo2(a) + y1é(a) = 2(b) ,
o 2(a) + oy é(a) =0, Boz(d) + f12(8) =0,
(2.8.2)

%+ og #0, B+ B 0.

b) In applicazione dei risultati della sez. 1 vogliamo notare che se 1
sistema (2.1), (2.8.1) ha Vindice di compatibilita 2, con le notaziont della sez. 1
dovrd averst

o = Oo(b) oy = o3(b) , Yo = Go(b) = 6,(b),
(2.9)
[oo(@) =1, Go(a) =0, o1(a) =0, &y(a)=1],
percid
gYr— 01Yo = Z:EZ; ZEZ; l = tz g exp (__aj-bp(s) ds) = exp (__a.‘-”p(s) ds)
od anche
(2.10) (atyyo— oY1) €XP fb p(s)ds+1=0.

La (2.10) esprime una condizione necessaria, indipendente da q(x), perché il
sistema (2.1), (2.8.1) abbia Pindice 2.

3. - Il problema di CEcE per i sistemi differenziali lineari del secondo ordine.

Come ricorderemo nel sommario, nello studio dei sistemi differenziali li-
neari del secondo ordine

(3.1) §+p@y+ @)+ Ay=0,

p(®), ¢{w)e C in [a, b], A parametro,

17
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(@) + o y(a) -+ oy (d) + fry(d) =0,
(3.2)
voy(@) + v17(a) + S y(b) 4 6:4(b)=0,

con la matrice :
Clg %y ﬂo [3)1
& &

Yo Y1

a termini costanti e di caratteristica 2 si parte dall’ipotesi che tali sistemi
per qualche valore di A siano incompatibili, cioé soddisfatti unicamente dalla
soluzione y(z) = 0. _

Si presenta naturalmente la domanda, che come diremo nel sommario
una volta mi fu posta da B. CmcH, se esistono sistemi (3.1), (3.2) compatibili
qualungue sia il valore del paramctro A, tali cioé che comungue fissato A esiste
corrispondentemente una y(x) non identicamente nulla che soddisfa il sistema.

Per dimostrare che cid non pud verificarsi procederemo in questo modo:
ammesso, senza alterare le generalitd, che il sistema (3.1), (3.2) sia compatibile
per L= 0, esistono valori di 5= 0 per i quali lo stesso sistema é incompatibile (1).

Per le cose dette nella sez. 1.2 basterd considerare separatamente i sistemi

(3.3.1) g(z)+ p(@)y(@) + [g(z) + Ay(z) =0,
d{a) + o Y(a) =0, ﬁu?/(b)";_ﬁly(b) =0,
(3.3.2)
0‘:“"0‘?#07 /9:+521;é07 0507/3070‘17/31 costanti;
(3.4.1) ¥(z) + p(e)y(z) + [¢(=) + Ay(x) =0,
ay(a) + ay(a) = y(d), Yoy(a)+ y1y(a) = 4(b),
(3.4.2)

Oy 01y Yo, Y1 COStanti,

con p(z), g(z) continue in [a, b] e dimostrare il teorema che se uno di quests
sistems & compatibile per A =0, si possono determinare valori di A= 0 per i quali
lo stesso sistema é imcompatibile.

(1) Il problema qui discusso & quello studiato nei Trattati dedicati alle Equazioni
Differenziali Ordinarie (cfr. ad es. G. SANSONE, Bquazioni Differenziali nel Campo Reale, 1
(28 ed. 1965), p. 279) ma se passiamo a casi pitt generali e consideriamo ad esempio il
sistema lineare § — A(sin®)y + (Acosw + 1)y = 0, y(0) = 0, y(x)=0, esso, qualunque
sia il valore del parametro 2 ha la soluzione y = sin®, ed ¢ percid sempre compatibile.
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Nella sez. 4 daremo la dimostrazione del teorema per il sistema (3.3.1),

(3.3.2) e nelle sez. 5, 6 daremo la dimostrazione del teorema per il sistema
(3.4.1), (3.4.2).

4. - Dimostrazione del teorema nel caso del sistema (3.3.1), (3.3.2).

a) Ferme vestando le ipotesi su p(x), q(#), oo, o, fo, f1 dichiarate nella
sez. 3 supponiamo che y,(x) sia una soluzione (non identicamente nulla) del
sistema

(4.1.1) (@) + plx) g, (@) 4+ q(2)y(z) =0,
(4.1.2) oY @) + o Yi(a) = 0, Boya(B) + Brgn(d) =0,
B0, PO,

e ¥,(z) un secondo integrale dell’equazione

Hl@) + p(@)y(@) + q@)y(z) =0
linearmente indipendente da y,(z), percid
(4.2) w(@) = Y1 () Yo(@) — Yo (@) g (@) 7 0 per a<w<b.

Ammesso c¢he non valga il teoremsa enunciato nella sez. 3, fissato 174 0, con-
sideriamo lintegrale z,(z) (non identicamente nullo) dell’equazione

(4.3) 50() + (@) (@) + (2) 20(@) = — Ia(®)

che soddisfa le condizioni ai limiti
(4.4.7) o Zp(a) 4 o 2(a) = 0 ;

(4.4.2) Bo2o(b) + f17%(D) = 0.

Per il teorema di LAGRANGE esistono due costanti ¢, ¢, tali che

@ b

(45)  2(@) = eugalo) + eaya(@) + Anl@) f Z‘((j)’ 20(s) s + Aga(e) f 2 o) ds
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perciod
2 b

. e . . 5(8)

Zo(@) = ¢y P1(@) +ca Pol@) + 7»?/1(90)f w(s)

a £

2o(5) ds + Aa(®) f nl) s ds.

w(s)

Si ha da queste, tenuto conto della seconda delle (4.1.1) e della (4.4.2)

(4.6) 0 = By20(b) + B12:(b) = es[ Boya(b) + B177:(0)]1 ;

non puo aversi foy,(d) + B19.(b) = 0 perché questa relazione accoppiata con
la seconda delle (4.1.2) darebbe Y1(8) 72(0) — y2(b) 7,(b) = 0 e cid implicherebbe
la dipendenza lineare di y(»), y.(2), di guisa che la (4.6) d& ¢, = 0, e in con-
seguenza la (4.5) diventa

Ya(8)
w(s)

b
2o(8) ds + 2ys(x) fzo(S) ds

z

(4.7) 2o(@) = e1:(w) + Aya()

si ha da questa

¥1(8)
w(s)

b

0 = oty 2p(a@) + a1 %p(a) = Aotyys(a) + oy gz(a)]f Z(s) ds,

e siccome per la prima delle (4.1.2) & ayys(a) -+ oy 9s(a) = 0, risulta
b

fy‘(s) Zo(s)ds =0 .

w(s)

a

Ne viene che nella (4.7) & ¢, 5= 0, perché in caso opposto si avrebbe Zola) =
=2%(a) =0 e percid z(z) identicamente nulla, e dalle cose dette segue che
condizione necessaria e sufficiente perché z,(z) verifichi la (4.3) e le (4.4.1),
(4.4.2) & che si abbia

b

i
(4.8) 2o(@) = exys(@) + 7 f O s, a0,
w(s)
b
Y1(8) R o
(4.9) e Z(8)ds =0
con
(@, 5) = (@) 7(s)  per a<s<a<h,

k(z, 8) = ya(2) y.(s) per a<w<s<h.
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Il nucleo k(z, s) & simmetrico, ed essendo per la (4.2) w(s)== 0, per il teo-
rema di ScEMIDT esistono valori di A non nulli periqualil’equazioneintegrale
omogenea aggiunta dell’equazione (4.8)

b

(4.10) o) = f k(z, s)v(s) ds

ammette soluzioni non identicamente nulle, e poiché la (4.8) ammette 1a solu-
zione 2,(x) ed & ¢;5= 0 dovra aversi

Ib yi(s)v(s) ds =0

ed anche posto
u(z) = v{@)w(w)

e percio
b
N (s, 8) .
(4.11) w{x) = Zf o) u(s) ds
risulta
b
1) L
(‘4.12) f o) u(s)ds=20.
Si ha
b ] 4
_ k(x, s) Te_ Ya(s) Ya(8)
(4.13)  u(x)= 2.’- w0 u(s) ds = lyl(m)fw(s) u(s) ds + lg/z(w)f () ds,
2 »
ooy g o | Y28 P i 1C)
(4.14) w(x) = Ay,{=) ) w(s) ds -+ lya(w)f o) s,

e da queste ultime per la (4.11) risulta
(4.15) w(a) =1w(a)=0.

Ma u(x) per la (4.13) soddisfa ’equazione (4.3) e dalla (4.15) segue allora u(z)
identicamente nulla e cid ¢ contrario a quanto abbiamo supposto per u(z).
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D

Abbiamo cosi dimostrato il teorema: se 1 ¢ un autovalore dell’equazione
integrale (4.11), il sistema (4.3), (4.4.1), (4.4.2) ¢ incompatibile.

b) Nella sez. 6 vedremo che la dimostrazione del teorema per i sistemi
(3.4.1), (3.4.2) si basa su un procedimento analogo.

5. = Un’equazione integrale fra soluzioni corrispondenti a due valori distinti del

parametro } nel caso di condizioni ai limiti
%Yi(a) + g (a) = 1. (D), Y0Y1(a) + 191(a) = §:(D) -
a) Sia y,(#) una soluzione (non identicamente nulla) del sistema

(5.1) H:(@)+ p(@)9:(@) + () y:(2) = 0,
(5.2) wyr(a) + wga(a) = 4:(b) , Yoy1(@) + 7191 () = 4.(d) ,
€ #(x) un integrale (non identicamente nullo) dell’equazione
(5.3) Z(@) + p(2)% () + [g(@) + Al2(2) =0, (2+0),
soddisfacente le condizioni
(5.4) oo 2o(@) I o 2(@) = 2,(D) Yozo(a) + v13p(a) = 2,(b) .

Se y,(w) ¢ un integrale dell’equazione (5.1) linearmente indipendente da
y.(@), posto

(5.5) w(®) = y2(2) Ga(%) — Ya(2) ()= exp ( — [ pa(s) ds)
esistono due costanti ¢, ¢, tali che

(5.6)  #(0) = (@) + eatialer) -+ Aga(a) f “’8 20(5) ds — Aya(a) f he)

w(s) 0
a a

(s) ds

e percid

(5.1)  4(@) = 0,9:(@) -+ cagale) + Agi(x) f £ 2a(s) ds — Agila) f Bt ds.
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Risulta
2o(a) = e191(@) 4 cay:(a) , Zla) = e g (a) + c:9s(a)
e per la (5.4)
2o(b) = oty 25(@) + &y 2(a) = e[ yi(a) + e gu(a)] + eo[oaYa(@) 1 o 9a(a)],

2o() = ¢, y:1(b) + ealanya(a) + 1 ga(a)]
e analogamente, partendo dalla seconda delle (5.4)

(D) = e, 9:1(b) + olopya(a) -+ o Fe(a)]

talche facendo nelle (5.6), (5.7) # =10 si hanno le seguenti equazioni

0 )
Fn® f 2 f PO 45 — caloaa(a)+ o () = 1201
(5.8) 3 ., e X
4 (®) f B s — ) f PO a5 — oulyapta) + s gale) = 0]
e da quest’ultime si ricava
e (5) 74(6) Yal@) + o b
yals) 2als 00 [@oya(@)+ o 5 _
on [t el el
: .
w0 E s Lo |

a

I1 secondo membro di quest’ultima vale

oy 40 (= ) 5a(6) F (@) o0 — o) ga(@) - w(B)] =

— oufexp ( | p(s) d8)] [tpo— ctos + exp (— [ p(s) ds)]
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e percio

b

b [
(5.11) A fgl—%)%@ ds=¢, [exp(fp(s) ds)] [oclyo——oc,,yl—l— exp(——fp(s) ds)] ,

a (3 a

e le (5.9), (5.11) esprimono le condizioni necessarie e sufficienti perché la z,(x)
soluzione dell’equazione integrale (5.6) soddisfi il sistema (5.3), (5.4).
Posto

(5.12) | H = (c;7,— otoy1)(€xp j'bp(s) ds)+1

'equazione (5.6) diventa

-3
(=,
(5.13) 2o(@) = €,y1(®) + co(1 — H)yu(w) + A f 1(:(8)3) %(s) ds
con
k(w, 8) = y(@) ya(s) per a<s<z<b,
(5.14)
k(w, s) = ys(@) 1 (s) per a<z<s<b,

e abbiamo cosi dimostrato il teorema: condizione necessaria e sufficiente perché
fissato il parametro A esista una z,(x) che soddisfi le (5.3), (5.4) & che esistano
due costanti ¢,, ¢, per le quali z,(z) soddisfi I’equazione integrale di seconda specie

(5.13), e le due condizions

b

/'Lf %:66) 2o(8) ds = ¢, H
w(s)

®
(5.15) /‘lf Y2(s) (5) ds = e | aglfa(a) + o yala)  yu(b)
w(s) 0 w(d) | Yo¥a(a) + y172(@) Ya(b) ’

a

6. - Il teorema generale per il sistema (5.3) (5.4).

a) In questa sezione vogliamo dimostrare il teorema: se p(2), ¢(») sono
continue in [a, b], se y,(») é una solugione (non identicamente nulla) del sistema
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differenziale

(6.1) () + p(@) (@) + q@)y(x) =0,

(6.2) ay(a)+ ad(a)=yd), yoy(@) +y:y(@)=7(@d), (%;c,Po,y: costanti)

se yo(@) & un integrale della (6.1) linearmente indipendente da 1,(x), se A & un
autovalore dell’equazione integrale a nucleo di Schmidt

w(s)

b
(6.3) w(@)= A j e 8) sy ds

k(x, 8) = 4:(%)Ys(s) per a<s<w<b, k(@ s) = ¥2(2)y:(s) per a<s<s<b
(6.4) w(@) = 4:(#) §(®) — Yo() F2()
allora il sistema
(6.5) Zo(@) + P (@) %o(@) + [g(@) + A20(®) =0,
(6.6) oy 2o(@) + otiZo(@) = 2(D) y Yo#o(@) + Y220(a) = Zo(b)

¢ imcompatibile (z,(x) & identicamente nulla).
Per dimostrare questo teorema daremo in b) un lemma che occorrers in ¢}
per il caso H =0 e in d) per il caso H 0.

b)i) Vale il seguente lemma: se p(x), ¢(x) sono continue in [a, b], se y,(x),
yo(@) sono due integrali lincarmente indipendenti dell’equazione

(6.1) J+p@)y+qa)y=0
se z,(@) soddisfa Uequazione integrale

b

(6.7) Zo(w) = Cy (@) + Cuya(@) + lf

a

I(z, §)
w(s)

Z(s) ds , (2=0),

1(®, 5) = 9:(2)92(s) Der a<s<w<b, k(®, ) =ya()y(s) Per a<w<s<b,

w(w) = Y. (@) §o(®) — Yo(@) 92(%) (04, O, costanti)
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se 0,0, =10, Ci+ 0750, ¢ se 1 (15£0) ¢ un autovalore dell’equazione
b

u(w) = lfk(w’ #) u(s) ds

w(s)

a

(u(x) non identicamente nulla) allora z,(x) ¢ identicamente nulla.
Cost pure se €, = C, =0, e uno degli integrali

b 3
Y4(8) Y2(8)
w(s) 2(s) ds, w(s)

(6.8) 2(8) ds

¢ nullo si ha allora z,(x) identicamente nulla.
Si ha infatti

P

y

2 b
w(z) = Ay, (@) Ya(s) u(s) ds -+ Ay,(x) f 18 u(s)ds,

w(s) w
(6.9) 1 ‘o ,
w(w) = Ay () fﬁ((: wu(s) ds - Agf.(x) ‘Z;g; u(s) ds,

e u(xz) come abbiamo gid osservato in sez. 4 b) soddisfal’equazione differenziale

(6.10) i+ (@) (2) + [g(@) + Alu(@) =0 .
Se 0, =0, 0,50 [C;, =0, C,5=0] Pesistenza di una soluzione dell’equazione
integrale non omogenea (6.7) implica

13

b
Ya(s) w(s)ds =0, [ fyl(s) u(s) ds = 0]

w(s) w(s)

a

e per le (6.9)
u(b) = (b)) =0 (w(a) = w(a) =0),

il che implica per la (6.10) u(z) =0, mentre u(x) non & identicamente nulla.

Infine se €, = €, =0 sostituendo nella (6.9) ad u(x) z(z) e tenuto conto
che uno almeno degli integrali (6.8) ¢ nullo si ha z,(a)=%(a)=0, oppure
2,(b) = 2,(b) = 0 e percid z,(x) identicamente nulla.
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b)ii) Dal lemma ora dimostrato segue che nel caso di (4 C;#0 per
ogni z(2) non identicamente nulla che soddisfi le (6.7) le due costanti Cy, C,,
a causa della indipendenza lineare di y,(z), yg‘(m), sono univocamente deter-
minate e non nulle.

¢) Il caso H = 0.

¢)i) Ammettiamo dapprima per assurdo che per il considerato valore
di 2 il sistema (6.5), (6.6) abbia I'indice di compatibilita 2, esistono allora due
soluzioni 2z,(x), Z(x), linearmente indipendenti, del sistema (5.3), (5.4) per le
quali essendo H = 0 risulta per la (5.15)

k(z, s)

(6.11.1) 2o(®) = ey y1(@) + eay.(w) + J w(E) Zo(s) ds

. ‘ b

{x, s) _
(6.11.2) () = By} -+ Baal) + 2 f Dz s,
€y, Csy Gy, Cp costanti,
b b

; 11(8) o Y1(8) o

(6.12) f 0 () Zo(s) ds =0, f w(e) Zo(s)ds =10,

e in virtu del lemma dimostrato in b), non essendo z,(®), Z,(») identicamente
nulle le costanti ¢, ¢,, ¢;, G, sono tutte diverse da zero.
Posto

(6.13) ‘ Cr2(®) — €120 () = 2(%)
dalle (6.11.1), (6.11.2) si ricava

[
2(x) == (CyCo— €1 C5)¥a(2) + )‘f 762(::(, ;o’)

(s)ds .

Se fosse ©,6,— €8, = 0, per il lemma dimostrato in b) essendo

b
fy/l(s) 2(s)ds=0,

w(s)

a

#(zx) dovrebbe essere identicamente nulla e per la (6.13) 2,(@), Zo(w) dovrebbero
essere linearmente dipendenti il che non é.
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Se poi ¢,6,—e¢;6,5% 0 per lo stesso lemma dimostrato in b), #(x) dovrebbe
essere identicamente nulla e ancora z(z), Z,{x) dovrebbero essere linearmente

dipendenti.
Concludiamo quindi che per il considerato valore di 2 il sistema (6.5) (6.6)
non pud avere ’indice 2.

¢)ii) Proveremo ora che per il considerato valore di 1 il sistema (5.3),
(5.4), (6.5), (6.6), neppure ha P’indice 1 ed esso & quindi incompatibile.
Sia z,(w)

b

k ’
(6.14) 2(@) = 141 (@) -+ coya() -+ Zf ff(s;) 2o(s) ds
b
(6.15) f i’;g;%(s) ds=0,

a

la soluzione (a meno di una costante moltiplicativa) del sistema (5.3), (5.4).
Nella (6.14) le costanti ¢,, ¢, per quanto abbiamo detto in b)ii) sono en-
trambe diverse da zero.
Anziché partire dal sistema [y,(2), 7.(2)] partiamo ora dal sistema (7. (),

Fa(@)]

(6.16) ¥2(2) = ya(@) 4 Iy ()

dove I & una costante. La soluzione z,(z) del sistema (5.3), (5.4), poiché

(@) yu(x) 4 hy(w) _ y(x)  yalx) — w(z)

(@) Yo(@) -+ k() gu(w)  ga(w) |
avra la forma

b —
k E]
(6.17) 20(2) = B194(2) + () + f o Do) ds
con
k(w, s) = Y3 (@) [7=(8) + hy1(s)] per a<s<z<b,

k(w, s) = [9:(%) - hya(m)]ya(s)  per a<w<s<b,
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con Ty, ¢, costanti. Resta soddisfatta la (6.15) e da

b x b

A.f ch(,,w(;) 25(8) ds = Ay (@) f{jg; 2o(8) ds -+ Ay,(2) fyz;:) 2o(s) ds -
i az 2 ,,
+ 27&?/1(@] Z;g; 2o(s) ds + Ahy(w) Z:EZ; 2(s) ds
risulta
b b
2 f ES?S )S) zols) ds = A f k:(j”(; )s) 2ols) ds

e la (6.17) si serive

k(m,s)y
w0(3) 2y(s) ds

b
%wbﬂa+mmmm+@mm+wf

la quale confrontata con la (6.14), poiché y;(x), ¥.(x) sono linearmente indi-
pendenti, da
Co==0Cp, Gt he, =0y,

e se prendiamo k= ¢;/c, ne viene che ¢, =0, e il sistema delle (6.17), (6.15)
da per 2 (@)

oo sy s, (et 0)
w(s)

2o() = €Ys(2) + 4 f

e allora per il lemma dimostrato in b) dovrebbe aversi z(z)=0.
Abbiamo cosi dimostrato che se H == 0 il sistema (6.5), (6.6) per il consi-
derato valore di 4 & incompatibile.

d) Il caso H 0.

Poiché H == 0, tenuto conto della (5.12) e della sez. 2, b) segue che il sistema
(5.1), (5.2) ha Pindice di compatibilitd 1, e cosi pure supposto che il sistema
(5.8), (5.4) sia possibile esso avra lindice di compatibilita 1.

Come abbiamo detto nella sez. b per z,(z) valgono le (5.13), (5.15) e pos-
siamo subito notare che & ¢,(1 — H)3~ 0, perché in caso opposto per il lemma
dimostrato in b)i) & z,(z) =0.
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Invece di partire dalla soluzione [y, y,] per arrivare alla (5.13) partiamo
dalla soluzione [y,, ¥, + ky,] dove % & una costante. Si avra per z,(z) (deter-
minata a meno di una costante moltiplicativa)

b

(6.18) (@) = By (@) + Bo(1 — H) o) + 2 f d

(x,8)
=) Zo(s) ds

dove ¢,, €, sono costanti, w(s) = w(s)

k(, 8) = y1($)[y2(s) + hya(s)] per a<s<a<bh,
Tc(ﬁa §) = [Y2(2) + hy1(s)]yu(s) per a<e<s<h.
Si ha
b_ b ]
k@, s) o oo k(a, s) TN O
).f ) Zo(s) ds = }{f w6 Zo(s) ds - /‘Lh_a/l(.c,f (o) z(8) ds ,

e per la (5.15)

b

1]
Tz, ) . [ k@, 8) o )
(6.19) J =) Zp(s)ds == A [ () zo(8) ds + hHeyy, () ,

e la (6.18) da

b
k(z, 8)

Zo(®) = [y hHe, + W1 — H) &,y (z) + Co(l— H)ys(2) + 2 Zo(s) ds

G

w(s)

e confrontando con la (5.13) e tenuto conto dell’indipendenza linea,i‘e di gy (),
ya(2) risulta €= e,5 0, ed anche &+ hHe,+ (1 — H) &= &, + he, = ¢,. Se sce-
gliamo allora & = ¢,/¢, nella (6.18) (relativa alla coppia ., 7,) risulta &= 0 e
per il lemma dimostrato in b) ne viene z,(z) = 0, il che non &.

Sommario.

Per il sistema lineare
¥(@) + p@) g(@) + [g(=) + Hy(x) =0,
™*) %y(a) + o« y(a) + Boy(®) + frg0) =0,
voy(@) + yy(a) + Sy (b) + 6,5() =0,
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p@), q@)e € in [a, b], X parametro, «,, ..., 6;, costanti, con la mairice

%) a B B
Yo M1 3, d;

di caratteristica 2, si dimostra che esistono valori del parametro . per i quali il sistema
¢ imcompatibile.

Ilesistensa di tali valori & tacitamente ammessa melle opere dedicate alle Equazioni
Differenziali Ordinarie quando si inizia lo studio dei sistemi (*), e Uopportunita di darne
subito una dimostrazione mi fu segnalala dal compianto K. Cech.

% % %






