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GIOVANNI BATTISTA RI1zzZA (%)

Funzioni para-olomorfe nelle algebre reali. (**)

ad AxToNIo MAMBRIANI per il suo 75° compleanno

1. - Introduzione.

In questo lavoro si propone la considerazione di una nuova classe di funzioni
(funzioni para-olomorfe) in una gqualunque algebra A di dimensione finita n sul
campo reale (%).

In luogo delle classiche equazioni di CAUCHY-RIEMANN dell’algebra dei
numeri complessi le condizioni che qui vengono introdotte (n. 5) appaiono
formalmente analoghe a quelle considerate da G. C. Mo1sIiL e R. FUETER nel-
P’algebra dei quaternioni, successivamente da me estese ad un’algebra qua-
lunque (condizioni di regolaritd) (2). .

La differenza essenziale consiste nel fatto che le condizioni di para-olomorfia
sono indipendenti dalla scelta di una base nell’algebra ¢ consentono quindi di dar
vite ad una teoria di natura intrinseca (Osservazione O;, n. 3).

11 desiderio di costruire una teoria invariantiva suggerisce di riguardare
Palgebra A come wvarieté contro-affine (n. 2) e di pensare le costanti di molti-
plicazione di A relative ad una base {u,} come componenti di un tensore
(Osservazione O, n. 3), c¢id che consente tra Paltro di ritrovare per via tenso-
riale aleune note proposizioni di teoria delle algebre (Preposizioni P, P,, n. 3).

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universith Parma, Ttalia.

(**) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazionale
Strutture Algebriche, Geometriche e loro Applicazioni. — Ricevuto: 8-VI1I-1974.

() Di aleuni risultatiin questo indirizzo di ricerca ho dato notizia in una
conferenza tenuta a Milano nel 1973, attualmente in corso di- pubblicazione (n. {13]
della bibliografia).

(*) Vedi p. es. R. Furrer [8], G. B. Rizza [11]. Attualmente la teoria delle
funzioni regolari consta di numerosi lavori con risultati e applicazioni interessanti.
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L’interesse della nozione di para-olomorfia appare gia dalla considerazione
di aleuni casi particolari. Si osserva ad esempio al n. 6 che, nell’algebra dei
numeri complessi C (piwe in generale nelle algebre di dimensione due con unita)
¢ nell’algebra dei quaternioni T, le funzioni para-olomorfe della variabile x coin-
cidono rispettivamente con le funmzioni monogene ¢ con le funzioni regolari di
Mo1siL-FUETER relativamente perd alla variabile coniugata T.

Con riferimento poi ad un’algebra generale A le proposizioni P,, P,, P;, P,
del n. 7 consentono di concludere che insieme delle funzioni para-olomorfe a
sinistra, o destra in un aperto U di A é uno spazio vettoriale su R, anzi una
algebra. su R quando A sia commutative.

Per le funzioni para-olomorfe si stabiliscono inoltre un teorema integrale
(n— 1)-dimensionale di tipo CAUCHY (n. 10) e un teorema inverso analogo a quello
di MOoRERA (n. 11). Entrambi sono formulati in modo indipendente dalla scelta
di una base nell’algebra, mercé la considerazione di un conveniente omomor-
fismo dell’algebra nel gruppo abeliano delle (n— 1)-forme esterne, rignardate
a meno di un fattore non nullo (n. 9).

Un esame dettagliato delle algebre 2-dimensionali con unitd e dell’algebra
dei quaternioni mostra che il teorema integrale ottenuto al n. 10 & di tipo
essenzialmente nuovo; da esso tuttavia nelle algebre ora accennate si possono
dedurre teoremi integrali di struttura pit vicina a quella nota nella letteratura
(n. 12).

2. - L’algebra 4 come varietd centro-affine.

Sia A un’algebra di dimensione finita », sul campo reale R, x un suo ele-
mento (3).

Se {u,;} & una base in A4 pud seriversi
(1) T = 2 u; (@' eR) (%) .

Sia J Papplicazione iniettiva di 4 su R® definita da

J:w (3, ..., 2.

Si consideri in A la topologia immagine della topologia ordinaria di R" me-

diante Papplicazione J-1. A4 diviene cosi uno spazio topologico di HAUSDOR¥FF

(%) Per le nozioni generali sulle algebre si veda 8. Scorza [15]; vedi anche A. A.
Avserr [1], J. H. M. WEDDERBURN [16].
(%) Qui e nel seguito si fa uso della convenzione di EINSTEIN.
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e J un omeomorfismo di 4 su R". La coppia (4, J) & una carta loecale di 4;
A & quindi una varietd topologica (°).
La centro-affinith di R", ciod le trasformazioni di R" del tipo

9

(2) o' =ala’  det(af)s=0 (%),

con a}"eR, costituiscono uno pseudogruppo I (R™ di trasformazioni di R".

Costruito, a partire della carta (4, J), atlante completo in relazione allo
pseudogruppo I',(R*), Palgebra A diviene una varictd differenziale a strutbura
centro-affine.

Si noti che le strutture di spazio topologico di HAUSDORFF, di varieta topo-
logica, di varietd centro-affine, introdotte nell’algebra 4, hanno carattere nIrin-
seco, cioé non dipendono dalla base {u;} fissata in A.

Invero, il cambiamento di base

(3) Uy = Aot U, det (a5) £ 0,
k k k

da luogo sulle componenti dell’elemento # alla relazione (2), con le al' sod-
disfacenti alla

: .
(4) a’z s = Clr s apay, =8, () ;

questa osservazione consente di pervenire all’asserto senza difficolta.

3. « 1l tensore y.

T8 utile notare che algebra A, pensata come spazio wvettoriale, ¢ canonica-
mente isomorfa allo spazio langente l’ alla varietd contro-affine A nel pumto z.

Si consideri infatti Iisomorfismo tra A e T che alla base {u,} di 4 fa cor-
rispondere la base naturale {¢;} di Ty relativa alle coordinate locali a7, Si prova
subito che Pisomorfismo definito non dipende dalla base scelta in 4.

In conclusione, ad ogni elemento &= £/u; di A corrisponde nell’isomor-
fismo un elemento di Ty} le &7 sono quindi componenti di un vettore di T,
nella base naturale {e;} a T,.

Si consideri ora 'algebra ‘tensoriale relativa a T B utile Dosservazione

(3) Per le nozioni di geometria differenziale si veda 8. KOBAYASHI e K. Noarzu [9].

(“) E comodo per il seguito serivere semplicemente o, w,, Viw’ ... in luogo di
x4, Uy, pi, . vedi por es. J. A. ScuouTEN [14], I

() Le matrici (aj )» (@k,) che intervengono nspettlva,mente nelle (2) e (3) sono dunque
contragredienti. Ctr. p. es. N. Boursaxi [4], p. 89.
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O, — Le costanti di moltiplicazione yi, dell'algebra A in relazione alla base
{u;} sono le componenti di un tensore Qi T* ®T* ® T nella base ottenwia per
prodotio tensoriale a partire dalla base natumlo {e} ai T

Per la dimostrazione basta osservare che nella base {uk,} ottenuta dalla
base {u,} mediante la (3), le costanti di moltiplicazione y7,. sono date da

ELAE Y T L
Varwr == O Ogr O V3 (5) .

Denotato con y il tensore di cui all’osservazione O, (tensore di moltiplica-
zione), ¢ immediato rilevare che la relazione

Gly @y)=7dy®yp) ()

traduce la proprietq associativa dell’algebra, mentre la eventuale simmetria
di y negli indici di covarianza equivale alla proprietd commutativa.

Poiché, come si ¢ visto, le #7 somo componenti di un vettore di Tg, 1a
quantith yj.a7, i, @t (parametri sinistri ¢ destri di @ (1°)) sono, rispettivamente
le componenti di due fensori di T* @Tx, dipendenti da .

Proseguendo in questo ordine di 1dee d1 natura tensoriale si ritrovano rapl-

damente alcune note proposizioni.

P, — I determinanti sinistro e destro, 'D(x), D'(x), relativi ad un elemento x
dellalgebra, sono indipendenti dalla base {u,}.

P, — Le tracce sinistra ¢ destra, 't(x), t'(x), relative ad un elemento z del-
Ualgebra, sono indipendenti dalle base {u,}.

Si ricordi anzitutto che 'D(z), D'(w) ¢ 't(x), ¢'(x) sono, rispettivamente, i
determinanti e le tracce delle matrici

X = (Vil:wr) ’ X'= (y’!‘rwr) ’

rappresentazione sinistra, destra dell’elemento o di 4.

(8) Cir. p. es. G. Scorza [15], (5) p. 302.

(*) ¢ & Pomomorfismo di contrazione relativo allo j-esimo indice di contravarianza
¢ al k-esimo indice di covarianza.

(*°) Per le nozioni di teoria delle algebre, che intervengono qui e pil avanti, si veda
G. Scorza [15], n. 184-193; ved. anche A. A. Avperr [1], p. 218 e [2], p. 16-18.
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Cid premesso, per giungere al risultato basterd provare che 'D(w), D’(x),
"H(a), (@) sono degli scalari. Questo, d’altra parbe, risulta immediatamente
dalle relazioni

1
! _ E: T 3 T,
D(a}) - n! 8" "'jﬂe e knyﬁ.hal T yr::knmn
1
! e o By .. B, 7 T, 3, T,
'D (.’13) - nl 811...1,-,8 ! ”Vhirlm‘ b '}/h:'"w Yy
! e a8 ’ S
t(m) - yr,m', ¢ (m) - ,y‘rmr’

quando si tenga presente che i simboli di Ricer ¢, , g 7a gono componenti
di tensori relativi di peso — 1, -1, rispettivamente ().

4. - Fungzioni in 4.

Si consideri ora una funzione y = f(z) di classe C* in un aperto U di A ed
a valori in A. Cid significa che, in relazione alla base {w,}, le componenti y*
di 4 sono funzioni di classe C* delle componenti x/ di z nell’aperto JU di R».
Le (3), (2), (4) mostrano che questa definizione non dipende dalla base {u,}.

Ta funzione y determina nell’aperto U della varietd centro-affine 4 un
campo vettoriale; precisamente, ad ogni punto & di U si associ il vettore di T'y
di componenti y’”’(g}l, ..y 27) nella base naturale {¢,}. 11 campo vettoriale & di
classe C7,

Sussiste 1’osservazione

0, — Sulla varieta centro-affine A le derivate (ey”[ o), g Sono le componentt
di un tensore di Tg ®T’§ nella base ottenuia per pffodotto tensoviale a partire
dalla base naturale {e,} di Ty.

Si consideri infatti il cambiamento di base

— oF &
G = Oy 0 det (af) 7= 0,

in T Esso pud considerarsi indotto dal cambmmento dl coordinate locali (2)
e corrlsponde, nell’isomorfismo di cui allinizio del n. 3, al cambiamento di

() Ved. p. es. K. Yawo [17], p. 3 ¢ J. A. Scumourex [14], p. 2.
)
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base (3) dell’algebra. Ne viene che, in ogni punto z di U, le componenti del
campo vettoriale y = f(x) sono legate dalla relazione

v @Y, e = a (e

da questa segue
oyx! " dy*
%Y :.a,ﬁ agl i. (22)
oz’ |z 0x? Jz
[+ (=]
¢id prova Passerto.

Al variare di @ nell’aperto U il tensore di cui sopra genera un campo ten-
soriale di classe €°.

5. = Funzioni para-elomorfe.

Le premesse fin qui sviluppate consentono ora di dare la definizione di para-
olomorfia. Precisamente la funzione y=f(z) si dird para-olomorfa a sinistra, a
destra nel punto z di U, quando sia rispettivamente

oyr oy

(5) a*w’“j')’;kzo’ %j'}’gr:()y

con h, k=1, ..., n, le derivate intendendosi calcolate in z.
Conviene sottolineare ’osservazione

0, — Le condizioni (5) hanno caratiere intrinseco, indipendente cioé dalla
base {u,} dell’algebra.
Alla O, si perviene subito, notando che, in virtd delle osservazioni 0,, 0,,

ciascuna delle (5) esprime Vannullarsi di un vettore covariante.
Rispettivamente equivalenti alle (5) sono le condizioni

% i oy’
(6) o Vet =0, 5

- Ve ? =0,

con z arbitrario in A.

(**) Cfr. J. A. Scuoutex [14], formula (3.6) p. 70, tenendo conto che nel caso
attuale le derivate 92%/8s® = af' sono costanti.
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Si considerino ora la mafrice jacobiana J = (Sy*[cx?), relativa al punto ,
¢ le matriei ‘'Z, Z' rappresentazione sinistra, destra dell’elemento z di A (n. 3).
La condizione di para-olomorfia a sinistra, a destra diviene

(7) Tr(J'Z)=0, Tr(JZ')=0
dove Tr denota la traccia e z é un arbitrario elemento di A.

Infine, & facile riconoscere che la para-olomorfia a sinistra, a destra della
funzione y = f(x) in ogni punto dell’aperto U pud anche esprimersi in-termini
di forme differenziali e precisamente con le condizioni

oy" . oyr
o PRt =0, 5 Vae dat =0,

@)

nell’aperto U.
Se I'algebra A é commutativa le funzioni para-olomorfe a destra sono anche

para-olomorfe a sinistra; e viceversa.

6. - Casi particolari.

Vengono qui considerate le funzioni para-olomorfe a sinistra, a destra in
aleune algebre notevoli. I risultati che seguono mostrano che in queste algebre
la classe delle funzioni para-olomorfe a sinistra, o destra é strettamente collegata
ad alcune note classt di funzioni.

a — Algebra dei numeri reali (4= R).

Posto u, = (unitd dell’algebra), si ha y}, =1 onde le (5) si riducono a
oyYfomt = 0. In definitiva le funzioni para-olomorfe in un aperto connesso st
riducono alle costanii.

b — Algebre di dimensione due, con unita.

Si riducono a tre casi (4 =4,, con ¢= 41, 0) (**). Conviene porre u, = u
(unitd di 4,) e scegliere #, in modo che u,u, = eu,.

Cid premesso le () si riducono a

By | oyt oy* oy®

0.

oxt | ow® ox® o

(%) Sulle algebre A, si veda per esempio L. BassortI e G. B. Rizza [3], n. 2, 3, 6.
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In definitiva, le funzioni para-olomorfe in queste algebre somo le funzioni anti-
monogene, cioe le funzioni monogene della variabile coniugata T o, ¢id che &
lo stesso, le coniugate delle funzioni monogene.

Si noti che in corrispondenza al valore ¢= —1 si ha lalgebra complessa
(A_;=0C) e che in C monogeneitd e olomorfia sono sinonimi.

¢ — Algebra dei quaternioni (A = T).
Sia {u,} Pordinaria base nell’algebra dei quaternioni I La (5), diviene

oyt oy* oy® oyt
it at ot =0,

ox? om® ozt

—er— =+ =0
0%  oxt  oxt O ’
9) )
oy + o s oyt 0
o® | owt  oat a2 )
oyt oy® oy® oyt 0

| %t a® | ot et

Si riconosce quindi che le funzioni para-olomorfe a sinistra in I sono le funzioni
anti-regolari a sinistra, cioé somo le funzioni regolari « sinistra nel senso di
Morstr-FUETER, ma relativamente alla variabile eoniugata T (14).

Dalle (9) segue ancora che la coniugata # di una funzione para-olomorfa
a sinistra & una funzione regolare a destra secondo Mois1L-FUBTER; e vice-
versa.

Analogamente per la para-olomerfia a destra.

Conviene sottolineare che l'ultima osservazione consente di caratterizeare
in modo intrinseco la classe delle funziowi regolari a destra, a sinistra relativa
alla ordinaria base dell’algebra dei quaternioni ().

Cid & immediata conseguenza del fatto che la mnozione di para-olomorfia
a sinistra e quella di coniugio nell’algebra I' sono indipendenti dalla scelta
di una base (2%).

(**) Ved. p. es. R. FunrERr [8], p. 310. In un’algebra qualunque e con riferimento
ad una qualunque base, ved. G. B. Rizza [11], p. 172.

(*) Una diversa caratterizzazione deriva dal teorema <, del n. 6 del lavoro [7]
di P. DexToNI ¢ G. B. Rizza.

(%) Si tenga presente la osservazione O, del n. 5 e il fatto che nell’algebra I' il
conjugio & I'unico anti-morfismo involutorio ¢ con la proprietd = -- p(z)€ Ru, essendo
w Punitd di T
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11 risultato segnalato ha interesse in quanto la definizione di funzione rego-
lare a destra, a sinistra fa intervenire esplicitamente una base fissata nell’al-
gebra, e la classe delle funzioni regolari a destra, a sinistra varia al variare
della base scelta (7).

d — Algebra delle matrici reali di ordine m (A= M,,).

8i ha dim A = n = m? Si consideri la base costituita dalle matrici u, ;) .,
(p, g=1, ..., m) con elementi tutti nulli, salvo quello appartenente alla riga
p-esima ed alla colonna g-esima, che vale 1.

Ielemento «# di M, & dunque la matrice

xt e o

il)"”'l . x?m
r =

glm—1)m+1 am?

Si riconosce che le costanti di moltiplicazione sono tutte nulle, salvo che

(p-Dm+ — .
')’(:—1)7:1+2.(q—1)n:+r— 1 (p,q,r=1,...,m) .

La condizione (5); di pera-olomorfia a sinistra diviene quindi

oy? aymw aym(m—l)+<1
(10) 5; DT + awm(m-l)+r =

’

con q,r=1,...,m.
Le (10) possono compendiarsi in una unica relazione tra matrici jacobiane

‘}/1 T ym(an—1)+1 . ym2
(11) J (a;l .. mm) + + J (wm(m—1)+1 .. gpmt =0.

Dalla (11) appare che nelle algebre delle matriei, 1a classe delle funzioni
para-olomorfe a sinistra risulta piuttosto ampia.
Analoghi risultati per la para-olomorfia a destra.

(*"y Sui cambiamenti di base che lasciano invariata la classe delle funzioni rego-
lari a destra, a sinistra ved. G. B. Rizza [12] ¢ P. Dexroxi [6].
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7. = Primi risultati.

Dalla (5) seguono immediatamente le proprieta.

P, — Le costanti dellalgebra A somo funzioni para- olomm fe a sinistra ¢ a
destra in 4.

P, — La somma di funzioni para-olomorfe a sinistra, a destra ¢ wna funzione
para-olomorfa a sinistra, a destra, rispettivamente.

Siano ora y = f(x), 2= g(w) due funzioni di classe C* in un aperto U di A.
Posto w = yz, con riferimento alla base {u,}, si ha w"= ", y°2*. Pertanto

ow o(y* )
(12) Py e Vh = VYaVh 37!

e tenuta presente la proprietd associativa dell’algebra
ow” g :
Dt yrk ynr ytk (5’ t 4 a} ) .

Ne discende la proprietd

P; — Il prodotto w=ya di una funzione para-olomorfa a sinistra per una
costante dell’algebra ¢ una funzione para-olomorfa a sinistra. Analogamente, per
il prodotto w = az con ipotesi di para-olomorfia a destra.

Si ottiene ancora

Py — Se Valgebra ¢ commutativa, il prodotto di funzioni para-olomorfe & una
funzione para-olomorfa.

Invero, nell’ipotesi attuale, la (12) pud secriversi

ow” oy? ozt

aw,'}’rh = Vsc'}’kr"“ # At Ve vh— P

ox?

Di qui, tenuta presente la proprietd associativa dell’algebra, si perviene subito
all’asserto.

Sulla base delle proprietd dimostrate & facile concludere che I’insieme delle
funzioni para-olomorfe a sinistra, a destra in un aperto U di A & wno spazio
vettoriale su R, anzi un’algebra su R nell’ipotesi che A sia commuiativa.

8. - Algebre riducibili e para-olomorfia.
Sia A somma diretta delle sottoalgebre 4, 4; ciod A=A @ A. Ogni &
1 2 1 2

di 4 pud seriversi univocamente nella forms,

(13) =+,
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con « in A, e per ogni ¥, z di A risulta
¢ i
(14) Yz =Yz + Yz,
11 22

con fz/, z in A Posto n, = dlmA risulta n = 2, + %,y

Scelta una, base {uk} in A (k =1, ..., n;) si consideri in 4 la base {u,} dove,

S

1
Uy, == Uy, ovvero Ug == Uy s

secondo che k<mn,, ovvero n,<<k<n. Ne segue

15 o = z* 0vVero o = g™
1 2 !

per k<n, n,<<k<n
Indicate con ?hk le costanti di moltiplicazione di f;i, dalla (14) segue subito

1 i—ny

(16) Vi = Vi ovvero Ve = Vh—n,, Eny ?

secondo che j, h, k<n, ovvero n,<<j, h, k<n, e y,i=0 negli altri casi.
La topologia 7 di A (n. 2) & prodotto delle topologie 7;, 7., indotte da T
in {1, ﬁt rispettivamente. Sia ora U un aperto di {1 (1=1,2) ed U= UXU.
i 1 2
In base alla (13), una funzione y = f(z) definita in U & somma delle funzioni
(m, ) definite in U.

Clb premesso sussiste la proprietd

P, - Se y é para-olomorfa a sinistra, o destra in U, le funzioni Y sono para-
i
olomorfe a sinistra, a destra nella variabile w M U e ViCeversa.

Per la dimostrazione, si tengono plesen’m la (13) le osservazioni sulle ¢!,
le (15) e le analoghe per y. Per ogni k,<ny, 1,<<ky,<n risulta

oyn
6J i oyn I

= ’l el
27 7 = i Vi T o Vi
1

oY ™

ay P ayr, Y 2
yrk — 'yh — 'yf:—"x

ot 2 oxfs Tk dxfa—m S ratn kg ?

2

15
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dove si intende che r,j; percorrano gli interi 1, ..., n,; mentre #,,j, percorrano
gli interi n, -+ 1, ..., n.

Dalle relazioni ottenute segue subito Passerto nel caso della para-olomorfia
a sinistra. L’altro caso ¢ del tutto analogo.

9. - L’olomorfismo p.

Sia ora I lo spazio vettoriale su R delle (»— 1)-forme esterne, definite
sulla varietd centro-affine 4. Si consideri in F'»—* la relazione di equivalenza R
cosf definita:

Per ogni coppia di elementi o', " di "™ ¢é o' R’ se e solo se esiste
una costante reale non nulla 1, tale che w' = .

Si indichi con f""“l il gruppo additivo quoziente I'"~1/Z%. Gli elementi di
F»=1 sono dunque le (n —1)-ferme riguardate a meno di un fattore di pro-
porzionalitd non nullo.

Cid premesso, si consideri 'omomorfismo tra gruppi additivi

(17) 0: A > It

definito da

1
(18) o{x) = ["T' Bley g da?r A ... A dcc’n—1] y

le g essendo gli ordinari simboli di RrIcer.
(LI ey

T bene notare che omomorfismo g non dipende dalla base scelta nell’algebra.
Invero, poiché le &, ,  sono le componentidiun tensore relativo di peso

— 1 (%), passando alla base {u,,} data dalla (3), la forma entro parentesi quadre
nella (18) si altera solo per il fattore non nullo det (aj').

10. - Teorema integrale.

L’omomorfismo g, introdotto al n. 9, consente di ottenere un teorema inte-
grale di tipo CAUcCHY.

(*8) Ved. nota ().
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T, — Se y=y(x), #2=2(®) sono funzioni para-olomorfe, rispettivamente a
sinistra ¢ o destra, in un aperto U di A, risulla

(19) Jo=0,

dove o ¢ un’arbitraria (n— 1)-forma della classe di equivalenza p(yz) ¢ V. 4
un qualungue (n— 1)-ciclo omologo a zero in U nell’omologia di classe C* a sup-
porto compatto.

11 teorema si stabilisce in questo modo.

Poiche o € p(yz), risulta

2
0 = — yi yreFeth o mmldph AL Adats-,
e

con A opportuna costante reale non nulla. Segue

A oy* 2:*
dow = o Vel == &+ v == | &y, in—r da"AdTh A AP

ox” v ot

A causa dell’emisimmetria dei simboli di Riccr e dei prodotti esterni
darAda: A .. Ada’»—1 ¢l 51 pud limitare a sommare rispetto ad indici §j; ... fus
tutti diversi e ad indiei #j, ... j,., tutti diversi. In altri termini §j; ... J.; e
771 +ev Jn_y DOSsono riguardarsi come permutazioni degli interi 1,2,...,n. Ne
segue 7= §.

Dlaltra parte, fissata una permutazione jj, ... J,_, degli interi 1,2, ...,#;
risulta

2T dw NdzhA . \AEPn-1 = da? A Adam .

In definitiva si ha:
(20) do =1 (y,m——zk + v v ) dot A Adan

quindi nelle ipotesi di para-olomorfia a sinistra, destra relatlve ad y, # rispetti-
vamente, risulta dw=0.

Segue finalmente l’asserto, in virtt del teorema generale di GREEN-
STOKES (7).

() Ved. p. es. A. Licuxerowicz [10], p. 174. Ved. anche H. Carran [5], p. 92.
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Conviene ora accennare a qualche caso particolare.

Se @ ¢ una costante dell’algebra, in virtt dell’osservazione P;, si pud sce-
gliere z = a. Il teorema T, diviene allora un teorema di tipo C auchy per le
funzioni y para-olomorfe a sinistra. In particolare si pud assumere a = u,
(k=1, ..., n) essendo {w,} una base di 4. Se l’algebra ¢ dotata di units destra ',
si pud scegliere & = u'; in questo caso o appartiene alla classe o(y).

Analoghe considerazioni per le funzioni 2z para-olomorfe a destra.

11. - Teorema del tipo di Morera.

11 teorema T) del n. 10, con riferimento ad una sola funzione, pud inver-
tirsi nel modo seguente.

Siano ay, ..., a, costanti di 4, linearmente indipendenti. In relazione ad
una funzione y = f(x) definita in un aperto U di A si considerino » arbitrarie
(n—1)-forme w,, ..., w,, appartenenti rispettivamente alle classi di equiva-
lenza g(ya,), ..., o(ya,).

Ci6 premesso, sussiste un teorema del tipo di MORERA; precisamente

T, ~ Se y=f=@) ¢ di classe C' in un aperto U di A e, per ogni

{(n—1)-ciclo V,_, omologo a zero in U, risulia

fa)t:() t=1,...,’n;
7,

n—1

allora la funzione y= f(z) é para-olomorfa a sinistra in U.

Un analogo teorema sussiste in relazione alla para-olomorfia a destra.

Per la dimostrazione si noti che I'ipotesi sulle a; consente di scegliere come
base {u,} nell’algebra A proprio quella costituita dalle a;, cioe¢ di porre
U;=a; (Jj=1,...,n).

Posto ora z= a,, risulta 2°= 6%. Dalla (20) segue

oyt
do, = A, yi, 5:/:177 daip... Adam,

con A,5= 0.

A questo punto un classico ragionamento permette di concludere che, nelle
ipotesi del teorema, in ogni punto di U risulta dw,= 0. Poiché ¢ & un qua-
lunque intero dell’insieme {1,...,%}, in ogni punto di U sussistono le (5)y3
¢id prova asserto.
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12. - Casi particolari.

Conviene terminare considerando alcune algebre particolari ¢ dando in
queste la formulazione esplicita del teorema del n. 10.

b — Algebre di dimensione due, con unitd.

Con la notazione del n. 6, si riconosce subito che, per le funzioni para-
olomorfe y = y(x) in un aperto U di 4,, il teorema integrale T, diviene

(21) [ yrder— y2dat =0,
1 4%

dove V, ¢ un qualunque ciclo unidimensionale soddisfacente alle ipotesi indi-
cate al n. 10 (2°).

Si noti che un analogo teorema sussiste anche per la funzione yu,, anche
essa para-olomorfa in base alla proprietd P; del n. 7.

Utilizzando la (21) e la relazione analoga, corrispondente al caso ora accen-
nato, si perviene subito al feorema integrale

(22) | fyde=o0,

Vi
del tutto simile a quello classico per le funzioni monogene (21).
11 risultato non sorprende, tenendo presenti le osservazioni del n. 6. In

luogo di dw = dw'w, -+ do® u, interviene qui il coniugato dw= dz'u,— dz2u,,
nozione questa che nelle algebre 4, pud introdursi intrinsecamente (22).

¢ — Algebra dei quaternioni.

Con riferimento alla classica base dell’algebra I' dei quaternioni (n. 6), &
facile riconoscere che il teorema integrale T, diviene

J @a'— g2t — P2 — ytet) dat AP Aot
Vs

_ f (y1z2 + yzzl__}_ ysz4_ y4zs) dwl/\dws/\dm“—]-
Vs

=9 + [ @ — et 4 e o e dotAdarAdat +
1£]

—_ J‘ (ytet -+ Y2t — gt 2t + gyt detAdat A da® = 0,
Vs .

(*) Basta assumere #=u;==1 (unitd di 4,) e tener presente la (18) con n=2. "
(?Y) Ved. p. es. G. B. Rizza [11], p. 184.
(?*) Ved. L. Bassorti e G. B. Rizza [3], n. 3.
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essendo y = y(@), #= 2(x) funzioni para-olomorfe a sinistra e a destra rispet-
tivamente, in un aperto U e ¥V, un ciclo 3-dimensionale omologo a zero in T.
Analoghe relazioni si ottengono considerando in luogo di ¥ = yu, le fun-
zioni yu,, yus yu,, anch’esse para-olomorfe a sinistra in virtd della proprietd P
(n. 7).
Dalle quattro uguaglianze cosi ottenute discende senza difficoltdy un teo-
rema integrale pitt compatto. Precisamente

T, — Se y=1y(®), 2=2z(x) sono funzioni para-olomorfe, rispettivamente &
sinistra ¢ a destra, in un aperto U di T, visulta

(24) [zdXy=0,

1€

dove

dX = u, de?Adad Adat — u, A Adax3 Adat -
+ wy dat Ade? Adat — u, detAda Ada?,

e Vi & un qualunque ciclo di dimensione tre, omologo a zero in U nell’omologia
di classe C' a supporto compatio.

11 teorema ora ottenuto & del tutto simile a quello ben noto per le fun-
zioni regolari nel senso di MoIsiL-FUETER (23).

Questo fatto appare naturale alla luce delle osservazioni del n. 6. In luogo
di dX interviene qui il coniugato d_X (34).
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