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GIANFRANCO PANELLA (%)

Le immagini epimorfe di un M-piano archimedeo. (**)

Ad AxrtonNio MAMBRIANI per il suo 75° compleanno

1. = Introduziene.

Un piano proiettivo ordinato zz & un M-piano rispetto al suo punto = e
alla sua retta U, con w¢ U, o, se si vuole, & (u, U)-M-piano (in breve: &
M-piano), se, detti p un suo punto e P una sua retta, s risulta:

1) (p, P) transitivo, con p € P, quando e solo quando pe U e P=p U u,
2) (p, P)-semitransitivo quando p¢ P, peU e ueP.

J. AxprE ([1]; [2]) e J. C. D. 8. Yaqus [9] hanno stabilito che se si fissa
U M-riferimento (o, u, v, ¢) dell’(w, U)-M-piano = (*), il sistema cartesiano ordi-
nato O(+, o; <) delle coordinate di & in quel riferimento si desume da un
corpo ordinato K = K(+, -; <) e da un suo elemento positivo e diverso da
uno, %, ponendo K(+4; <)= C(+; <) in quanto gruppi additivi ordinati,
woy = wky se @,y <0 e woy =gy altrimenti (»,ye () (*). F. BARTOLOZZI ha,
implicitamente, stabilito ([4]; dimostrazione del Teorema 2.1 e Lemma 2.2)
che il corpo K & indipendente, in quanto corpo ordinato, dall’M-riferimento
che si considera, precisando che ogni M-sistema che fornisce coordinate a 7
(in un suo M-riferimento) & ordinatamente isomorfo all’uno o all’altro degli
M-sistemi che si desumono, secondo quanto gid specificato, da un unico (%)

(*) Indirizzo: Via Battistello Caracciolo 57, 80136 Napoli, Italia.
(**) Ricevuto: 2-VII-1973.

(*y M-riferimento significa o,ve U.

(3) Nel seguito, diremo un tale sistema cartesiano ordinato un M-sistema e, per
ricordare la maniera in cui si ottiene, scriveremo K= K (+,0; <) in luogo di
O(+, 0; ).

(®) A meno di isomorfismi che conservano 'ordinamento.
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corpo ordinato X e da un unico suo elemento positivo e diverso da wuno, k,
oppure dal suo elemento k. Ne deriva che ad un M-piano & associato un unico
corpo ordinato K e che ha senso definire M-piano archimedeo un BM-piano per
il quale il corpo ordinato K sia archimedeo.

J. AxpRrE ([3]; Teorema 5.1) ha classificato i piani proiettivi che sono
immagini epimorfe di un (%, U)-M-piano archimedeo z in un M-epimorfismo,
ossia in un epimorfismo nel quale I'immagine del punto # non appartenga
all’immagine della retta U; pitt precisamente, ha provato che tali piani sono
(7 e) tutti e soli i piani proiettivi ai quali forniscono coordinate i campi residui
di posti (propri) ¢: K — K’ U {co} del campo ordinato archimedeo K definito
da 7, ove si pretenda che ¢(k)=1.

Nasce, cosi, il problema, posto implicitamente da J. ANDRE ([3]; inizio
del §5), di classificare le immagini epimorfe di un M-piano archimedeo in
epimorfismi che non siano M-epimorfismi.

In questo lavoro risolviamo tale problema, dimostrando che ogni piano
proiettivo che sia immagine di un M-piano archimedeo in un epimorfismo &
anche immagine di quel piano in un M-epimorfismo; talche, le immagini epi-
morfe di un #-piano archimedo s sono tutti e soli i piani proiettivi classificati

‘d@ J. ANDRE in quanto immagini M-epimorfe di zz. A conclusione del lavoro,
per completezza, forniamo un esempio di epimorfismo di un M-piano archi-
medeo che non € un M-epimorfismo del piano.

2. - I posti di una classe di sistemi cartesiani.

Per evitare ripetizioni, conveniamo di adottare il linguaggio e il simbolismo
precisati da . BARTOLOZZI 2l n. 0 di [4], rinviando a G. PIoRERT [5] per ulte-
riori informazioni. Iniziamo, quindi, ponendo la

Definizione 1. Siano C(+4, o), C'(+, o) sistemi cariesiani (*). Un posto
(proprio) di C(--, o), con sistema cartesiono residuo C'(--, o), & un’applicazione
suriettiva @: C— €' U {oco} che werifica le condizioni seguenti (nelle quali a, b,
z,ye0):

P @(0)=0, ¢(1)=1;
(P2) se gla), ()7 o0 & p(a+ b) = g(a)+ ¢(b) e p(acd) = p(a)op(b);

(*) Nel seguito, avremo a che fare, contemporaneamente, con pill sistemi cartesiani;
indicheremo sempre con woy il prodotto dei loro elementi, tenuto conto che P'identitd
di serittura non potra provocare equivoci. Riserveremo la serittura zy al caso in cui
il sistema cartesiano che si considera ¢, per ipotesi, un corpo.
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(Py) se p(a)7 0o, gp(b) = oo & p(a+b) = ¢(b-+ a) = co;

(Py) se g(a)s=0, p(b) = o0 & g(aod) = p(boa)= co;

(Ps) se g(x) = 0o, p(— aox+ bow)s= o0 & g(a) = @(b);

(Ps) se p(a) = oo, gpacw—aoy)s= 00 & @(@) = @(¥);

(P;) se box -+ aoy = aowx, p(a) = p(&) = @(box) = @(acy) = oo deve risultare

@(b) = oo oppure ¢(y) = oo.

La definizione precedente deriva dalla teoria dei posti degli anelli ternari
fondata da L. A. SKorNJAKOV [8] e rielaborata da J. ANDRE [3]; anche un
isomorfismo ¢: € — (' si pud considerare come posto (banale).

Da notare che se € & un corpo, un suo posto (proprio) & caratterizzato dalle
condizioni (P,), ..., (P,); inoltre, nell’ipotesi precisata, il sistema cartesiano ',
residuo di C rispetto al posto. (proprio), risulta un corpo (efr. J. AXDRE [3]).

Premesso ¢id, siano K = K(+, -; <) un corpo ordinato, —P l'insieme dei
suoi elementi negativi, de—P, k€ K con 0 <k e k1. Con tali dati, ¢ indi-
viduato, intanto, 1’ M -sistema K, =HK (-, o; <) desunto dal corpo ordinato K
e dal suo elemento %, secondo quanto precisato nell’introduzione. In pil, con
i medesimi dati, si consideri la funzione f: —P ——P definita ponendo f(z)=a
se ge—P e d<z, fl)=(x— )k + d=2ok-+ d(1 —k) se xe—P e v < d. Sia,
inoltre, K; o= K4+, 03 <) la struttura algebrica il cui gruppo additivo so-
stegno coincide con il gruppo additivo sostegno K(4-; <) del corpo ordinato K
(in quanto gruppo ordinato) e la cui moltiplicazione ¢ cosi definita (se ,ye
EKls,d):

woy = f(w)y se x,y <0,

woy = xy negli altri casi.
Per precisare la natura di tale struttura algebrica, stabiliamo il seguente

Lemma 1. La struttura algebrica Kk,a == Kk’a(—}—, 0; <) & un sistema car-
tesiano ordinato.

Dimostrazione. I sufficiente controllare che la funzione f & funzione
di rifrazione del corpo ordinato K (nel senso di L. PROFERA [6], Definizione 3)
e applicare il Teorema 2 di[6]. '

Lemma 2. Siano ¢: K, oru {oo} un posto (proprio) del sistema carte-
stano ordinato Kyz= Ky q(-+, 05 <) e a'€ O'. Se il corpo K ¢ archimedeo, esiste
we kK, 4 tale che x<d ¢ p(z)=2a'". ‘
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Dimostrazione. Si consideri un elemento y di K4, non nullo, per il
quale risulti @(y) =0 = @(—y) (°). Sia, inoltre, ze K, 4, per cui gpr)=2". Il
gruppo additivo ordinato sostegno del corpo ordinato K ¢ archimedeo, quindi
esiste un intero n tale che @ =z ny <d (%) e risulta ¢(z) = ¢(z)=2a'.

Lemma 3. Sia @: K, ,;— 0" U{co} un posto (proprio) del sistema carte-
stano ordinato K, = K, o(-, o; <) per il quale si abbia p(d) = co. Se il corpo
K ¢ archimedeo, risulta p[d(t —Ek)]=0 e @(k)=1.

Dimostrazione. Proviamo, anzitutto, che g(k)== co. Supposto ¢(k) = oo,
kok=' =1 (") comporta 0= @(k™)=@(—k™); sia ve K,  tale che v <d e
p(w) e ¢’ (un tale x esiste in virth del Lemma 2). Risulta

0 = glwo(—k™)] = pl—a 4 d(l —Ek)],

quindi oo 7= g[d(1 —k™')] = ¢[(—d)o(k*—1)] che ha come conseguenza, poiché
@(d) = oo, p(k~*—1)= 0 che contraddice @(k~') = 0; in conclusione, & (k)% oco.
Se si considera # € I, ; con ¢ < d e p(x) =0 (z esiste, al solito, per il Lemma 2)
si ha

0 = plwo(—1)] = p[—ak + d(k—1)] .

Da qui, essendo @(—ak)=—o¢(xok)=—[@(@)op(k)]= 0 si deduce, intanto,
gld(1 — k)] = 0. Inoltre, 0 = @[d(1— k)] = ¢[(—d)o(k—1)] comporta, poiché
p(d) = oo, p(k—1)=10, ossia ¢@(k)=1.

Teorema 1. Siano K= K(+, -; <) un corpo ordinato archimedeo, k,d = K
con d<<0, k=1 e positivo. Si considerino il sistema cartesiano ordinato K; 4=
= K o(-+, 05 <) e U M-sistema K, = K,(+, o; <) desunto dal corpo K e dal
suo elemento k. Con tali dati, le seguenti affermaziont

(a) @ Kps— C'U{co} & posto (proprio) del sistema cartesiano K, 4 ¢ risulta

‘P(d) = 00,
(b) @: K—>0C"U{co} ¢ posto (proprio) del corpo K e risulta ¢(d)= co e
pld(l —k)] =0,

() Un tale y esiste: infatti, se a€ X, , per cui p(x) = oo, sia y I'elemento di K, ,
definito dall’uguaglianza moy = 1. E y+ 0 e p(woy) = 1 comporta, per (P,), o) = 0.

(®) » non & necessariamente positivo; ny ha il consueto significato in K(-).

(") Ora e nel seguito, se x & elemento di un sistema cartesiano sul cui insieme sostegno
sia definita anche una struttura di corpo, indicheremo con z~! 'inverso di z nel corpo.
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(¢) @: K,—C'U{co} & posto (proprio) dell’ M-sistema I, e risulta ¢(d)= oo
¢ pl(—d)o(k—1)]=0,

sono equivalenti.
Dimostrazione. Stabiliremo l’equivalenza di (a) con (b) e di (b) con (c¢).
(a) ¢mplica (b). Per il Lemma 3, ¢(k) =1 e ¢[d(1 —k)]= 0. Dobbiamo,

ancora, provare che I'applicazione ¢: K — (' U {oc} & un posto del corpo K,
ossia che verifica le condizioni (P,), ..., (P,) della Definizione 1. Poiche

I o435 <) = K(+3 <)

in quanfo gruppi additivi ordinati e si ha aob=ab se a, be K =K, , ¢ se
non risulta contemporaneamente a << d e b < 0, per ottenere quanto dovuto
sono sufficienti le verifiche che seguono.

Siano a,be K con a<d e b<<0: & @(ab) = p(a)op(b) se ¢(a), @(b)* oco.
Infatti,

plab) = plao (k=7 b) + (d—dk)o(—Ek~'D)],
P(—k71D) = gk~ o(—b)] = p(k ") op(—b) = ¢(—b) = — @(b) # o©

e, in conseguenza,

p(ab) = p(a)op(k~"b) + pld(1 — k) Jog(—k~*d) = p(a)op(b) .

Siano a, b€ K con a<d e b<<0: & p(ab) = oo se g(a)*0 e @(b)= oo.
Infatti, se fosse g(ab)s= co si avrebbe ‘

plab) = — p(— ab) = —gla(—b)] = — plac(—d)]#* o,

quindi @[ao(—b)]5~ co con @(a)#= 0 e @(—>d) = co poiche @(b) = co. Analoga-
mente, si prova che se a, b K con ¢ <<0 e b <<d risulta p(ba) = co se @(a)7*0
e ¢(b) = oo (%).

(8) 11 corpo I, ordinato e archimedeo, & commutativo; pertanto, questa ultima
verifica & inessenziale. Ma qui e nel seguito eviteremo, quando sard possibile, di sfruttare
la commutativitd di X, poiche il problema che risolviamo in questo lavoro si pone, piii
in generale, per gli M -piani non archimedei. Le immagini epimorfe, in un M-epimor-
fismo, di un qualunque M-pianc sono state classificate da F. Barrorozz [4].

13
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(b) emplica {a). Essendo @(d)=co e p[d(i—Ek)]=0 risulba k)= 1.
Dobbiamo stabilire che Papplicazione @: I, y— ' U {co} & un posto del sistema
cartesiano I = K;q(--, o; <), ossia che verifica le condizioni (Py),..., (Pr)
della Definizione 1. Per quanto gii osservato nel corso della presente dimo-
strazione, possiamo limitarci a effettuare la verifica dovuta solamente per quelle
tra le (Py),..., (P,;) che si riferiscono a prodotti oy di elementi di K, , con
r<<de y<<O.

Se a,be ;4 con a<<d e b<<0 risulta

@(aob) = @[ (ak + d(1 —E)) b] = p(a)op(d)

se @(a), p(b)s= co poicheé, in tal caso, plak+ d(1 —Ek)] = ¢(a) ove si tenga conto
chep(k) =1 e ¢[d(1 — k)] = 0;inoltre, p(acd) = @[(ak + d(1 —k))b] 5= oo & afler-
mazione falsa se @(a)s*0 e @(b) = oo: infatti, da quella affermazione e da
¢(b) = oo deve seguire 0 = glak -4 d(1 —k)] = ¢(a). Analogamente, si prova
che, se @(a) = co e @p(b)+# 0, deve essere p(aoch) = co. Pertanto, sono valide le
condizioni (¥,), ..., (P,).

Verifichiamo (Ps) (*): se a, b, € K, 4 risulta ¢(a) = ¢(b) nelle ipotesi ¢(—ao
o -+ box) 5= oo e @(x) = oco. Dobbiamo discutere i casi in cul << 0 e non si
abbia 0<a, b. Supposto a << d, 2 <0, d<b (le altre possibilita si discutono ana-
logamente) si trova

oo £ p(— aox + box) = @[ (—ak — (1 —k) -+ b) x] e plz) = oo

ne deriva ¢[(b—ak)—d(1 —k)]= 0 che, poiche @[d(1—Fk)]=0, permette di
agserire g(b—ak) = 0. Se @(b) = co deve essere p{— ak) = oc, ossia @(a) == co
poicheé (k) =1, e, allora, risulta ¢(a) = ¢(b). Se, invece, ¢(b)7% co deve essere
co =4 @(b) = ¢(ak) = @(a), sempre perche g(k)=1.

Concludiamo, verificando (P): se a, b, », y€ K, , per i quali risulta box 4
- aoy = aox con ¢(b)s= oo e g(a) = p(z) = @(box) = p(aoy) == co, deve essere
@(y) = oo. Essendo gla) =¢@@) =00 & a, =0 e p(a?) = p(z~!) = 0. L’ugua-
glianza box -+ aqoy = aox, scritta usufruendo della moltiplicazione del corpo K,
moltiplieata a sinistra per a=! e a destra per ¢, fornisce

(I) o™ bl 4 a7 AL — k) 4 ko yo 4 a7t A1 — Kyt = Ey 4 a7 d(1 — k)
ove k; (¢=1,2,3) & uguale ad 1 oppure a k, in dipendenza degli elementi

a,b,m,y A K, ,. Ne deviva, ¢(k,) =1 e ¢[d(1—Fk;)]=0 (i==1,2, 3); se fosse
o(b), p(y) = oo i sei addendi della (I) avrebbero, nella ¢, immagine in €', anzi

(*) La condizione (Pg) si verifica analogamente.
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ciascuno di essi, ad eccezione di k;, avrebbe come immagine nella ¢ lo zero
di ¢’ mentre risulterebbe ¢(k,) = 1: (b}, p(y) 5= co avrebbe come conseguenza,
pertanto, la coincidenza dello zero e dell’identita del sistema cartesiano ¢’

(b) ¢ equivalente o (¢). In riferimento al corpo K(--, +; <) e all’ M-sistema
K, {4+, o; <) si osservi, anzitutto, che nell’ipotesi (b) risulta @(k)=1 poiche
@p(d) = oo e @ld(1 —k)] = 0; inoltre, si ha ¢[(—d)o(k—1)]= @[d(1—%)]=0.
Viceversa, supposta valida la (¢), si trova ¢[d(1—Fk)] = ¢[(—d)o(k—1)] = 0.
Con tali premesse, Pequivalenza di (b) con (c) deriva dai risultati di J. ANDRE
([3]; Teorema 5.1).

3. - Gli epimorfismi di un J/-piano archimedeo.

Conservando, in relazione al linguaggio e al simbolismo che adotteremo,
la convenzione assunta all’inizio del n. 2, ci limitiamo a ricordare quanto segue
(rinviando a J. ANDRE [3], per le dimostrazioni): )

(a) Se 7 & un piano proiettivo, un epimorfismo f: 7w —=' da = al piano
proiettivo 7' ¢ definito da applicazioni suriettive f, (f.) dai punti (dalle rette)
di 7 ai punti (alle rette) di =’ tali che: se p & un punto di =, P una sua retta
e se risulta p € P deve essere f,(p) € f(P). Per non appesantire il simbolismo,
seriveremo f in lunogo di f; e di f,, senza timore di ambiguitd. I riferimenti
(0, u, v, €), risp. (o', u',v', ¢'), di m, risp. =’, sono associati nello epimorfismo
fim—a se f(0) =0, f(u) =, f(v) ="', j(e) = ¢

(b) Siano f: 7 — =z’ un epimorfismo di piani proiettivi, (o, %, v, ¢) un rife-
rimento di m, e si supponga che (o'=[(0), ¥’ = f(u), v'=f(v), ¢’ == f(e)) risulti
riferimento di z'. In tali condizioni, se m & piano (v, ¥ U v)-transitivo, &’ deve
essere, intanto, (v', u’ U o')-transitivo. Inoltre, l’epimorﬁsmé f, per restrizione,
definisce un’applicazione

p:{o U} —{v}—{o' UT}.

Tenuto conto che {o U v} — {v}, risp. {0’ U v} —{v'}, risultano sostegno dei
sistemi cartesiani C(-}, o), risp. C’(4, o), che forniscono coordinate a i,
risp. 7', nei riferimenti (o, %, v, €), risp. (0, w', v', ¢'), s’individua Papplica-
zione ¢: 0 — ¢’ U {oo} che & posto (proprio) di C(4, o) quando f non & un
isomorfismo. Per il seguito, interessa ricordare che, se teu U, se f(1) =7,
se t=v e se t = (d) (deC; ossia, d & la coordinata di ¢ nel riferimento (o, u,
v, ¢)) risulta @(d) = co.
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(¢) Viceversa, se C(+, o) e O'(+, o) sono sistemi cartesiani, ogni posto
(proprio) ¢: 0 — €’ U {co} definisce un epimorfismo (non isomorfismo) f: 7z(C) —
—n(C") dal piano proiettivo z(C) costruito su € al piamo proiettivo 7(C’) eo-
struito su € e, in f, i riferimenti ((o, 0), (0), (00}, (1, 1)) di =(C) e ((o, 0), (o),
(00), (1,1)) di #(C’) risultano asscciati. In pil, se p & un punto di w(C) non
appartenente alla sua retta (o) U (c0), se p = (@, y) con z, y € 0, se o(x), p(y) 7~ co
risulta f(p) = (p(2), p(y)); mentre se p appartiene alla retta (0) U (o0), se risulta
p=1(d) con deC e se g(d) = oo, si ha f(p)= (o).

Per risolvere il problema della classificazione delle immagini epimorfe di un
M-piano archimedeo, stabiliamo, innanzitutto, i seguenti Lemmi 4 e 5.

Lemma 4. Siano 7w un M-piano ,(o,u, v, ¢) un suo M-riferimento, ¢ =
= C(+, 05 <) P M-sistema che fornisce coordinate a 7= in quel riferimento, p €
eulUv con p=(m)e 0<m<1 (meC). In tali ipotesi, esistono un corpo ordi-
nato I = K(+, -5 <) ¢ due suoi clementi k, d con k=1, o <k, d< o, tali che:

(I) Il sistema cartesiano ordinato F = F(-+, o; <) che fornisce coordinate
a v nel riferimento (0, p, v, e} é il sistema cartesiano ordinato K va= K a(-+, 05 <)
¢ in tali coordinate risulta u = (d),

(II) DM -sistema C(+, o; <) é isomorfo all’ M-sistema K, ='K,L.(+, 0; <).

Dimostrazione. Iniziamo provando I'affermazione (I). Se w = (o U e)N
N (# U v), le coppie di punti v, w e p, w della retta « U v non si separano nel-
Pordinamento del piano 7, poiché 0 < m < 1; ne deriva, per quanto stabilito
da L. ProrerA [7] che =,,,, pianc affine ordinato desunto da s assumendo
 J v come retta impropria, ¢ un M;-piano rispetto alla terna (o, p, v) ().
Pertanto, F(+, o; <) & M;-sistema e, in conseguenza, si desume da un corpo
ordinato K = K(+, -; <) e da una sua funzione di rifrazione f, ponendo
F(+; <) = K(+; <) come gruppi additivi ordinati, zoy = f(z)y se z,y <o e
woy = wy altrimenti, quando x, y € K (cfr. [6]; Teoremi 1 e 3). L’ipotesi che
7 & M-piano rispetto alla sua terna di punti (o, %, v) comporta, (cfr.[7]), che
flo)=2 se 2e K e d<z <0, f(z)=(v—d)k+ d se zeK e x<d, con d, k
opportuni elementi di K, 0 <k, ks41, d < 0; in pil, si ha u= (d) nel riferi-
mento (o, p, v, ¢). Si sono, cosi, individuati il corpo K(+, -; <) e i suoi ele-
menti k e d, provando ’affermazione (I).

Per provare la (II), siano (o,a) un punto di o Uv (con ae& C), scritto
nelle coordinate che gli competono in relazione al riferimento (o, u,v,¢), e
h(a) Velemento di K, (che, in quanto insieme, & K) definito pretendendo

10) E all'insieme p delle sue rette che hanno direzione appartenente al segmento
4 PP g
della retta » U v di & che contiene w e ha come estremi i punti v e p.
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che (o, h{a)} rappresenti il medesimo punto nelle coordinate desunte dal rife-
rimento (o, p, v, ¢): in tal modo & definita un’applicazione bigettiva h: € — K.
Tenuto conto che, per quanto gia stabilito, risulta « == (d) nel riferimento
(0, p, v, €) e usufruendo delle operazioni grafiche che definiscono 'addizione e
la. moltiplicazione di C(4-, o; <C) si prova che risulta, se a,beC,

Ma + b) = h(a)+ h(b),

hMaob) = h(a) k(1 —ad)~*h(b) se Rh(a), R(D)<<O,

R(aod) = h(a)(1 —a)~*h(b) altrimenti (**). Se identifichiamo ¢ con K, come
insiemi, mediante la &, C(+; <C) si identifica, quindi, con XK(-}; <) come
gruppo ordinato (!*) mentre risulta, se a,be K = 0, aodb = ak(l —d)~'b quan-
do a, b <o, aodb = a(l —d)~'b altrimenti. Sia K'= K'(+, %; <) il corpo ordi-
nato desunto dal corpo K pretendendo che K'(+; <) = K(+; <) come grup-
pi ordinati e che risulti, se a,be K'=K, axb = a(l —d)~*b, talché 1 —d ¢
I’identita del corpo K’. La trasformazione identica dell’insieme sostegno di
K fa coincidere € con K' (come insiemi), fa coincidere C(--; <<) con H'(+; <)
come gruppi additivi ordinati, e risulta, sea, be K'=Cese k'= (1 —d)ke K’,
aol = axk'sh se a, b << 0, aob = axb altrimenti: ossia, I’ M-sistema C{4, o; <)
¢ isomorfo all’¥-sistema che si desume dal corpo ordinato KH'(--, *; <) e dal
suo elemento positivo %' (poiché k'== (1 —d)k & k'21—d). Dobbiamo pro-
vare, per stabilire (II), che gli AM-sistemi K,(4, 0; <<) e K;,(—f—, o; <C) sono
isomorfi; ma cid accade, per quanto stabilite da F. Barrerozz ([4]; Lemma
2.2) se e solo se esiste un isomorfismo s: K — K’ dal corpo ordinato XK al cor-
po ordinato I’ che comserva ’ordinamento e trasforma l’elemento %k nell’ele-
mento k. Un tale isomorfismo, tenuto conto che K e K' coincidono come
gruppi additivi ordinati e che risulta d <o, si definisce ponendo s(z) = (1 —d)x
se e K.

(*Y). 81 tenga presente che se O(+,0; <) & I’ M-sistema delle coordinate di m» nel
riferimento (o, u, v, ¢) e se a, bEo U v con a,bs* v, i punti ¢, d di o U v che, in quel
riferimento, hanno come ordinata rispettivamente la somma e il prodotto delle ordi-
nate del punto ¢ e del punto b si ottengono con le seguenti costruzioni grafiche (ove
si ponga w=(oue)N (WUD)): se t=(Uw) N (aun), s={lUuv)n (Guw) risulta
e=(UuyNnouv);sem= (avu)n(ev), g= buu)n (ove), r=(0oum)N (guUv)
risulta d = (r U u#) N (o U v).

(*%) Infatti, (v U e)N (o U ), identitd di C(+, o; <), ha coordinate (o, 1—d) nel
riferimento (0, p, v, ¢) e d<<0 in H(4; <) = K, 4(4; <); ne deriva, 0o < a in O(+; <)
se e solo se o< h(e) in K(+;<).
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Lemma 5. Siano z un (u, U)-M-piano, f: 7w —>x' un epimorfismo e risulti
f(u) e f(U). Bsistono due punti distinti, p ¢ g, del piano x tali che:
HuepUyg,
2) se v=(p YN U, risulla {(v)5f(p)+f(g) # [(v),
3) le coppie di punii di m u,v e p, g non si separano nell’ordinamento che
compete al piano.

Dimostrazione. Sia X una retta di x contenente u per la quale si
abbia f(X)=X's{(U)= U’ e siano p’, ¢ punti di X' distinti tra loro e di-
sinti da «'=f(u)e U'. Per quanto provato da J. ANDRE ([3]; Teorema 3.2)
esistono due punti p, ¢ della retta X tali che f(p)=7p’, f(¢) = ¢'. Ne deriva
che ¢ wepUgq e che risulta, se v=(p Uq)N T, f(v) =u'sf{p) = flq) '
Se o, ¢’ sono punti di n’ con o'e U, o's4u’, ed ¢'c0’ Up’, ¢'5= o', p’ siano
0, ¢ punti di =, con o U ed esoUp, per i quali si abbia f(o) = o, f(e) = ¢'.
In tali condizioni ¢ individuato un posto (proprio, poiché f(u)e f(U)) ¢: C —
— 0" U {oo}, da C(+, o; <), sistema cartesiano ordinato che fornisce le coor-
dinate a s nel riferimento (0, ¢, v, ¢), a C'(+, o), sistema cartesiano che for-
nisce le coordinate a =’ nel riferimento (o’,q’,v,¢) e il dato epimorfismo
f: 7 — 5’ si descrive mediante il posto . Nelle coordinate desunte da C(+, o; <)
8i ha v = (c0), p= (1), ¢=(0), u=(m), con meC(+,0; <) e m5%0,1. Se
m <o, i punti p, ¢ verificano le condizioni 1), 2) e 3). Se, invece, o < m si
consideri p, = (—1)ep U ¢; poiché p(—1) =—1, risulta f(v) += f(q) 5 f(p,) 7 f(v)
(quindi, p; ¥ w), ¢ u€p, U q e le coppie di punti %, » e p,, ¢ non si separano
nell’ordinamento di z: pertanto, in tal caso, i punti p,, ¢ verificano la tesi del
lemma.

Usufruendo dei precedenti lemmi, stabiliti per un qualunque M-piano (non
necessariamente archimedeo), possiamo ottenere il seguente

Teorema 2. Siano w un (u, U)-M-piano archimedeo, f: w—>m" wn cpimor-
fismo dal piano protettivo = al piano proieitivo ' e risulii f(uw) € f(U). Bsiste un
epimorfismo g: w—nt’ per il quale si ha g(uw) ¢ g(U).

Dimostrazione. Si considerino due punti (distinti) di =, p e ¢, che,
in relazione al dato epimorfismo f, verificano le condizioni 1), 2) ¢ 3) del
Lemma 5 e si ponga f(p)=1p’, (g} = ¢/, f(v) = H{u) = o= »" (avendo v il signi-
ficato ad esso attribuito nel Lemma 5). Se o'e U'=f(U) ed o's=v’, sia 0c U
tale che f(o) == o’. Supposto che le coppie di punti v, » e g, # non si separano
nell’ordinamento di z (%), sia ¢’ un punto di =’ tale che e’ €0’ U p',e's20/, p';

(*3) Tale ipotesi non & restritéiva, a meno di uno scambio tra p e g. Infatti, se | &
la relazione di separazione tra coppie di punti della retta w U v definita dall’ordina-
mento di %, la (3) del Lemma 5 assicura che la relazione uv|pg & falsa; pertanto, deve
essere falsa (esattamente) una delle relazioni up|qw, uq|pv.
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si consideri un punto e della retta o U p di & per cui si abbia f(¢)=-¢". Se
O(+, o3 <) & I M-sistema delle coordinate di m nel suo riferimento (o, u, v, ¢)
risulta, in quel riferimento, ¢ = (m) con me C(+, o; <) e o<m<1. Per il
Lemma 4, esistono un corpo ordinato K = K(+, -; <) e due suoi elementi
kyd (con o<k, k=1, d< o) tali che il sistema cartesiano ordinato delle
coordinate di # nel riferimento (o, g, v, ¢) & K, 4= K4+, o; <), mentre lo
M-sistema O(-, o; <) & isomorfo all’M-sistema K, = K.(+, o; <) desunto
dal corpo ordinato X e dal suo elemento k. L’isomorfismo di 0 con I, implica
Pesistenza di un isomorfismo ordinato (cfr. F. Barrorozzi [4]; Lemma 2.2)
da O(+; <) a K(+; <); pertanto, I'ipotesi che m & archimedeo comporta che
il corpo ordinato K & archimedeo. In pil, sempre per il Lemma 4, nel riferi-
mento (o, ¢, v, ¢) risulta « = (d). Se ¢'(+, o) & il sistema cartesiano delle coordi-
nate di ' nel riferimento {o’, ¢, v', €'}, Pepimorfismo f: w —x' si descrive me-
diante un posto (proprio) ¢: K, ¢— ' U {oo} e risulta ¢(d) = oo, poiché f(u)=1v".
Bssendo K corpo ordinato archimedeo, il Teorema 1 assicura che ’applica-
zione @: K, — C'U {oo} & posto (proprio) dell’ M-sistema K, e, pertanto, defi-
nisee un epimorfismo h:z’—=', se =" & (", U")-M-piano costruito sull’M-
sistema K,; in tale epimorfismo si ha h(u") & h(U"). Tenuto conto che gli
M-sistemi C e K, risultano isomorfi, & definita una collineazione dal piano =
al piano z" nella quale % ha immagine %" mentre le immagini dei punti della
retta U riempiono la retta U”. Tale collineazione, composta con I’epimorfismo &,
definisce un epimorfismo g: 7 — =z’ nel quale risulta g(u)¢g(U).

Osservazione 1. Con il Teorema 2 si risolve, nel senso precisato nella
introduzione, il problema affrontato in questo lavoro. Infatti, in virtu di tale
teorema, possiamo affermare che ogni immagine epimorfa di un M-piano archi-
medeo 7 & anche immagine M-epimorfa di z; pertanto, tutti e soli i piani proiet-
tivi che risultano immagini epimorfe di 7 sono quelli classificati da J. ANDRE
([3]; Teorema 5.1) in quanto immagini M-epimorfe di . Si tenga conto che,
per quanto provato da F. BARTOLOZZI ([41; Lemma 2.3), le immagini M-epi-
morfe di un M-piano = si ottengono tutte (a meno di isomorfismi) come piani
sui sistemi cartesiani residui di posti ¢: K, — 0 U {oo}, essendo K, I’ M-sistema
delle coordinate di = in un suo M-riferimento fissato.

Osservazione 2. Il seguente esempio garantisce lesistenza di epimor-
fismi di un M-piano archimedeo z che non sono M-epimorfismi. Siano @ il
campo razionale, s un numero reale positive e trascendente (sopra @), K = @(s)
il campo estensione di @ mediante s, ordinato dall’ordinamento dei reali. Sia
@: K —@Q U {oo} il posto (proprio) di K definito pretendendo che ¢ risulti banale
sul campo razionale e che si abbia @(s) = 0. Risulta, quindi, p(s+1)=1 e
Papplicazione ¢: K, —@Q U {co}, dall’M-sistema desunto dal campo ordinato
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archimedeo K e dal suo elemento positivo s +1 =Fk=1, & per quanto sta-
bilito da J. ANDRE ([3]; Teorema 5.1), un posto (proprio) di K, che, avendo
il campo @ come sistema cartesiano residuo, individua un M-epimorfismo
frow—m(Q) dall’ M-piano = definito da K, al piano proiettivo n(Q) lineare sul
campo razionale; il piano n & M-piano rispetto a un suo punto % e a una sua
retta U: risulta f(u)&f(U). Sia k: 7z(Q) — =’ un epimorfismo dal piano =(Q) ad
un opportuno piano finito =, nel quale si abbia Af(u) € kf(U); componendo §
ed h si ottiene un epimorfismo g: 7 —=x’ che non & un M-epimorfismo, aven-
dosi g(u)e g(U).
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