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T. MANACORDA (%)

Una osservazione

al riguardo dei vincoli interni in un solido. (**)

Ad AxtoNio MAMBRIANI per il suo 75° compleanno

1. — Lo studio dei vineoli interni in un continuo non ha certo origini recenti;
posso citare, per i solidi, le ricerche di POINCARE [6] e esposizione di HEL-
LINGER [5]. SIGNORINI, poi, introduce [7] sistematicamente un tipo di vincolo
interno termodinamico, anche se riserva la maggior parte della trattazione sus-
seguente al caso isotermo.

L’argomento, tuttavia, & stato ripreso di recente in relazione al grande
sviluppo che la teoria matematica dei continui ha conoscinto negli ultimi trenta
anni [9]. Posso citare la limpida trattazione di W. NOLL e C. TRUESDELL [8],
una memoria, dedicata a vincoli termodinamici, di A. E. GREEN, P. M. NAGHDI,
J. A. TrAPP [3] e due lavori, in corso di pubblicazione, di F. ANDREUSSI ¢ -
P. Popro GumnueLi [1]. Devo alla cortesia di quest’ultimo Vaver potuto leggere,
quando la presente Nota era gia sostanzialmente completa, il manoscritto di
una memoria da lui scritta in collaborazione con M. GURTIN [4], nella quale si
esamina, in ipotesi assai generali, il caso di un vincolo che si traduca in una
relazione funzionale per la storia della deformazione.

Anche la presente Nota & dedicata a questo argomento. Mi & parso tut-
tavia che non fosse inutile la sua pubblicazione, non ostante la ricerca di
GURTIN e Popio GUIDUGLI (che si basa tuttavia su ipotesi diverse) perché la
trattazione del problema & del tutto elementare. Anche qui si giunge alla con-
clusione che (almeno nelle ipotesi ammesse) non & accettabile un vineolo interno
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che resti espresso da una dipendenza funzionale dall’intera storia di deforma-
zione: se vineolo ¢’¢, deve riguardare soltanto la determinazione istantanea del
gradiente della deformazione.

2. — Indico con K, una configurazione di riferimento del corpo e con X
la posizione in essa della particella X di %, mentreriservo la notazione K, per
indicare la configurazione di # nell’istante ¢, ed x a contrassegnare la posi-
zione di X in K,. La notazione y(X,?) indica il moto di X, di modo che &

(2.1) x(t) = (X, 1)

per ogni X di & ed in ogni istante ¢ dell’intervallo in cui avviene il moto;
%, ¢ funzione di ¢ derivabile almeno due volte con derivata seconda continua
nell’intervallo di regolarita del moto.

Il gradiente di deformazione F & definito da

(2.2) F = Grady x

(2.2) F= 2%, x % = 0" [0X T .

Si tratta di un vettore doppio, a determinante sempre positivo; L’ordinario
tensore di deformazione E & legato ad F da

(2.3) C=1+2E=F'F.

Allo spazio dei gradienti di deformazione si pud dare in modo semplice strut-
tura di spazio vettoriale 7 con norma naturale data da

(2.4) |F| = Vtr FF~ .
Stante la condizione det I > 0, i vettori F appartengono ad un cono ¢ di V.

Nel seguito interverra sistematicamente 1a nozione di storia della, deforma-
zione. Con cid si intende semplicemente il vettore doppio

(2.5) Fi=F(X,t—s), 0<s <+ oco.

Indico poi con B lo spazio di BANAcH delle storie di deformazione. Conviene
distinguere, in B, lo spazio delle storie passate Bs, cioé lo spazio delle restri-
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zioni di F* alle applicazioni di (0, + cc) in V. Detta [|Fi|| la norma di F}in B,,
come norma di F* si assume

(2.6) [F) = 1F(0) 1+ [F} = [F@) |+ | FY| -

11 tensore degli sforzi di Cavcmy, T, soddisfa in ogni istante ed in ogni
punto del corpo all’equazione indefinita

(2.7 tb+ divT = pa,

con o densitd materiale in K,, b densita delle forze di massa, ed a= %, accele-
razione della particella X nell’istante ¢, Ja divergenza essendo calcolata mediante
le coordinate attuali x-T deve inoltre soddisfare alle condizioni al contorno

(2.8) Tn=f

ove n & la normale esterna al contorno di & nella configurazione K, ed f & la
densitd delle forze superficiali esterne. Le (2.6) e (2.7) vanno completate da una
opportuna equazione costitutiva. Quando essa sia del tipo

(2.9) T— 7(X, FY

5=0

ove & & un funzionale di F*, il materiale si dice semplice.
Conviene anche introdurre il tensorve degli sforzi di ProLA-KIRCHHOFF, defi-
nito, in funzione di T, da

J
T(F')* = o T(F*)—

| -

(2.10) T,=

ove J =det F e p, ¢ la densitd nello stato di riferimento.
T, soddisfa all’equazione

(2.7.1) 0+ DivT, = g,a

nella quale 1a divergenza & calcolata mediante le coordinate di riferimento X,
ed alla condizione al contorno

(2.8.1) T,N=f,

in cui NV & la normale esterna alla frontiera di # nella configurazione di riferi-
mento.
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3. ~ Penso ormai il solido soggetto ad un vincolo interno della forma
(3.1) X, Fy=10

ove I"indica un funzionale, a valori in R, della storia della deformazione. Ci si
limita a storie a norma limitata. 11 dominio di I” & il prodotto di R® per un
cono di B. Anche qui conviene, stante la (2.6), pensare I” dipendente separa-
tamente da F(t) e da F!.

Nella meccanica elementare, si chiama spostamento virtuale ogni sposta-
mento infinitesimo compatibile con la configurazione istantanea del vincolo.
Devo estendere tale definizione in modo opportuno al caso attuale.

Sia ora K, la configurazione assunta da % compatibilmente con (3.1) nel-
Pistante #, sotto 1’azione di assegnate forze di massa e in superficie, e in rela-
zione ad assegnate condizioni iniziali, e sia F* la o una delle storie inerenti
a K, e compatibili con (3.1). Converrad chiamare spostamento virtuale di &
inerente a Kt lo spostamento l%t — K, relativo ad ogni storia la quale, a par-
tire da K, conduca &% in una configurazione K, diversa da K, ).

A causa della presenza del vincolo (3.1), lo stress di CAUCHY non & pilt com-
pletamente determinato da un’equazione costitutiva del tipo (2.9). Conviene
distinguere, in T, la parte, T, determinata in funzione di F* da una conveniente
relazione costitutiva da quella, IV, che rappresenta le reazioni vincolari interne
dovute al vincolo,

+ ®
(3.2) T=T+N, T=F(X,F.

a=0

Un vincolo si dira ideale quando IV sia a potenza nulla in corrispondenza ad
ogni spostamento virtuale del corpo.

Conviene, ancora una volta, introdurre il tensore di Prora-KIRCHHOFF T,
la sua parte determinata TB, e quella dovuta ai vincoli, IV;. La condizione di
idealitdh dei vincoli si serive allora

(3.3) tr (NZAF(1)) = 0

ove AF(t) = F(t)— f«“(t) ¢ inerente allo spostamento virtuale relativo alla
configurazione X,.

(') La storia F* che conduce # da K, a K, potrebbe, naturalmente, non essere com-
’~
patibile con le equazioni di Cavcny relative a b ed f ¢ coi dati iniziali che determinano F.
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4. — Tornando alla (3.1), faccio ora ipotesi che [’ sia differenziabile se-

condo FRECHET. Anzi, pill in particolare, pensando I" funzione di F() e di F;
ammetto che sussista una regola di differenziazione del tipo

(4.1) I(X, F -+ ) — I'(X, F*) = DpI"h(t) + 6,I(X, Fi[hi) -+ o(1)
ove F -+ h ¢ un elemento di €, k! la restrizione di b, Al =h(ti—s), 0 <s <+ oo
e o(1) una guantita che tende a zero al tendere a zero di |k[ di ordine supe-
riore ad uno, 8,17 rappresenta un funzionale lineare in A!, e, infine, D,I" indica
la, «derivata » secondo CoLEMAN di [ rispetto alla determinazione istantanea
F(t) del suo argomento
(4.2) DeI'-h(t) = tr (D, I)"h)
definita da

I(Fi, Ft)y+h)=I'(F:, Ft)) + D I'(F}, F(t)) -k o(1) ().

Sia ora F* una storia prefissata compatibile con (3.1), e F* un’altra qua-
lunque storia, sempre compatibile con il vincolo. Posto ht=F e fri = AFY,
in base alla (4.1), mentre si ha
(+.3) I'x,Fy=0, I'X F)=0,
si ha anche

(4.4) X, F)—I'X, )= TX, F+ AF)—I(X, ) =

— Dy I AF(t) + 0I'(X, Ft |AF!) + o(1)
4F
e percid (cfr. (4.2))

(4.5) tr(Dg I AF) 4 0I'(X, Ft [AFYH =0 .
AF
D’altro canto, per esserc il vincolo ideale, si deve avere, per ogni AF

(4.6) tr (NZAF) =0 .

(*) Tale regola di differenziazione pud essere dimostrata quale conseguenza di oppor-
tune ipotesi, cfr. [2]. Qui, per brevitd, ho preferito postulare direttamente la validita
di (4.1).



174 T. MANACORDA [6]
Introducendo un moltiplicatore lagrangiano, si ottiene percid

(4.7) tr {[Ng — MDY 1AF} + 20X, FE|AF!) = 0
AF

identicamente rispetto a AF*. Se si considerano in particolare le storie per le
quali F(t) = F(1), per esse deve aversi identicamente

Our (X, F}|AF!) =0

la guale importa che I” non possa dipendere da F! e debba quindi ridursi ad
una funzione ordinaria di F(¢).
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Summary.

4 simple material, subject to the usual assumptions regarding its possible deformations,
cannot be subjected to any constraint expressed by a functional restriction om the gradient
of the deformation Ristory.



