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Smvio CINQUINI (%)

Sopra la continuitd di una classe di integrali

del Calcolo delle variaziomi. (**)

Ad ANTonIo MAMBRIANI per il suo 75° compleanno

In una Memoria di alcuni anni fa (1), avente come obiettivo teoremi di
esistenza dell'estremo assoluto per integrali curvilinei dello spazio in forma
parametrica dipendenti dagli elementi differenziali dei primi » ordini con n =2
e n =3, abbiamo premesso qualche risultato relativo alla continuita e alla
semicontinuitd degli integrali stessi; i quali (?), scelto, per semplicita, come

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universita, 27100 Pavia, Italia.

(**) Lavoro eseguito nell’ambitodel Gruppo Nazionale per I’Analisi Funzionale e
le sue Applicazioni. - Ricevuto: 17-X1I-1973.

() 8. Crinquint, Sopra Uesistenza dell’estremo per una classe di integrali curvilined
in forma paramelrica, Ann. Mat. Pura Appl. 49 (1960) 25-72. Nel seguito tale lavoro
verrd citato quale Memoria A.

Sembra superfino ricordare che i problemi in questione sono stati impostati in modo
da assicurare ’indipendenza dell’integrale dal parametro; successivamente per sempli-
cith, viene assunto come parametro la lunghezza s dell’arco rettificato.

(2) Per ulteriori risultati vedi:

S. CiNquinI, Un teorema di Caleolo delle warinzioni, Riv. Mat. Univ. Parma, 12
(1971), 1-19.

S. CiNQuINi, Sopra wna estensione di aleuni risultati di Caleolo delle variaziont, 1st.
Lombardo Accad. Sci. Lett. Rend., 107 (1973), 44-60.

M. BoreoaNo, Sopra una condizione necessaria per la semicontinuita degli integrali
nei problemi variazionali in forma parametrica di secondo ordine, Ist. Lombardo Acead.
Seci. Lett. Rend., 107 (1973), 473-502. '

M. BoreogNo, Sopra le condiziowi necessarie per la semicontinwild degli integrali
nei problemi variazionali in forma parametrica di secondo ordine, 1st. Lombardo Acead.
Sci. Lett. Rend., 108 (1974), 228-261.
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parametro la lunghezza s dell’arco rettificato, sono i seguenti
f%’%a) :%’?‘.Z)F(w(sb y(s), 2(s); w/(s), ?/,(8)’ z'(s); Uy Vo, 'w:.*) ds

FGo = L)F(m(s)y Y(s), 2(s); @'(8), Y'(s), 2'(8); Uy, Vo, W3 Uy, Vs, ws) ds,
y

ove, per brevitd di scrittura, abbiamo posto

v ! I i !
Uy =5 =@ ()Y (s) —"(s)y'(s)
;" I3 Vs ¥ s
() v o= =952 —y(9)7(s) ,
‘u ' " ' ’
W, = = = 2'(s)x"(s) —&"(s)z'(s),
R
d v I m ¥/ 7
Uy =7 7= 2'(8)y"(s) —a"($)y'(s) ,
II “_dl__l P Tl m! (a
(ID) v = 5 =Y —y ()2 (s)
d n I o\ milt BNl
L Wy = o=2 (8)a"(s) —2"(s)a'(s) ,

ed ¢ sottinteso che R~ ¢ la flessione e 2, u, v sono i coseni direttori della binor-
male.

Recentemente gli integrali Jf%’(’n, per # >3 hanno formato oggetto di un
grupypo di lavori di N. BErruUTI ONESTI (%), e, per quanto si riferisce alla semi-
continuita, nella propria profonda indagine PA. ha rilevato anche un nuovo
risultato valevole nel caso » =3 (*): ogni integrale quasi regolare positivo semi-
normale & semicontinuo inferiormente sopra ogni curva avente lunghezza posi-
tiva.

(®) N. BerruT1i OxEsTI, Sopra una classe di problemi variazionali di ovdine n, Ann.
Mat. Pura Appl., 91 (1972), 129-161.

N. BErRrRUTI ONESTI, Sopra la semicontinuitd di wna classe di integrali curvilines
per problemi variazionali di ordine n, Ist. Lombardo Accad. Sci. Lett. Rend., 106 (1972),
365-396.

N. Berruri ONESTI, Sopra Uesistensa dell’estremo assoluto per wna classe di problems
variazionali di ordime m, Rend. Circ. Mat. Palermo, 24 (1975).

(") Vedi N. Berrurr ONEsTI, luogo cit. per secondo in (3), n. 4, Osservazione I,
pag. 392.
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D’altra parte sino a oggi non & stato ancora provato, se, per n =2, il teo-
rema ora citato ¢ valido in condizioni altrettanto generali.

Tale diversitd (per quanto si riferisce alla semicontinuita) tra i casi n =2
e n =3 dipende, in un certo senso, dalle condizioni di validitd dei teoremi di
continuitd rilevati nella Memoria A (5), dei quali & fatto uso per stabilire la
semicontinuita.

Vale a dire, se P; (i=0,1,2,3) sono quattro costanti, nel caso n=3
abbiamo provato che I'integrale

Iy = f) [Py 4~ Pyuty - Povs + Pyw;] ds
%o
¢ funzione continua.
D’altra parte per » = 2 non soltanto la continuitd dell’integrale

Iy = [ [Py+ Pty -+ Pyv, -+ Pyw,] ds

€2

¢ assicurata soltanto in ogni classe di curve ordinarie €2, per la quale esiste
una costante /4 >0, tale che sia

(I11) [ Vam(s) 4 y"(s) + &"(s) ds< A

@)

ma abbiamo costruito (°) una classe di curve ordinarie €%, nella quale linte-
grale J’f;:z) non & continuo, perché non ¢& verificata la disuguaglianza (III).
Pertanto, come giy era stato previsto (7), nelle presenti righe cominciamo
ad approfondire il problema della continuitd degli integrali # ﬁ;&, ) J‘;is), esami-
nando il loro comportamento quando P,, P,, P,, P, non sono costanti.
Sotto la sola ipotesi della continuitd delle funzioni P.(z,y, 2; o', ¥, 2'),
(1=0,1,2,3) si prova rapidamente (n.3) la confinuitad dell’integrale

I8 :WL)[PO(a:, Yy 2y 2,y 2) A Pu(e.)uy -+ Polo ), 4+ Pyl )w,] ds

in ogni classe di curve ordinarie ¥(*), per la quale & verificata la disuguaglianza
(I1X); inoltre, riprendendo in forma opportuna (n. 4) il gid citato nostro esempio,

\

si riconferma che tale disuguaglianza & essenziale per la continuita dell’inte-
(2)

grale S .

(8) Cfr. Memoria A, n. 27, pag. 54 e n. 8, pag. 33.
(%) Vedi Memoria A, n. 9, pag. 35.
() Vedi Memoria A, pp. 26-27 e anche le Osservazioni dei nn. 8 e 27 (pp. 35 ¢ 56).
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Analogo risultato & valido (n. 3) per gli integrali

.ﬁg)(z) = J:s)[PO(w’ Yy 25 @y Yy 25 Uy Vyy W) - P ) g Poll ) vg 4 Pyl )w,] ds
%

nel senso che tale integrale ¢ funzione continua in ogni classe di eurve ordi-
. 3 . .
narie €%, per la quale esiste una costante A’ > 0, tale che sia

A
(Iv) of Va2 (s) + y"2(s) + 2"2(s) ds <A’ .

Inoltre per gli integrali Jﬁf,ia) viene stabilito un secondo teoremsa di conti-
nuita (n. 7) valevole nel campo funzionale costituito da tutte le curve ordi-
narie %(3), ma. sotto opportune ipotesi di derivabilitd per le funzioni P....),
(1=1,2,3), tra le quali sono le condizioni

ap, op, opr, 0P, opP, op,

, = .
ov, Cuy ow, Ouy ow, o0v,

Un esempio (n.8) pone in luce che, se non sono soddisfatte n¢ la disugua-
glianza (II) ne le condizioni (V), pud mancare la continuitd dell’integrale f;?zg).
B da soggiungere che la dimostrazione del teorema del n. 7 , 1a quale raffina
un procedimento gid seguito in casi pit semplici (8), & basata essenzialmente
sulle (IV), vale a dire sulle relazioni u, = du,/ds, v, = dw./ds, w, = dw,/ds.
D’altra parte, siccome (come ¢& gid stato fatto presente nella Memoria A)
Uy, Vs, W, NON sono derivate esatte, non deve sorprendere che (bene inteso per
quanto si riferisce alla continuitd e alla semicontinuitd) 1'indagine scientifica
si presenti pili ardua nel caso » == 2 in confronto a n = 3.

§1
1. - Generalita: problema del secondo ordine.

Per tutte le generalitd rinviamo alla Memoria A (°) limitandoci ad alcuni
richiami:

(8) Vedi L. ToNeLLI: Fondamenti di Caleolo delle variczioni, 2 volumi, N. Zanichelli,
1921-23, Bologna, vol. I, cap. VII, n. 100, pp. 276-278.

S. Civquini, Sopra ¢ problemi wvariazionali in forma parametrica dipendenti dalle
derivate di ordine supericre, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa, 13 (1944) [1947], 19-33. In
particolare n. 11, pag. i4. :

L. Givriaxo, Sulla continuita degli integrali curvilinei del Calecolo delle variaziond,
Nota I, Rend. Acc. Naz. Lincei, 4 (1947), 39-45; vedi n. 3.

(°) Vedi Cap. I, § 1, pp. 28-33.
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a) Sia
Y 4 I 1, .
Flao,y,z;: @',y 2'5 Uy 0gy Ws) =

=Pz, y, 2; &',y ")+ Pl )+ Pol. )0+ Pl ) ws
con Pz, y, 2,2 9,2), ({=20,1,2,3) funzioni

1) definite e continue in ogni punto (x, ¥, 2) di un campo 4, e per ogni
terna (', y',2') con a2 y'2+ 22> 0;

2) positivamente omogenee di grado 1 rispetto alle variabili z',y’, 2';

3) tali che sia
Pi(w,y,2;0,0,0)=0, (1=0,1,2,3).

Ogni terna (&, y', 2') con &'2-L ¢'2-1- 2’2 =1 viene chiamata terna normalizzata.

[

b) Curve ordinaria ¥ & ogni curva
GCF w=als), y=ys), z=2@s), (0 <s <Dy,
(ove s & la lunghezza dell’arco rettificato), per la quale le funzioni x(s), ¥(s), #(s)
sono assolutamente continue assieme alle loro derivate del primo ordine, e ogni

punto (a(s), ¥(s), 2(s)) appartiene al campo A.
Tt ovvio che esiste finito I'integrale (secondo LuBESGUER)

Sy :@L) [Po(@yy, 25 25 Y’y 8') -+ Pilo. )ty + Pol.. )0+ Py(...)w,] ds .

Inoltre ogni curva costituita da un solo punto ¢ una curva ordinaria %
2
con j((gzz) == O

¢) Data una curva ordinaria %2

€ g=wo(s), Y="1(s), %=2ls), (0 <5 <L)
avente lunghezza L, > 0, e considerato un numero ¢ con 0 << ¢ <1, la curva
ordinaria

GCF z=u(0), y=ylo), 2=20), (0 <o <L)

(ove si sono indicate con s e ¢ le rispettive lunghezze degli archi rettificati delle
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curve %"ff) e €, contate a partire dai loro primi estremi se le curve sono aperte
e da punti convenientemente scelti se le curve sono chiuse) appartiene all’in-
torno ()% di ifff), se ¢ possibile determinare almeno una funzione o(s), (0 <s <L)
con o(0) =0, o(L,) = L, la quale sia continua assieme alla propria derivata ¢’'(s)
e tale che valga la doppia disuguaglianza

(1) l—po<o'(s) <t 40,
in modo che per qualunque s di (0, Ly) risulti

lo() —a(o()) <2, luls)—ylol)l<e,  la(s)—2(o()|<2,

day(s) [dw(a)] dy,(s) [dy(cﬂ]
— < pu—
ds do G=0(8) ds do o=0(8)

dzo(s)_ dz(o) -
ds do | geots) h

Nel caso, in cui la curva ordinaria € & costituita da un solo punto (w,,
Yo, %), la curva ordinaria #(*) appartiene allintorno (0)* di %, se per qua-
lunque ¢ di (0, L) &

2, <@,

2)

|z,— (o) |<0o, lyo—y(o) <0, |2o—2(0) <0,

e se, per qualsiasi coppia di valori distinti ¢,, o, di (0, L), sono verificate le
disuguaglianze

3) |2 (o) —a'(0x) <@, |¥'(00)—¥y'(ox)|<0, [#(61)—2" (o) |<0.

Infine ogni curva % costituita da un solo punto (z,y,2) appartiene all’in-
torno (p)* di €%, se ¢

[z—2|<o, lyo—yl<o, l20—2]<0 -

Ricordiamo ancora che la lunghezza L di ogni eurva ordinaria €%, appar-
tenente all’intorno (g)® della curva ordinaria (gff), soddisfa per L,> 0 alla
doppia disuguaglianza

@ . (1—0)Ly <L <(1 + 0) L,
e per L, zb, supposto ¢ <1/(2v/3), alla disuguaglianza

(4" L<4v30.
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. {2 Y . . . .
d) L’integrale .ﬁ‘(ﬂ,zg, ¢ funzione continua sulla curva ordinaria (gff), se,
preso ad arbitrio un numero & > 0, ¢ possibile determinare un ¢ > 0 in modo
che la disuguaglianza

(2) {2)
[F e —Fem| <&

sia verificata per tutte le curve ordinarie %! appartenenti all’intorno (g)?
della curva €.

L’integrale S, ¢ funzione continua in una classe di curve ordinarie ),
ge gode della continuita su ogni curva della classe.

¢) Ricordiamo l'identita
1

(5) U+ Vs wh = o = @)+ y"s) 27 () -

2. - Generalita: problemi del terzo ordine.

Rinviamo alla Memoria A (1°), limitandoci a qualche complemento a quanto
abbiamo ricordato al n. 1.

@) Sia
el ol ol . —
I(w, y, 25 &', ¥’y &5 sy Vgy W5 Ug,y Vgy Wy) =

=Py, ¥, 2; @', ¥y 2’5 Us,y gy Wa) - Py )us + Pol..) 054 Pl )y

ove va inteso che le funzioni Py(z, ¥, 2; 2, ¥’y 2'; Ua, ¥y, We), (i=0,1,2,3) sono
definite e continue anche per ogni terna di numeri reali (u,, v,, w;), ferme re-
stando le ipotesi 2) e 3) del n. 1, a).

b) Nella definizione di curva ordinaria #® i suppone che le funzioni
x(s), ¥(s), 2(s) siano assolutamente continue assieme alle loro derivate dei primi
due ordini.

¢) Data una curva ordinaria € avente lunghezza L, > 0, nella defini-
zione di eurva ordinaria #© appartenente allintorno ()* di €¢¥ alle condi-
zioni del n. 1, ¢) vanno aggiunte le disugunaglianze '

?(s) d*z(o) d?y,(s) d*y(o) -
02 o 2 <e 0‘2 - 2 <@,
ds 40® | goo(e) ds do® | ooo(s)

d2z,(s) d2z(o)
ds2 do® | gag(s)

(2

<o

(1°) Vedi Cap. I, § 1, pp. 52-54.

10
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Analogamente, se ¥ ha tunghezza nulla, alle (3) vanno aggiunte le disu-
guaglianze

3" |2"(01) —a"(o2) |<e,  |¥'(e)—¥"()I<e, |&"(o)—2"(cx) |<e.

d) Nella definizione di continuitd dell’integrale .#5ys, (cfr. n. 1, d)) vanno
considerate tutte le curve ordinarie %, che appartengono all’intorno (p)?
della curva ordinaria €.

¢) Assieme alla (5), teniamo presente 1'identitd

(6) R ot = ! [d !

2
BT | ﬁ] = a"*(s) + y"2(s) + #"2(s) —

__[m/rg(s) + yrlz(s) + z//z(s)]e y

ove 1/T' & la torsione.

§ 2

3. -« Teorema 1.

Supposto che le fumzioni Pz, y,2z; x',y',2), (i=0,1,2,3) soddisfino alle
ipotesi del n. 1, a) Uintegrale

Fée =g('£) [Polw, y, 25 2"y ¥y 2') + Py(...)Us + Po(e.. )0+ Py(... )w,]ds
é funzione continua in ogni classe K, di curve ordinarie €%, per la quale esiste
un numero A > 0 in modo che (per qualungue curva di K,) sia

L

(I1I) of V" (s) 4+ y"3(s) 4 2"2(s)ds< A .

a) Per provare lasserto, ricordiamo che, in modo ben noto, possiamo
completare la definizione di ciascuna delle funzioni P,(...), (j =1, 2, 3) in tutto
lo spazio (w,y,#), in modo che risulti continua nel complesso delle variabili

(@ y,2; 2,9, &).

Cid premesso, considerata una qualsiasi curva di K,
€ L w=as), y=uls), 2=, (0 <s <L),
sia 5 ‘

g x=uwu(c}, y=ylo), ===z(0), O <ogl),
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(ove anche ¢ rappresenta la lunghezza dell’arco rettificato) un’altra curva qua-
lunque di K, appartenente all'intorno (o) di %

" b) Supponiamo L, > 0. In virti del teorema di integrazione per sosti-
tuzione abbiamo

Il ———/g;w)“‘

= F Bl ., #(0(6)) + P hafo(s)) +
4 Pyl )05(0(8))4Po(... )wo(o(s) )] 0" (s) ds —
“Ofa[Po(fvo(S); ceey 2"(’,('5')) A Py(.. Y ae(8)  Pal...)0a0(8) + P3(...)w20(s)] ds,

avendo indicato €on w,(s), Vu(s), Wa(s) le funzioni u,, v,, w, relative alla
curva €.
Posto

(M) Foo—Ign = Mo+ Ayt A+ 4y

con

dy= ' [Pa(o(6), oy #(00)0' )= Pulan(s), ., (o) ds

4, = f [P, (0(0(6)) - #/(016))t{o(6))0"(5) — Pr(an(s), .- 24(5) o ()] s ,
4y = ofo [Py(a(0(5)), -, 2'(6(8))) 02(0(8)) 6" (8) — Pa(o(8), --. , 5(8)) va0(s)] ds
4,= | [P (0(o(8)s . #0160 n(016))6"(5) — Pofoa(s) - ) os)] 5,
per ﬁssa}"e le idee, consideriamo 4,. Abbiamo

8) A= dy— Ay,

con
AP —.:f[oPl(m(o-(s)),'...»,z’(a(s)))wi(a(s))y”(o(s))a’(s)fPl(wo(s), ’zo( )) f‘/o S)str

Ay =°f'[131(x(a(s)), w52 (0(8)))y' (0(8)) 2" (0(8)) 0" (8)—Pa(0(8), .. 129(5)) ¥o(8)o(s)]dls-
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Fissato un numero M,; > 0 in modo che valga la disuguaglianza
[ Py(@0(8), 9o(5), 20(8)5 %(8), Ha(9), 2(8)) | < M, (0 <s <L),
¢ ben noto che possiamo approssimare ciascuno dei prodotti
Py(26(8)y .., 24(8)) a(3), Po(@4(8), .-, 25(8))Ya(s)
mediante due successioni di polinomi ¥,,(s), @u.(8), (n=1,2,...) con
|@in(8) | < By,  |wiel(s)| < My, O<gs<ly), n=1,2,...,

in modo che sia
Hm @ia(s) = Pi(@0(8), ...y 29(8))o(8)

B> 4 00

Hm y,.(8) = Pl(m0(8)7 ceey Z(I)(s))y(’)(s) ’

n—> 4

9)

uniformemente in (0, L,).
Abbiamo in modo ovvio

A4, »«j’ [P (z(c(8)), .., #'(a(s)))2'(o(s)) —
_Pl(wo(s)’ ceey z(',(s))w(',(s)]y”(cr(s))a’(s) ds -+
+ JTP(a(5), oy 5406))5) — )] [1"(0(6)) o' (5) —2(6)] s +

+ .”_-J”( 3))0' (s) ./0(8 ](Pln ) ds,

e teniamo presente che, mediante un’integrazione per parti, si ottiene

Lo

of [¥(a())0(8) = 9os(8)] prals) ds =[(5'(o(5)) — () Prals) Jfe —
— Ty (o16)) — (s i) 5

Preso ad arbitrio un numero & > 0, tenute presenti Ia continuitdy della funzione
Py(...), le (2) e le (9), determiniamo un intero positivo n, e un numero p, > 0
con p;< g, in modo che, per ogni curva di K, appartenente all'intorno (g,)?
di P, sia in tutto (0, L,)

iPl(w(G(s)) s #(0(8))) @' (0(5)) — Pu(0(5), -+, 25(8)) ma(s) [ < &,
| P1(w(0(5), - 2/ (0(5))) 9'(0(5) — Pu(2(s), ..., 24(8)) vals8) | <&,
FACKORS zo<s))wo(s> — g (8)| <,
]Pl(mo(s), s 2(8)) Ya(8) — Y, (B) | <& .
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Dalla (10) segue immediatamente
FAPMES 8010 19"(0()) o' (s) ds+e [T 19" (0()) o (5)+ ya(s) |1 s+ 204+ Lo 0y N,

ove abbiamo indicato con N, il maggiore dei massimi valori assoluti delle fun-
zioni (p;ﬂo(s), 1/}1,‘0(8), (0 <s <Xyy), e anche, per o,<e, in virth della condizione (III)

L L,
[4nl<[2 [ |y"(0)do+ [ |yg(s) | ds 4+ 2M, + LN, Je<[34+ 2M; + L, N, ]e;
0 [+]
e in. modo analogo risulta
L Lo
[dul<[2] |a"(@)|do+ [ |ag(s)|ds + 23, + LN, Je < [34+ 23, + LN, e .
[} 0

Siccome si procede in modo del tutto analogo per 4, e 4, e anche pilt sempli-
cemente per 4,, in virti delle (7) e (8) lasserto & evidente.
¢) Rimane da considerare il caso L, = 0, nel quale ¢ fg;)e): 0.
Basta tener presente che, procedendo in modo analogo e considerando (in
luogo di 4,,) 'integrale

AR = ofLPl(w(a), ey 2'(0)) 2 (0)y" (0) do
risulta ovviamente
A9 :(!L[Pl(m(a), ey 2(0)) @ (6) — Py(a(0), ..., #'(0))2 (0)]y"(0) do +
+ Py(@(0), ..., 2'(0))2"(0)[y'(L) —y'(0)],

e in modo evidente si perviene all’asserto.

4. - Esempio.

Se si considera una classe di curve, per la quale non & verificata I'ipo-
tesi (I1I), il teorema del n. 3 pud non essere valido, come ¢ posto in luce dal
seguente esempio.
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Sia
A=[—2<2 <2, —2<gy<?2 —idn<z<in],
Fla,y,2; 8,9, 25 Uy 0s, we) = V221 425 272 [y + 20, + yw,],

e riprendiamo la successione di eliche circolari (**)

-

1
& = = sen (na,s),

2). P 1
i Y = — cos (na,s),
,n3
L & =b,s, (0<s<g2m), n=1L12,..,
eon
1 1
a, =sen —, b, = cos-,
n n
per le quali &
Uy = —n3a%, v, =n3azb, cos (na,s), W, = —n2al b, sen (#a,s) .

Per n sufficientemente grande le curve ordinarie %{* appartengono all’in-
torno (p)® della curva

o =0, y=0, z=3, (0 <s <27),
per la quale é
fg:z) =0 .
o
D’altra parte risulta
(2)
Jg;lm = —2an3 sen®1/n ,

vale a dire Pintegrale #Gw, non & continuo sulla curva #®. Cid dipende dal
fatto che la condizione (IIT) non & soddisfatta, essendo

I VaZ(s)F y2(s) + 22(s) ds = 2m n® sent - .

2)
K74 n

(*') Vedi Memoria A, n. 9, a), pp. 35-36.
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§3

5. « Teorema IL

Supposto che le funzioni Pz, y, 2; ',y , 25 tly, vy, W), (1=0,1,2,3) sod-
disfino alle ipotesi del n. 2, a) Pintegrale

j&‘” == I[Po(fv, Yy 25 @, Y'y 215 Usy Vay W)+ Py(..)ug+ Po(...) o3+ Py(...)ws] ds

€3

¢ funzione continua sopra ciascuna curva avente lunghezza positiva in ogni clas-
se K, di curve ordinarie €9, per le quali esiste un numero A' >0, in modo che
sia

L

(IV) I Vam™(s) + y™(s) + 2" (s)ds <A’ .

o

La dimostrazione & del tutto analoga a quella del n. 3.

6. = Corollario.
Il teorema del n. 5 & ancora valido, se si considera une classe K, di curve

ordinarie €, soddisfacenti (amziché alla (IV)) alle seguenti condizioni:
Hsiste un numero A% >0 tale che per qualsiasi curve di K, sia

L
(IV#) of Vul+ o2+ wids<A* .

(y) (2). Bsistono due numeri A, 1" con 0 <i<1, I'>0 in modo che per
qualungque curva di K, la disuguaglianza

(11) [#"2(s) -+ y"2(s) + 2"2(s) ] <ALa"*(s) + y"*(s) 1 2"2(s)]

é verificata per quass tutti gli s del rispettiw)o intervallo di definizione, per i quali é

(12) Va2 (s)+ y"2(s) + 22(s) > 1.

(12) Vedi Memoria A, n. 36, pp. 63-64, ove & rilevato il significato geometrico della
disuguaglianza (11).
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Infatti, per ogni ecurva ordinaria %®} di X,
Fe): v=as), y=y(s), #==z@), (0 <s <L),
sia, B’ Dinsieme dei punti di (0, L), nei guali & verificata la disuguaglianza (12)
ed E" il suo complementare rispetto all’intervallo (0, L).

Tenuta presente la (6), in virth della (11) in quasi tutti 1 punti di E' risulta

Ul 02w > (1 — A)[a"2(s) + 5"3(s) + 2"%(s)]
mentre, sempre per la (6), in quasi tutti i punti di E" ¢
@"2(s) + y"2(s) -+ 2"3(s) <up +vi w0

Pertanto si ottiene in modo ovvio

1

L
f VI T P T ) ds < —— f VT BT s
0 E

V1

+ f Vul+ vi+ wids - m(E") .

E"
Cid premesso, considerata una qualsiasi cnrva ordinaria €@ di K,
3). 3 —
(gé ): x=2(8), ¥="1(s), 2= 2(8), (0 <s <L),
per provare la continuitd dell’integrale .ﬂg(’a) su % rileviamo che, per ogni
curva ordinaria %® di K, appartenente all'intorno (¢)* di ¥, in virth del-

la (4) risulta per p <1

1
V1—17

L L
f V"2 (s) + y"2(s) + 2"2(s) ds < f\/ui + vl wids 4 2020, ,
[} [

e pertanto dalla (IV*) segue la disuguaglianza (IV) per

A*
A=

- oI
=+ o)

. N . TR . 3!
vale a dire & provata la continuitd dell’integrale Fgts, sulla curva €.
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7. - Teorema III.

Supponiamo che le funzioni P.(z,y,2; @', y',2"; Uy, vy ws), (2= 10,1,2,3)
soddisfino alle ipotesi del n. 2, a) e che esistano finite e continue le derivate par-
ziali del primo ordine delle funzioni P;(...), (j=1, 2, 3) rispetio a ciascuna delle
variabilt @, 4y, 2, &', Y’y &'y Uy, Vs, Wy CON

- 0P, _ 2@’ ap, _ 0P, 0P, _ 0P,

6_112. Oy ow, Buy ow, o,

- (3) \ . . . . .
Allora Vintegrale S g (n. 3) & funzione continua sopra ogni curva ordinaria €,
avente lunghezza positiva ¢ tale che tutti i suoi punti siano interni al campo A.

a) Per provare lasserto, considerata una qualsiasi curva ordinaria 40
& @ == a(s), ¥ =1Yals), &==2(s), (0 <s <L),

con L,> 0, completamente interna al campo A4, sia g, con 0-<<g,<<1 un nu-
mero tale che tutti i punti (,y, 2), che distano di non piu di g, da almeno un
punto di %%, siano interni ad A, e indichiamo con 4, il campo (limitato)
costituito da tali punti.

Sia
(ALK x=uz(o), y=ylo), #==20), (0 <o <1y,

(ove anche ¢ rappresenta la lunghezza dell’arco rettificato) una qualunque
curva ordinaria @ appartenente all’intorno (0)® di € con ¢ < .
Indicato con H il massimo della somma

lza(s) |-+ lya(s) |+ l2g(s) |, (© <s <Ly),

sia M il massimo dei valori assoluti delle funzioni Py(...), (i=0,1,2,3) in
ogni punto (w,y,2) di A,, per ogni terna normalizzata (z',y',2’) e per ogni
terna (u,, v, w,) tale che sia

(13) [aty

<H+1,

v |<H+1, lw | <H+ 1,
e sia M’ il massimo dei valori assoluti delle derivate parziali prime delle funzioni
Py(...), (j=1,2,3) per ogni (x,4,#; &', 9y, 2'; Uy, v, wp) Ora indicato.

In virth del teorema di integrazione per sostituzione abbiamo in modo ovvio

(14) Sew—Igw =L+ L+ I,
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avendo posto

P

I = Oj' a[Po(:v(o(s)), vy 2'(0(8))5 Ua(0(5)), va(0(8)), wa(o(s))) o' (5) —
— Py(@(8),y .-, 23(8); Uao(8); Dao(8), Weo(s))] ds
= {[P]L (@(a(s)), .-y 2'(0(5));5 wa(0(8)), Do(0(8)), w0 (s))) us(0(5)) + '
+ Py(.....) 05(0(8)) + Pal.....) wy(0(s))] 6" (s) —
—[Py(2(0(s)), .., 2'(0(5)); tzo(5), Vao(8), Wao(5)) 2se(s) +
+ Py )30(8) + Pol..... ) wne(s)]} ds
I, =f0{Pl(w(a(s)), ey 21(0(8)); U20(8), V20(8), Wao(8)) tge(s) +
' S Pyeen ) Da0(8)  Py(...)1030(s) —
— [Pu(#0(8), ...y 25(8)5 Uao(S) Dao(8), Wao(8)) Ugo(s) +
T+ Pylenen ) 050(8) + Pof..... ) wye(s)]} ds

ove si sono indicate con w.(s), ..., wy(s) le funzioni w.,...,w, relative alla
curva €9,

b) Per la continuita delle funzioni P,(...), ({=0, 1,2, 3) e tenute presenti
le (1), (2), (2'), preso & > 0 ad arbitrio, possiamo determinare un numero posi-
tivo p; <¢ in modo che, per ogni curva ordinaria %® appartenente all’in-
torno (p,)® di €%, sia (13)

(15) L < MLy, + Lo ,
(16) L] <e J[ [t4a0(8) |+ [030(5) | - 05a(s) ] s .

¢) Per maggiorare I, consideriamo, per ogni ¢ di (0, L,) e per ogni terna
(2, vy, w,) soddisfacente alle (13), la funzione

(17) 6(5; ta, 0a, 1) = [ Py(a(0(5)), -, #(0(5)); e, 0y, 105) ity +

tgq(a)

+ .’.P( o(s)), .-, #'(0(s)); “20(3)1’027@02)(1772“}‘

'Jzo (s)

+ .’.P (@(0(8)); -5 2'(0(8))5 tao(s ); V20(8), ;) duw,

wye(9)
(*?) Dalle (2) e (2') seguono, con elementare artificio, la disuguaglianza

[a(0(5) ) — s (8) | < (2 + H) oy , (0<s<ILy),
e le due analoghe.
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la quale, in corrispondenza a ogni terna (u,, v., w,), & funzione assolutamente
continua della sola s (*), ¢ pertanto per quasi tutti gli s di (0, L,) esiste finita
la derivata parziale (%)

(**) L’affermazione fatta nel testo & ovvia. Siano {a;, b;) (k= 1,..., m) un numero
finito qualunque di intervalli, che appartengono a (0, Ly) e che non si sovrappongono;
e per fissare le idee consideriamo lultimo termine, che figura al secondo membro della
{(17), perché per i primi due I’asserto segue in modo anche pil rapido. Essendo '

2 _,,zl wm::k) (6(02))s +ver 2 (0(b5) )5 WaolDy)s Voolbi)s wp) dawy—
- Z{’a(w(u(ak)), o ol00)s (), gy ) ] =

il j((::)) #(0(br))5 - 27 (0(D1)) 5 Ua0(Di)s Vao(br), Wy ) Aawy -+
+k—zl w’:j:k) (P (B))s ovs # (5(Dg)) 5 Ug(Bi)s ag(Bi), Wy ) —

— P (@(a(ar))s ..v» 2" (0(ar)) 5 aolaz), Vaolar)s w,)} dw,,

risulta
IEF < ﬂfz |20 (br) — waolar) | +
Kol
+ 2(H - 1)ﬂ[’z[]x(a(bk))fw(q(ak))[ v |2 (0(b)) — 2 (olar)} | +
Fewal,

+ [thag(br) — Ugglar) | -+ |Vae(br) — Vaolas) I] ’

e, in virtt dell’assoluta continuitd delle funzioni %(o), y(c), 2(c), #'(c), ¥’ (0), 2'(0), Uze(8),
V9(8), Wyo(s) e della (1), P’asserto & evidente.

(*%) Quanto abbiamo asserito nel testo ¢ immediato. Per fissare le idee facciamo
ancora riferimento all’ultimo termine, che figura al secondo membro della (17), tenendo
presente che, analogamente a quanto & stato visto in (14), per ogni w, fissato P; (2(a(s))s

ves 2°(0(8)) 5 ag(5), V5o(8), wy) & funzione assolutamente continua di s. Quindi per «, By
costanti abbiamo

B B
fps( ----- ) dw, = f‘[l)a(“’ s 2{0(P)) 5 Wa(P)s VaolP)s w2 ) +

& -3

+ (de,(w(a(t)), z'f;(t)); g (1), Veo(t), W5 ) dt] aw,,

v
ed essendo per quasi tuttii ¢ (in virth dell’esistenza e continuity delle derivate parziali
del primo ordine di Pyf.....))
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s

OG (85 Uy, vy, W,) . : oP, ” 1 . , |
e j [ @0 ( )+ + (a(s))] (s) duy -+
t30(2)
’ opP, P, P,
+ f { [——a—; {0’(0’(8)) + ... %.Z.,:z”(o-(vg)):l o"(g) —+ %{f “30(3)} dw, +
v3,(8) 2
10 oP, P, P, oP,
+ j { [3; (o(s)) + .. _{_ L (s))] o'(s) + a—%fws(,(S)—}— o 'Uao(s)}dwz__
wao(8) » ]

——Pl(m(a(s)), o3 2(0(8))5 Uao(8), 0g, ’102) Ugo(8) —
“PQ(w(U(s))a cees 8(0(8)); Ua0(8), Va0(8), 102)’2)30(8)-—
— Py(a(0(8)), ..., 2'(0(3)); no(8), Vao($), Wao(8)) Wyo(S) .

¢ evidente che esiste finito anche I’integrale

Y
Pertanto per il teorema di FuBiNi-TONELLI risulta

8 B
fPa( ----- ) dw, = fPa(m(o(y)), w2 (o)) oo ()5 Vao(¥)s Wy ) dw, +

Uy s

B
4 fdtfdps(x(a(t))’"wzl("d(;))?“zo(t)’ Uq(t)s 'we)d

¢ per quasi tutti gli s esiste finita la

8
— f ..... )y dw, = J d——?aé—) duw, .
8

Cid premesso, posto w = w,,(s), e considerata la funzione

Wa

D(s, w;, w,) fP ..... ) dw, ,

siccome la derivata parziale
o
dw
esiste finita e continua per tutti gli w, per quasi tutti gli s &(s, w, w,), considerata come
funzione di (s, w), & differenziabile ¢ risulta

Wy
d
N Py(....)dw, =
Wyo(8)

Wa
opP, | oP. , op. oP
= Hgm- @'(o(s)) + - F azf‘z”(ds))} O'(8) 5 tale) + m(s)] dw, —
W30(8) ’

— Py(z{a(s)), ..., 2(0(8)) 5 150(8), V20(8), Wy(8) JwWse(s) -
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Tenuto presente che, usufruendo delle (V) e procedendo in mode del tutto
elementare, abbiamo

d P, (5(5(8))s ..., 27 (0(8)) 5 Uag(8),s ¥y, Wy) do, —
Oty
v3,(8)
= Py(2(0(5)), ..., 2'(0(8)); tao(8), Vo5 W) —
*‘P1(37(U(3))y ey B(0(8)); %a0(8)y V20(8), 'wz) H

' P (5(0(8))s ..v, 2°(6(8)); Uap(8), Vap(s), wy) dus —

ou, P
wa0(8)

= Pl(w(g(s))) very B(0(8)); Ua0(S)y V20(8), wz) —

——Pl(m(a(s)), y) z’(o’(s)); 20(8); V20(8), wzo(s)) ’

2 0Py(m(0(8)), .., #'(6(8)) ;5 %ag(8), V2o(8), ;)
0v,

dw, =
Wso(5)

= Pz(w(a(s))y ey 8'(0(8)); Uao(8),y Va0(8), 'wz) -

_"Pz(w(a(s))y caey zl(g(s)); Usg(8), Vao($), wzo(s)) !

a riduzioni fatte risulta per quasi tutti gl ¢ di (0,L,)

ot}

G" 3 Uy Vay Wo 1 1 . | 7
Gt o) _ J [%l—z—m’(o-(s)) TR B (a(s))] o'(5) duy+

tgol 8)

+ f [%x’(a(s)) + ...+ %Iz—)?z”(a(s))] o’(s) dv, +
vaq(8)

(18) + f [%%m’(a(sj) + ..+ %?z”(a(S))} a’(s) dw,—

Wao(8) A ’

— [P1($(U(3)): eny z'(o'(s”)); Uzo(8)y Vao(8), wzo(s))u{iﬂ(s) +
+ Pz(w(g(s)){”" #'(a(s)); uz;d(s)’ V0(8), ’Ll720(8))'l)30(8) -+
-+ Pa(x(o‘(s)), cey .z,(o'(s)” Uzo(8), Vao(8), wzo(s))wao(s)] .
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d) In virti della continuitd delle derivate parziali prime delle funzioni
Py(...), (=1, 2, 3) esistono finite e continue le derivate parziali 0G/du,, 0G/dv,,
0G[ow,, e quindi per quasi tutti gli s di (0, L,) G(s; 4y, v, w,) & funzione dif-
ferenziabile, e risulta

OG(8; 1y, ¥y, W,

AG(s; g, vy, ) = Las 4 Po(a(0(s)), ..., 2/(5(5)); s, 0y, 203) iy +

0s
. [f"aPl(w(a(s)), ...,za’f)f(s)); Uy, Vg wg)dug i
tge(s) )
o Pua(ol6), s #0065 (), 05, )| ot
+ [J‘:.aPl(w(a(S)), “.’:;‘EG(S)); uz’vza'wz) Au, -+
ugy(s) 0 hg ]
+fBPZ(w(U(s)),...,z'a(;(s));’l"zo(s), vz,wg)dv2+

g0(8)

+ Py(@(0(8)), -5 #'(0(8)) 5 Usz0(8), D20(8), 'wz)] daw, .

Usufruendo ancora delle (V) e procedendo in modo analogo a ¢), a riduzioni
fatte, si ottiene

(19) AG (S5 Usy Vay Wy) = ?M;s’%‘@%‘)ds +
+ Py(@(0(8)), ..ry 2'(0(8))5 sy Uz, ;) Ay + Po(2(0(5)), ..., 2'(0(8)); Uay Vs, W) dvat
+ Py(a(a(8)), ..., 2/(0(5)); sy Vo, w,) dew, .

¢} Riprendiamo I'espressione di I,, considerando nello spazio (s, #,, v,, w,)
le curve

Kot U, = Uy (8) Uy = Up0($) Wy == Wao($) (0 <s <1Ly),s
z: Uy == uz(a(s)) y D= /02(0'(3)) y W= w2(0(s)) y (O <S$ <Lo) ]

corrispondenti a €{¥ e a ¥, e usufruendo della (19); abbiamo

IzzfdG(33 Ugy Vo 'wz)"‘fdG(si gy Vgy Wp) —
%

Xo
0G(8; Ug, Vo, W 0Q(s; Uy, vy, W
s ( 2 V2 2)d8+ ( 2 2' 2)d8.
08 os
% Xo
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Tenuta presente la (17), si ottiene in modo elementare

[ aG(s; uyy va, w,) =0,

Zo

ua(a(Ly))

J' AG(s; Uy, vy, Wwy) = _f Pl(w(U(LO))a ey B(0(Lo)); ey Va(0(Ln)), 'wz(U(Lo))) du, +
%

tz0(Zo)

uz(o (L))

Pz(“f'(G(Lo))’ very &' (0(Lo)); tso(L)y Vas wz(U(Lo))) dov, 4

V20(Zo)

T P00 (L)), ey #(0(La)); ol L)y Dol L)y 103) davy—

"’ao(lro)
" Bw(o(0), .., #/(0(0)); s, 2a(0(0)), wa(c(0))) duty—

t30(0)
v3(a(0}) ,
— J; Py((3(0)), -+, #'(6(0)); 120(0), v2, we(0(0))) dve—
V20(0)
wa(o(0))

— [ Py@(0(0)), .., #'(0(0)); 1ze(0), V(0), w5) dew, -

03,(0)
D’altra parte posto
2y = — JTP(0(0(6)), - #/(016)); taa(s), uls), (o) ) +
A Py(eve)V50(8) + Pyl.....)wyo(s)] ds

0G(s;5 Uy, vy, Wy) .
G

dalla (18) si deduce

Xo

0G(s; Uy, ¥y, W

f ( 2 2 2)d8:
os

x
Lo 1,0 (2))

_ f ds [aPl(w(a(s)), cees 8(0(8)) s Uy, vz(é(s)), wy(0(s))) o

ox
0 go(8)

o(8))+ ..... -+

Lo ve(o(s))
o] |

o *20(38)

P2 N 1 5 Wogl8)s Vo, Wy '
dPy(x(o(s)) z(a(;)v) U (8), ¥ w(a(s)))m(()'(8))+ ..... +

oz
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Ly w,(o(s))
P, (#(6(8)), --.r 2/ (0(5))5 2ag(8)s Vao(8), Wy)

—{—fdsf [ - a'(a(s)) + o 4

0 wy(s)

Pertanto, in virth delle (1), (2), (2') (**), a riduzioni fatte, risulta
(20) ' .| <62+ H)[M+ (6+ H)LyM'], ,

e dalla (14), tenute presenti le (15), (16), (20), 'asserto segue in modo ovvio.

8. - Esempio.
Sia
4 =[—2<e<g?, —2<y<2, — 4 <2 <dn]

e consideriamo la successione di eliche ecircolari

[ o == 1 sen (n53a,s)
I 7o
(3), 1
: $
% y = —- cos(na,s),
nb/3
L 2 = bas, (0<s<2m), n=1,2,..,
ove
1 1
a, = sen -, b, =cos -,
n n

e la funzione

F(m, 9, 2; 2,9, 25 Uy Vay Was Ug, Vg, Wy) = V't + Y'2 b 22— Wy vy + VW) .

Risulta
@' = a, cos (n*'*a,s) a" = —n'" a2 cos (n* a,s)
y'=—a, sen (n**a,s) y" = na? sen (v’ a,s) -
zl=bﬂ, ZI”-‘—‘“—O,

(1%) Cfr. (13).
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wy = —na? Uy =0,
v, = n**a’b, cos (n**a,s) v, = —nadb, sen (n°a,s)
wy = —n*alb, sen (1", s), w, = —na2b, cos (n*%a,s) .

1 evidente che ogni curva #® & una curva ordinaria %, e che, per » suffi-
cientemente grande, le curve € appartengono all’intorno (p)? della curva
o 3 n el <

(g?): =0, y=0, z=s, (0 <s <27),

per la quale &

D’altra parte abbiamo

27
I = —fns asb2ds = — 2;n® sen’ }L cosﬂq»ll« ,
0
lim f%()a) = —2x s
n—» -+ "

e quindi Pintegrale g, non & continuo sulla curva ordinaria %%, (io dipende
dal fatto che non sono verificate né le condizioni (V) del teorema del n. 7 né
la disuguaglianza (IV) del teorema del n. 5 essendo

w

27

: 1
J VIl (s) | yu2(s)-+ 2i3(s) ds = 27 n1/2 gen? - .
; .

Résumé

I1 est question des intégrales du Caleul des variations déja éudids par U4., portant
sur des courbes de Uespace données en forme paramélrique, et qui dépendent des dérivées
des deum ou des trois premiers ordrves. I’A. élablit des théorémes de continuité; et lewrs
conditions de validité sont éclairées par quelques exemples.
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