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MARCELLO CICCHESE (%)

Distanze generalizzate uniformemente continue. (**)

Ad AxTOoNIO MAMBRIANI per il suo 75° compleanno

Intreduzione.

Negli ordinari spazi metriei la distanza risulta essere una funzione unifor-
memente continua. In questo lavoro prendiamo in considerazione una classe
molto ampia di spazi metrici generalizzati e tra questi caratterizziamo gquelli
che sono a distanza uniformemente continua. E interessante osservare che la
condizione esprimente tale caratterizzazione «rassomiglia» in un certo senso
all’assioma triangolare, pur non coincidendo con esso.

1. - Sia F un insieme. Chiameremo distanza su E un’applicazione
d: B X B R, tale che

(d,) Vee B, (s 2) =0,
(d2) Veell, Ve>0, I39>0, Vyeo(z,n), 3>0: oy, &) co(w,¢),
dove o(x, &) = {y e B|d(z, y) < &}.

Chiameremo spazio H un insieme # con una distanza d.

La distanza d induce in F una topologia in cui i dischi o(z, &) costitui-
scono, per ogni @, un sistema fondamentale di intorni. Si dimostra anzi (cfr. [4],
pp. 98-100) che gli assiomi (d,), (d;) rappresentano le condizioni minime cui
deve soddisfare una funzione d: E X F — R, per definire una topologia che sia
compatibile con la distanza d, cioe tale che la chiusura di un qualsiasi sotto-
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insieme di I sia costituita dai punti che hanno distanza nulla dal detto
sottoinsieme.

Denoteremo con Hs uno spazio H che abbia distanza simmetrica, soddi-
sfacente cio¢ alla condizione

(o) d(w, y) = dly, )

per ogni @, ye L.

Contrariamente a quanto accade negli ordinari spazi metrici, in cui la di-
stanza & una funzione uniformemente continua, in uno spazio H la distanza
¢ una funzione che in generale non & neppure continua. Ci proponiamo di dare
una condizione necessaria e sufficiente affinché la distanza d di uno spazio Hs
sia wniformemente continua, cioé tale che per ogni ¢ >0 esista un d >0 per
cui si abbia

Az, 2") <0, dy,y)<o = |d',y)—d(=,v)|<e,
per ogni «,a', y, y' € L.
2. — Teorema. La distanza d di uno spazio Hs & uniformemente continua
s e solo se esiste um sottoinsieme A di Ry contenente un intervallo [0, a[ (a > 0)

¢ una funzione @: A — Ry infinitesima nello zero, tale che per ogni x,y,2 di E
si abbia

(1) d(z, z) <pld(z, y)]+ d(y, 2)
ognt volte che d(zx,y)e A.

Dimostrazione. Non & difficile verificare, sfruttando anche la simme-
tria di d, che la condizione per d di essere uniformemente continua pud essere
espressa nel seguente modo: per ogni &> 0 esiste un 6 > 0 tale che
() d(w, y) <0 =d(z,2)—d(y, 2) <¢,
per ogni x,y,ze L.

Supponiamo dunque che esista una funzione ¢ soddisfacente a tutte le

ipotesi del teorema. Per ogni ¢ > 0 esiste allora un 6 > 0 tale che

d(z, y) < 6 =>gldx,y)]<e.
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Dalla (1) segue:
d(w, ) — d(y, 2) <gld(z, y)]<e.
Vale quindi la (2) ¢ pertanto la d ¢ uniformemente continua.
Supponiamo ora che la distanza d di E sia uniformemente continua. In
corrispondenza ad ogni ¢ > 0 consideriamo l’insieme

Be={6>0|vale la (2)}.

Lripotesi di uniforme continuita della d puod allora essere espressa nel seguente
modo:

(3) Ve>0, Bes=0.
1¢ chiaro che
4) deB: =10, 8[c Be .
Sig € il sottoinsieme di R, cosi definito:
C={6eR:|0=0 vel & B. per qualche &> 0}.
Dalle (3), (4) si deduce che € possiede qualche elemento non nullo ed inoltre che
deC =[0,d]cC.

C & dunque un intervallo. Sia A l’insieme ottenuto da C privandolo del suo
eventuale massimo. Per quanto detto sopra 4 ¢ un intervallo del tipo [0, af
(potendo anche essere a = -} oo) e soddisfa pertanto alle condizioni richieste
dal teorema.

Per ogni d e A consideriamo Pinsieme
(5) F(d)={e>0]30>d tale che deB¢}.
Sia inoltre ¢: A — R, la funzione cosi deﬁnﬁ;a: per ogni de 4

(6) p(d) =inf F'(d) .

Si verifica subito che F(d) 0 per ogni de 4, e ¢id garantisce che la fun-
zione ¢ & ben definita. Inoltre, per ogni ¢ > 0 scegliamo un & € B;, certamente
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esistente in virtu della (3). Dalle definizioni (5), (6) segue
d<<d=ecFd)=>pd)<e.

Cid dimostra che la ¢ & infinitesima nello zero.

Siano ora z, ¥, # punti qualsiasi di F tali che d(w,y) =de A; e sia & un
qualsiasi elemento di F(d). Dalla (5) discende che esiste un 0 > d(z, y) tale
che d e B,. Ma se 6B, vale la (2), e quindi:

(7) Az, 2)—dy,z)<e.
Poiche la (7) vale per ogni ¢e F(d), si ha che
d(@, 2) — d(y, 2) <inf F(d) = g[d(x, y)],

come dovevasi dimostrare.

Osservazione. La nozione di uniforme continuitd usata in questo lavoro
coincide con quella che vale negli ordinari spazi metrici. In questi ultimi pero
la metrica individua anche una struttura uniforme, ed & rispetto a questa che
la distanza risulta essere uniformemente continua. Diversa ¢ la situazione
negli spazi Hs che in generale non sono uniformizzabili. Da precedenti risultati
([4], nn. 7, 8) si ricava che se la distanza d di uno spazio Hs & uniformemente
continua nel senso elementare sopra indicato, 1a topologia di H,s & uniformiz-
zabile e la distanza d risulta essere uniformemente continua anche rigpetto alla
struttura uniforme individuata. La proprieta non si inverte, nel senso che uno
spazio Hy pud essere uniformizzabile senza che la sua distanza sia uniforme-
mente continua.
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Summary

Necessary amd sufficient conditions for the wniform continuily of the distance in a

generalized metric space are established.






