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MArco BIROLI (%)

Sur les ineéquations paraboliques avec convexe
dépendani du temps:

solution forte et solution faible. (*¥*)

Ad AxToNio MAMBRIANI per il suo 75° compleanno

1. - Introduction et résultats précédents.

Soit # un espace de BaxacH et K,, K, deux convexes fermés de E.
Indiquons par By la bulle dans ¥ de centre O et rayon E; soit ) I'ensemble
des ¢ >0, tels que
K,+B,DK,, K,+B,OK,.

Indiquons A(X,, K,)=1InfQ; h(X,, K,) est une distance sur Pespace des
convexes fermés de F et on dit que h(K,, K,) est la distance de HAUSDORFF
des convexes fermés K, et K, [6].

Considérons maintenant

Sup d(z, If,) = o(K,, I,) ;

zER,y

on dit que e(I(;, K,) est l’ecart de K, et K, et on a

h(K,, If,) = Sup [6(K17 Ifz)y e(Il,, Kl)] [8] .

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica dell’Universitd di Parma, 43100 Parma. Italia.
Istituto di Matematica del Politecnico di Milano, Italia.
(**) Les résultats obtenus dans ce travail ont été annoncés au Séminaire Lions-
Brézis de I’Université Paris VI le 31 Mai 1974. Lavoro eseguito nell’ambito del gruppo
G.N.A.F.A. del C.N.R. - Ricevuto: 27-XI11-1974.
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Soit K (¢) une fonction de [0, T'] dans espace des convexes fermés de F (con-
vexe mobile fermé de E défini sur {0, T]).
Considérons un intervalle [i,,,]c[0, 7] et une décomposition de cet
intervalle en intervalles [7;, Ti4q] OU &) = To < T4 << 0o < Ty < Ty =1y
Indiquons ‘
n—1

Var (ty, ta; K(2)) = Sup 2 h(E(z.), K(Tiry))

=0

ol le Sup est pris sur toutes décomposition 7 de [z, ?,].
Indiquons
v(t) = Var (0, t; K(z))

on dit que v(f) est la variation de I (¢); si v'(2) existe dans X0, T') on dit que
»'(1) est la vitesse numerique du convexe fermé mobile K (¢).
Indiquons

n—1
Ret (t;, 1a; K(2)) = Sup ¥ o(K(7:), K(t.41)) ;

i=0

ol le Sup est pris sur toutes décompositions v de [t 2,].
Indiquons
r(t) = Ret (0, t; K(1)) ;

on dit que 7(¢) est la retraction de K (1) [8].
On a[6], [8],
v{ty) —w(t,) = Var (tn 123 KU)}

#(ta) —7(ty) = Ret (11, t; K (1))

Rappellons maintenant les résultats obtenus jusqu’ iei sur les inéquations
avec convexe dépendant du temps.

Soit H un espace de HILBERT identifié avec son dual pour le produit sca-
laire (,) et indiquons par | | la norme sur H induite par (,).

Soit ¢(¢, v) une fonction de [0, T} X H — ]— oo, + oo], qui est s.c.i. propre
en » pour te[0, T]; fixons ¢, nous indiquons par ¢*(t, v) la fonetion duale
de p(t, v).

Supposons que. ¢(f, v) satisfait & une de deux hypothéses suivantes:

(a,) il existe a(t) croissante avee o'(f) € £*(0, T) et Cy, C,>0, tels que
@t v)<@(s,v) + (“(t) - a’(s)) .

* (‘P(S: v) -+ Cl]'”l‘l‘ Cz)y
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(a;) il exigste a{t) croissante avec a'(t) e Z£2(0,T) et C,, C,>0, tels que
Pty 0) <g*(s, v) + (alt) —als)) -
(g5, 0)+ Cilo]+ Cy) .

Considérons le probleme

W't + p(t, w(®)27()  pp. sur [0, T,
(1.1) .
w(0) = ug .

H. Arrouvcm, P. BENILAN, A. DamraMisx et C. PIcARp ont démontreé le
résultat suivant:

Th. 1. Soit wyeD(p(0, -))* et f(t)e L0, T; H); le probléme (1.1) a
alors wne unique solution u(t)e C(0,T; H) avec \V/iu'(t)e £*0, T; H).

Si en plus uy € D(p(0, -)) on a w'() e L0, T; H) [1].

Dans cette direction des résultats, qui sont des cas particuliers du Th. 1,
avait été obtenus précédemment par J. J. MorEAT dans le cas ol op(t, +) =
= 01 x(y {Ix(» fonetion indicatrice du convexe fermé mobile K (f) c H ([6]1[7118]),
par H. BrEzis dans le cas ou dp(t, +) = 0¢'-+ dlgy, oU ¢': H - ]— oo, + oo]
est une fonction convexe s.c.i. propre, [4], et par J.C. PERALBA avec des,
hypothéses plus restrictives sur la variation en ¢ de o(t, +).

_ Considérons maintenant un espace de HrLBErT V identifié avec un sous-
espace dense de H avec injection compacte dans H.

Soit | | la norme de V, V* le dual de V, <, ) la dualité entre V et V*,
| |* la norme duale sur V*. "

Soit A(t)e 00, T; L(V, V) (L(V, V*) espace des opérateurs linéaires
continus de V dans V*) et

CA@)v,v) >oafv

2, x>0,
l4@o]* <Co] + C.,

CA'(t)v, vy < Cyv

2+ 04,7

Yoe V, p.p. sur [0, T], ou A'(¢) indique la dérivée de A(¢) dans L(V, V*),
Soit K(f) un convexe fermé mobile de V' défini sur [0, T] et & vitesse nume-
rique dans Z%(0, T).
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Considérons le probléeme

[ <w' () 4 A)u(t) —F(t), v(t) —u(t)> >0 p.p. sur [0, T,

Yo(t)e L0, T; V), o(t)e K(I) p.p. sur [0, 177,

u(t)e K(t) »p.p. sur [0, T

w(0) = uy, .

I’A. a démontré dans [3] le résultat suivant:

Th. 2. 8Soit u,€ K(0), f{t) = f(t)+ [-(t) o f1(t) &€ £2(0, T'; H) et f,(t) est
absolument continue sur [0, T] dans V*; le probléme (1.2) a alors une unique
solution wu(t)e C(0, T; H) avec w'(t)e £, T; H), V6> 0.

Si en plus w,€ K(0) on a w'(i)e L*0,T; H).

Nous observons que le Th. 1 permit d’avoir des résultats sur le probléme
(1.2) uniquement sous les hypothéses, que XK (¢) soit un convexe fermé de H,
te[0, T, & retraction (¢), avee »'(t) € £*(0, T') et qu'il y ait a(t)e £=(0, T; H),
telle que

(I+ MA@)—a(t)) K(t)c K(1) p.p. sur [0,7T], YAi>0.

Nous observons que les résultats du Th. 2 sont donnés pour A(¢): V — V*
linéaire et K () & vitesse numerique dans .20, I'), tandis que les résultats
du Th. 1 et les résultats dont on dispose dans le cas XK ({) = K indépendant
du temps et K(t) croissant [3], font esperer que les résultats du Th. 2 soient
aussi valables pour A4(¢) monotone, borné, hemicontinu, sousdifférentiel et
dépendant régulitrment du temps et pour K(t) & retraction »(f) avec +'(t)
e £*0, T).

Le premier but de ce travail sera done de arriver & un résultat de ce type,
que nous enoncerons precisement dans le n. 2.

Nous observons aussi que, dans le cas K(¢) = K indépendant du temps,
on peut donner une formulation faible de (1.2); dans le cas ou K (¢) dépende
du temps il n’y a, & ma connaissance, aucun résultat concernant la formula-
tion faible du probléme (1.2).

Le deuxiéme but de ce travail sera alors de etendre le résultat d’existence
et unicité de la formulation faible de (1.2), qu'on connait dans le cas K(1) =K
indépendant du temps, au cas ol K(¢) est un convexe fermé mobile de V
avec retraction #(t) réguliére.
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2. - Enonecés des résultats.

Soit V un espace de BANACH reflexif, separable, strictement convexe, || || l1a
norme sur ¥, V* le dual de ¥V, que nous supposons aussi strictement convexe,
{, > la dualité entre V et V*, [ [|* la norme duale sur V*.

Soit H un espace de HrrsrrT identifié avec son dual pour le produit sca-
laire (,) et supposons V c H c V* avee injection dense et continue.

Soit K(¢) un fermé convexe mobile de ¥V de retraction r(t) avec »'(f) e
e Z0, 1.

Indiquons ¢(t, ») une fonction de [0, T]xV dans ]— oo, -+ co] convexe
s.e.i. propre pour te [0, '] avec (i, 0)< Cst.

Soit A(t): V — V* un opérateur monotone, borné, demicontinu p.p. sur
[0, T7 et tel que

1) <A@, v—o)>>alv]r—2lo]* pp. sur [0, T], «>0, YveV, p>2,
o(t)e £2(0, T; V);

(2) 4@ o)* <B|lv|7=1 + d(t) p.p- sur [0, TT, Yve V, d(t)e £*(0,T) (p' index
conjugué & p);

(3) A(l)v est mesurable dans V* sur [0, 7], Yve V.

On obtient le résultat suivant:

Th. 3. Soit uge K(0)%, f(t)=f(t) + folt) ot fi(t) € L0, T; H) et fo(t) est
absolument continue dans V*, v(t) absolument continue dans V et d(t) e £2(0, T).
Supposons que:
(i) A@) = op(, *)
(ii) @(t, v) soil derivable en t YoeV e

¢4t 0) < Cop(t, v) + du(0)
p.p. sur [0, 1], avee d,(t)e L0, T);
(iii) A(t)v est continue dans V* faible wniformément pour o qui varie
dans un compact de V.
Le probléme (1.2) a alors une unique solution

w(t)e C(0, T; Hyn #»0, T; V)

avee u'(t) € 2 (6, T;H), V6>0.
8i en plus w,e K(0), on a w'(t)ye £*(0, T; H).
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11 est facil de voir que du Th. 3 on peut déduir le Th. 2.

La démonstration du Th. 3 suive la méthode utilisée dans [3], mais il y a
des difficultés considérables pour adapter cette méthode; notamment il faut
démontrer un’extension de Pestimation de J. J. MorEAU [6], donnée dans le
cas hilbertien et pour la vitesse numerique au cas des espaces de BANACH
strictement convexes et de la retraction.

Nous observons que le procédé utilisé par J. J. MorEAU dans la démon-
stration de cette estimation est d’application difficile dans le cas des espaces
de BANACH strictement convexes, donc il faut utiliser une méthode nouvelle.

Possons maintenant & la formulation faible de (1.2).

Considérons le probleme

|2

(1.2%) o)+ A@)u) — (), o) — u()> &>
>4% | v(ty) — ult,) I — L o(t) — u(ty) l )

0<t, <t,<T,

Vo(t)e 270, T; V) avec v'(t) € 220, T; H),
v(t)e K(¢) p.p. sur [0, 1],

u(t)e OO0, T; HYyn £0,T; V),
w(t)e K(t) p.p. sur [0, T, u(0)= u,.
On obtient les résultats suivants:

Th. 4. Soit u,e K(0)%, f(t)e L7 (0, T; V*), v'(1) e L0, T); le probléme
(1.2") a alors une wunigque solution wu(t).

Th. 5. QSoit K(t) comme au Th. 4 et soit S: (uy, f(t)) —w(t) (w(?) solution
de (1.2"); |8 est continu de K(0)*x £» (0, T; V*) dans C(0, T; H) ¢t dans
Z2(0,T; V) faible.

Si en plus

CA)v,— A(t) v, '01_‘;”2> = 05“'”1—7)2”’7_ 7:”( [0, — 0| )

ou p(n) e C(R:) avee lim y(n) =0, DVopérateur S est continu de K(0)Zx

n—>0+

X £7(0, T; V*) dans £2(0, T; V) fort.

La clef de la démonstration des Ths. 4, 5 est la donnée d’un procédé de
régularisation semblable & celui qu’on utilise pour démontrer 1'unicité dans
le cas olt K(¢)= K ne dépende pas du temps.
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Nous observons aussi que la partie concernante l'existence dans le Th. 4
est démontré par penalisation et gque le procédé de régularisation, gui nous
interesse est établi en utilisant le Th. 3.

Dans le n. 3 nous rappellons certains résultats dejd connus et démontrons
certains lemmes, qui nous seront utils dans la suite, dans le n. 4 nous démon-
trons le Th. 3, dans le n. 5 nous démontrons le Th. 5, en admettant le Th. 4,
dans le n. 6 nous démontrons le Th. 4 et dans le n. 7 nous donnons des appli-
cations des Ths. 3, 4, 5.

3. = Résultats préliminaires.

Rappellons d’abord un lemme dft & J. J. MorgAU [9], sur la retraction de
Pintersection de deux convexes fermés mobiles:

Lemme 1. Soit B un espace de Banach, K(t) un fermé convexe mobile,
défini sur [0, T1, B,(x,) la bulle fermée de centre w, et rayon R, r(t) la retraction
de K(1).

Posons K'(t) = K(t) N Bg(x,) et supposons que IK(t) N int Bg(x,)s= 9. Soit ;(t)
la retraction de K'(t), on a 7'(t)e L0, T).

Nous rappellons aussi un deuxiéme résultat di & J. J. MorEAU [8], sur
les sections d’un convexe fermé mobile:

Lemme 2. Soit B un espace de Banach reflexif et K(t) un fermé con-
vewe mobile de E défini sur [0, T, de retraction »(t) avec '(t)e £*0, T), p>1.

Considérons u, € K(0), il y a une section u(t) de K(t) avee w'(t)e L0, T; B)
et w(0) = u,.

Démonstrons le lemme suivant:

Lemme 3. Soit KcV un fermé convexe avec O € K et {u,} une suite

“telle que

limu, = u, .
fi—> oo

On a
Um Ju,— Pgw,| = ju— Prul

N>

(Px opérateur de projection sur K dans V).

Nous observons qu’étant la suite {w.} bornée aussi la suite {u,— Pxu,} est
bornée dans V.
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Indiquons par J: V — V% Papplication de dualité telle que
Yoe V. On a, J. L. Lioxs [3], pg. 371,

[To[* = ]l

T (Uy— Pty — o (4 — Pra), y—100) > (JJtty— Pty || — |4 — Preulf)?.
De Phypothése on a alors

Im {J(sp— Praw,) —J (4 —Pru), y—uyy =0,

7—>

dont on a le résultat.

Remarque 1. Par le procédé du Lemme 3 on a facilement que u— Pru
est demicontinu en « et que, si V est localement uniformément convexe,
u— Py u est continu en u; ces résultats sont des cas particuliers de [11].

Lemme 4. Soit K()cV, te[0, T], un convexe fermé mobile de retraction
r(t) continue sur [0, T]; Yu(d) mesurable dans V sur [0, T, |u(t) —Prmu(t)|
est mesurable sur [0, T1.

De la Prop. 7b) de [8)], il suffit de démontrer le résultat dans le cas O e K(t)
sur [0, T]. Démontrons d’abord le résultat dans le cas wu(f) = .

Fixons une décomposition = de [0, T] en intervalles [r,, 7,4,] avec 7,=
=0< 7 < oo < Ty < T, = T et indiquons f(t) = |[v— Py,v|. Posons

Vi= 2 (f(m)— (i)
olt > est etendue & tous ¢ pour les quels on a f(7,)—f(7;-4) >0 et
Vo == 2z —f(rm)
ol > est etendue a tous ¢ pour lesquels on a f(7,~)—f(7;)=0.

Indiguons
Vo= Vit VE,

V =8upV,.

I1 est facil de voir que V est la variation de f(t) sur [0, 1.
On a, étant r(¢) croissante,

Vi< (r(ze) —r(re=)) < Maxr(2) .

te [o,7]
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On a aussi

Vi—V; = |v—Pygo| — [v—Prwo|>—|v] ,
dont
Vi< Maxr(t)+ |v]
tefo,r]
et donc

V<2 Maxr(t)+ |v] .

te{o,7]

On a ainsi que la fonction f(¢) est & variation bornée, done mesurable.
Soit maintenant «(f) une fonction mesurable sur [0, T] dans V; il y a une
suite {u,(?)} de fonctions en escalier & valeurs finis, telle que

Lim ., (t) = «(t) dans V

n—-

p.p. sur [0, T'] et en mesure.
Du Lemme 3 on a alors

Lm [ ua(t) — Priy ua(t) | = 4(t) — Pripre(t)|

—>o

p.p. sur [0, T] et en mesure, dont on a que [u(t)— Pxpu(t)| est mesurable
sur [0, T].

Lemme 5. Soit K(t) comme au Lemme 4; alors si u(t) e L0, T; V),
on a J(u(t)— Prpu(t))e L0, T; V*).

De la Prop. 70) de [8] il suffit de démontrer le résultat pour O e K(1),
te {0, T].

Observons qu’on a

31 3%

’LU——*PK(t)’LU”‘“’——Jg"‘U—PK(t)’UHZ> <J('U_.PK([)7]), (w—.PK“)w)'—'

— (v — Pry0)) = {J(v—Pgnv), w—2v) .

Posons

@(t; v) = } o —Pryof® .
De (3.1) on a

J('U—"_PK(”’U) S a(])(t, '0) .
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HEtant Popérateur v —J (v—Pgyv) partaut défini pour ¢€[0, 7], on a
(3.2) J(v— Pyyv) = Op(t; v) .

Congidérons maintenant la fonetionelle convexe
r
D)= [ |o(t) — Preyo(t) |2 dt .
0

Du Lemme 4 on a D(P)= £%0,T; V) et @(v) continue sur 220, T; V);
on a alors D(0D) = £20,T; V).

Soit p(t) e L0, T; V), v(t)e L0, T; V) et pe 0D(v); on a alors Yw(t)e
e L0, T; V)

f< (1), w(t)—o(t)> dt < Of l20(2) — Prgey 0( P v(t) > dt .

Posons
(t { zeV pour telt, {,]c [0, T,
W) =
) (t) pour t ¢ iy, 1,].
On a

J w0, o—ew>ar < 3 ['lo— Prgolai—1 [ ot — Pxgota]ar.

On a alors p.p. sur {0, T]

(), w—o(t)> <} o — Prna|>—1 [o(t) — Payo(®)]?,
dont
p(t) = J('U(t) —PK(t)?)(t))

p.p. sur [0, T].
Le résultat est aingi démontré.

Lemme 6. Soit u(t) absolument continue dans V sur [0, T}, Kt)cV un
fermé convexe mobile, défini sur [0,T] & retraction r(t) avec »'(t)e £*0, T).
On a

T

§ T (ut) — Priyu()), — ' (8)> At < 3 [4(0) — Pyioyu(0) 2+

+ {00+ ) lutt) — Pagy uta | e
ol ¢(t) e £ (0, 7).
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Pour le Lemme 2 on peut supposer sans perdre de généralité O € K(¢) sur
[0, T]. Nous observons que du Lemme 5 on a, étant u(f) bornte dans V,
J(u(t) — Pryu(t)) € £2(0, T; V*).

Prolongeons & ]— oo, T'] K (t) par K(0) et u(f) par «(0); nous indiquerons
encore par K(f) et u{f) ces prolongées.
Soit h>0; on a

1 2 <
5 =

w(t) — Prpyu(t)|*— ¥ flae(t —h) — Prp—nyu(t— 1)

<J (u(t) — Preyu(t)), w(t) — w(t—h)> +

+ I (u(t) — Prnyu(®)); Prge-mu(t—h) — Preyu(t)) <

< I (u(t) — Prinult)), w(t) —ut—h)> +

+ T (u(t) — Pryu(®))y Prte-nyuwlt—n) — Prio Pri-nul(t —h)> -
+ I (u(t) — Prou(t)), Prto Pri—m w(t—h) — Pru(t)) <

< LI (u(t) — Prgault)), w(t) —u(t—h)) +

+ u(t) — Prau(®)| (r(®) —7(¢—1)) .

Divisons pour & et intégrons sur [0, T']; on a

[ <ty — P uity], =50
() — r(t— I
< 110 — P w0+ | [t —Bryuit)] O o,
0

dont, en passant 4 la limite pour h— 0,

ff I (u(t) — Pry ult)), —u'(8)> At <} |u(0) — Prioy w(0) || +

0

T
+ of () — Prgyu(t) | »'(2) di .

On a ainsi démontré le résultat.
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Lemme 7. Soit K() un fermé convewe mobile de V, défini sur Ry, de
retraction (1) avee r'(t) € Zf(Ry), p > 1; soit A (t) le convexe fermé mobile de
L70,6; V), 6>0, défini par f(t):{v 8)|v(s)e £7(0, 6; V), v(s)eK(t+s)
sur [0, 0] p.p.}. Indiquons par #(1) la retraction de H(t); on a 7 (1) € Lp(Re).
Du Lemme 2 il suffit de démontrer notre résultat dans le cas O e K(1),
te R+

Du Lemme 5 on a que u(t) e £7(0,8; V) = Pryu(t)e L0, 5; V).
Nous observons que, 7, < ,,

]
e (A (), H (L)< u(y(z, F o) —r(t -+ )P dylir .

On a alors que #(¢) est la variation de la fonection induite par »(t) dans £7(0, o).
Alors on a

§
FO< [+ m)|ranpl,

dont le résultat.

Lemme 8. Soit A(t): V—V* satisfaisant aun hypothéses du Th. 3, on a
alors p.p. swr [0, T]

(1 ()= gulty w(t)) -+ <A@ (), w' (1))
pour tous u(t) absolument continue sur [0, T'] dans V.
Soit te]0, IT; on a pour 0 < h <<hy, h, suitable
@@+ hy u(@+ b)) —p(t, u(t)) =

=gt hy w(t+ k) — @t + h, u(t)) + Pt by w(t) — @lt, u(t)) .

On a
(3.3) lim 1& ((t -+ By w(t)) — (2, u(2))) = ¢}t u(?))
et

AR R)yu(t+h), w(t - b) —u(@)> >

=@t Ty w(t - b)) — gt -+ by w(t) > CA@ -+ h) (), w(t -+ h)—u(t)>
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dont
(3.4) ’l,im % (@@t 4 By u(t + B)) — @t + by u(t))) = <A@ u(t), %' (1)) .

De (3.3) et (3.4) on a le résultat.
Lemme 9. Soit A: V—V* monotone, borné, hemicontinu 6t ¢: V—]— co,

-+ oo] une fonction convexe propre s.c.i. telle que op = A et (0)= 0. Suppo-
sons qu'il y ait ve V tel que

{Av, v—y>afv|?—Ajv|* YoeV, a>0,
et

ldo|r<glo|r+d  YoeV.

On a alors

: A
#(0)> Culolr—3 o]2+ G,

. Btant 4 univoque, A est la derivée de GATEAUX de p, donce

1) = (<A, vyt [ ] (altolr— 21w

]

) di— f 4] 5]t

dont le résultat.

4., - Démonstration du Th. 3.

Du Lemme 2 on peut supposer O e K(¢), t € [0, T'], 1a démonstration dans
le cas général étant la méme.

Démontrons d’abord le résultat dans le cas u, & K(O).

Indiquons per J: V — V* Papplication de dualité telle que [[Jo|j* = |v]
et par {v;, vy, ..., V,, ...} une base de V, qui est donc aussi une base de H.

Indiquons par ¥, Uespace engendré par {v;, v, ..., v,} eb soit {u, } une suite
telle que U €V, et

4.1) Lim w,, == %, dans V.
n—>x
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Considérons le systéme

C'(t) + A ult) + 5 (T (0() — Prgy (w)t) —£(1), 0> = 0

(4.2,) p.p. sur [0, 1], i=1,...,n,

ut) eV, p.p. sur [0, T,

w(0) = 1, .

Pour les théorémes connus sur les systémes de équations différentielles ordi-
naires (4.2,) a une solution locale sur [0, ¢,], que nous indigquons par w,(¢).
De (4.2,) on a

: 14 ['u'n(t) ] hEe <f(t), 'M'n(t)> - <A(t) un(t)y un(t)><
< FOT* fua®) ] — ecfual®) 2 + 2| ua(®) |2+ Blaea(®) [ [B(0)] + [A) | [2(2)] -
De (4.3) on a que |u,(t)|<C; sur [0,1t,], ol C, est une constante qui ne
dépende pas de =, 4, ?,.

On peut done prolonger ,(f) a une solution de (4.2,) sur [0, 7] et on a
encore

(4.4) (8] < Oy p.p. sur [0, T].
De (4.3) on a aussi
r

(45) f ”un(t) ”2dt<02 ’

0

ou O, est une constante qui ne dépende pas de =, A
De (4.2,) pour le Lemme 8 on g

d
(4.6) @ g (s wa(®) <

<A, 001> + 5 T (0)— Prien®), — 0>+ plty 2(9) + s,

dont on a

¢ .
0 [ 1o |25+ gt 0a00) <900, )+ 5 i, — Pa e+

[ 1<t w1+ s, w60) + o] st 5 [ 1760 ae)— Pacyale)] 85,
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dont

Y

(4.8) f lun(s) |2 ds + (2, wa(t) < (0, w,) + - %0, — Prioy to, 1> +
+ ojf<f1(8), ,($)) ds+ <folt), %a(t)> — <{f2(0), o, —of <Fa8); uals)> ds +

12 t
1
+ f [¢(87 ’lbn(S)) + dl(s)] ds + ; f‘)"(&‘)”%n(s) —PK(S) u,,(s)” ds ’
g 0
dont, compte tenu de (4.4), on a
r
(4.10) Jlun(@)|2dt < Ci,a,
0

(4.11) la® < Coyz s

ol C, ; et C,, sont des constantes qui ne dépendent pas de n, mais dépendent
de 2.
De (4.10), (4.11) on peut supposer, sans perdre de généralité,

(4.12) lim™ u,(¢) = ua(t)

dans V uniformément sur [0, T] et

(4.13) Lim* a)(t) = u}(t) dans £2(0, T; H) .

fi—>» &

De (4.11) on peut supposer, sans perdre de généralité,

(4.14) lm** (A () wa(t) + % I (Un(8) — PrisyUalt)) = za(2)

fn—> @

dand #%(0,T; V*); on a aussi

[ 10+ 0 Pt () < f ) —us(8), tafs) ds =

3

= ,f<f(s)’ un(8)> ds—+ }: ['U’O,,P_Jz" ’un(t)lz .

]
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De (4.12), (4.13) on a alors

b3 ¢
lim sup f CA(S) Ua(s) + ;J(un(s) — Py ta(8)), %a(8) ds<f(f(s), ux(s)>ds +

n—-o

il —1 lu)]® =Df'<f<s>—~u;<s), wa(s)y ds = of Hals), wa(s)) ds .

On a alors

(£.15) 7alt) = A @) ux(t) + 5 T(w(t) — Prigua(®)

p.p. sur [0, T] et

(4.16) 1 u(8) — Paio a0 = [2(0) = Prgual®)]  dans 220, 7).
De (4.12), (4.13), (4.14), (4.15) on a que u,(#) est solution du probléme

(4.17)  w'(8) + A@) w(t) + ; J(u(t) — Pryyu(t)) = f(t) p.p. sur [0, T7,

#(0) = u, .

Observons maintenant que de (4.8), (4.12), (4.13), (4.16) on a

@18) i) |2ds -+ gt s) < 910, ) + [ <ials), wi(s)> ds -
= <h0), )+ <t walt)y — [ <o), i)y ds + f [p(s, us(s)) +-

¢
+ dy(s)] ds -+ % f 17 (8) | ua(s) — Priyua(s) ] ds <

<@(0, uo) + f {Fals), ua(8)> ds — <{F2(0), up> +
+ {falt), wa(t))> — f<f2 , wa(s)) ds +

+ f [p(s, wals))+da(s)] ds + f!?’(S)I (lua(s) st [A(s) wa() [* 4 1()]*) ds
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De (4.18) on a
T
(4.19) Jlujt)| A< Oy,
0

(4.20) [ua(t) | < Cy p.p. sur [0, T],

ou C, et C, sont des constantes qui ne dépendent pas de 1.
De (4.17), (4.19), (4.20) on a aussi
r

"1
(1.21) | 5 st = Prgmiy e ar<cs

0

ol (g est une constante qui ne dépende pas de .
De (4.19), (4.20) on peut supposer, sons perdre de généralité,

(4.22) Lim* wy(t) = w'(2) dans £*(0,T; H),
A->0

{4.23) lim wa(t) = u(t) dans V,
A0

uniformément sur [0, T'7 et

(4.24) lim A () ua(t) = x(?) dans Z(0, T; V¥).

A->0

De (4.21) on a

(4.25) lim (ua(t) — Py ua(t)) = 0

A->0
dans #*(0,T; V), dont

(4.26) u(t) € K(1) p.p. sur [0, T].

De (4.17) on a aussi

§ CAs) ), uals) — (o)) s < [ <F(s), wals) —u(s)> ds —

0

'"of Cua(s), wals) —u(s)> ds + § |uo|*— 3 lm(t)P—f—of Cu(s), u(s)> ds,
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dont on a

(4.27) Lim sup f CA(8)ua(s), ua(s) —u(s)>ds = 0.

A0 0

De (4.24) (4.27) on a

Iim sup f {A(s u;() p(s) —wa(s)>ds < _[(A (), v(s) —u(s)> ds

220
Yo(s)e £0, T; V) et () =A@)u(@) p.p. sur [0, T].

De (4.17) on a
(4.28)  <uy(t) + A()uz(t) — (1), v() —ua(t)> > O p.p. sur [0, 1]
pour toutes v(i)e £7(0, T; V) avee »(t)e K(t) p.p. sur [0, T].

On a alors pour 0<t; <t, < T

(4.29) (3¢ () + A@)u(t) — (1), () — u(t)> At >0,

dont on a
Cw'(8) + A@) u(t) —f(2), v(t) —u(t)> >0
p.p. sur [0, T1.
Nous avons ainsi démontré la partie du résultat concernante P’éxistence

dans le cas %, € K(0). Possons maintenant & démontrer ’existence de la solu-
tion de notre probleme dans le cas général.

Soit w,€ K(0)" et soit {u, }c K(0), telle que

(4.30) Lim wo, = 2, dans H .

Considérons le probléme
(1) + A@)u(t) —f(1), o) —u®)>>0  p.p. sur [0, T
(4.31,) Yo(t)e £»(0,T; V), »(t) e K(t) p.p. sur [0, 1]

w(t) € K(t) p.p. sar [0, 1], 'z‘c(O) =1, -
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De la partie précédente de la démonstration le probléme (4.31,) a une

solution u,(?).
De (4.31,) on a

% [0 (8) — 24,,(2) | 2 < — CA(E) wa{8) — A(E) n(2), Un(t) — un(t))> <0,

[

(4.32) Hm ., (%) = «(f) dans C(0,T; H) .

n—y

De (4.31,), en posant »(f) =0, on a

(4.33) 5 o w02 4 a0, un >+ 2|2+
+ Bl 15 + 14w o],

dont on a

(4.34) [ Ju@pa<c,,

olt (s est une constante qui ne dépende pas de n.
De (4.34), fixé ¢ > 0, on peut choisir 0 <I<J tel que

(4.35) fu.(D] < Cy(d)

o C,(0) est une constante qui ne dépende pas de n, mais dépende de 0.
De (4.35) et de la premiére partie de la démonstration on a

(4.36) jT [, () |2 dt < Cg(6)
' ]

o C4(d) est une constante qui ne dépende pas de n, mais dépende de J.
De (4.34), (4.36) on peut supposer, sans perdre de généralité,

(4.37) lim*ul(t)  =w'(t)  dans 20, T; H),
(4.38) lm*u.(f)  =a(®)  dans 220, T; V),
(4.39) Hm* A(t)u,(t) = Z(t)  dans 20, T; V+).

71—
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De (4.38) on a
u(t) € K (1) p.p. sur [0, T7.

De (4£.31,) on a pour 0 <i# <t,<T

' CA() alt), wn(t) — w(t)> At < j“ ) —1(8), wun(t) — ult)) At —

t

= f f()y wa(t) —w(®)> At + & |wn(ty) | 2— F [wa(te) [+ tftz Cua(2), u(t)) dt

dont
(4.40) lim sup fz CA(@) un(t), ua(t) — u(t)) di <0 .
n—>co ty
De (4.40) on 2
(4.41) ; 7(t) = A@) u(2) p.p. sur [0, T,

(4.42) lim sup ftz {Aw,(E), () — un (1)) dE < j"t’ CAu(t), v(t) —u(t)) di

Vo(t) e 220, T; V).
De (4.37), (4.38), (4.39), (4.41), (4.42), on a Vo(f) e £5(0, T; V) avec v(f) e
e K(1) p.p- sur [0, T]
§ ')+ A ) —1(0), o) —u(®)> A0 ,
dont

Cu'(8)+ Au(t)— (@), o) —u(@®)>>0  p.p. sur [0, T].

La partie du résultat concernante 'existence est ainsi démontrée; passons
maintenant & démontrer la partie concernante unicité.
Soient u,(?), u,(t) deux solutions de notre probléme; on a

1d
BYET] [, (1) — u,(2) [2 <0,

dont au,(f) = u,(1).
Le résultat est ainsi complétement démontré.
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5. - Démonstration de la partie du Th. 4 concernante Punicité et du Th. 5.

Démontrons d’abord un lemme qui nous permettra d’avoir un procédé de
régularisation semblable & celui utilisée par J. L. Lions, [53], qui dans notre
cas n’est plus possible utiliser.

Lemme 10. Soit K(t)cV un fermé convexe mobile défini sur R de retrac-
tion r(t) avee ' (t) e L0, T); nous supposons que K(t) soit uniformément borné
dans V.

 Soit uee K(0) et f(t) e LRy V) avee f(t)e K(t) p.p. sur Ry.
Considérons le probléme

© g (B) - w(E)—F(8), () —u(t)> > 0 p.p. sur Ry
Vo(t) € L Be; V), o(t) e K(t) p-p. sur Ry
(5.1) :
w(t) e I((t) P.p. sur R+
L 2%(0) = u, .

Le probléme (5.1) « une unique solution 1, (t) et on «

(5.2) limuy(t) =7§(t) dans L2, (R,; H),
7—>0

(5.3) Lm™** ay(t) = f(t) dans L°(R.; V),
7—>0

(5.4) Cun(2), ualt) — f(2)> <0 ,

p.p. sur By

Considérons le probléme
' () 4 edu(t) + w(@) —f(t), v(1) —u(@)>>0 p.p. sur By,
(8.5) Yo(t)e L0 .(Ry; V), v(t) e K(1) p.p. sur By

u(t) € K(t) p.p. sur By, u(0) =u,.

Pour le Th. 3 (5.5) a, Ye > 0, une solution u, (1).
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Par un procédé semblable & celui utilisé dans le Th. 3 on a
~ ‘ ’
(5.6) 7 ] Jupe(s)] ds< Cy(t)
0

ou 0,(t) e L (B+) ne dépende pas de 7, .
HEtant K(f) uniformément borné dans V sur Ry on a aussi

(8.7) e, ()] < Ce p.p. sur By,

olt (, est une constante qui ne dépende pas de 7, e.
De (5.6) et (5.7) on peut supposer sans perdre de généralité

(5.8) Hm* uy (1) = u,(t) dans L3 (R.; H)
&0

(5.9) lim edu, q(t) =0 dans Z7(R.; V¥)
e—>0

(5.10) 100 24y 6(8) = 24 (1) dans Z°(R,; V)
&0

(5.11) Hm™® uy () = ug(?) dans V
e—>0

uniformément sur chaque intervalle borné.

De (5.8) (5.9) (5.10) (5.11) on a que uy(t) est solution du probléme (5.1);
P'unicité du probléme (5.1) peut étre démontrée par des méthodes standard.
Posons dans (5.1) v(¢) = f(t), on a

(5.12) Cty(8), Unl(t) — F(£)> < % |un(t) — f(£)]2<0 .

On a aingi démontrée (5.4).
Observons maintenant que de (5.6) (5.8) on a

t
(5.13) J 12 lug(s)[2ds < Ou(t)
[}
dont on peut supposer, sans perdre de généralité,
(5.14) Lim* nu, (1) = %(¢) dans Z.(R,; H).
7—>0

De (5.7) on a aussi

(5.15) limpuy(t)=0  dans Z°(R,; V).

g
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De (5.14), (5.15) on a alors
(5.16) %)y =20 p.p. sur B
De (5.1) on a

ln(t) — 7 (£) |2 < < w(8), F(8) —un(?))

dont

Of |aunt) — F(2) |2t < f<nu , 18— un(t)>
dont
(5.17) f un(t) — F(2) | 2dt < f G0, 10> At 7 a2

De (5.14), (5.16), (5.17) on a alors

lim uy(t) == f(t) dans 27 (B,; H).

n->0

On a ainsi démontrée (5.2).
De (5.7), (6.10) on a

(5.18) lua(®)] < C p-p. sur B,
De (5.2), (5.18) on a alors

Lm™** qq(2) = f(£) dans L2 (R.; V).

7n—>0

Le résultat est ainsi complétement démontré.
Démontrons maintenant un autre lemme:

Lemme 11. Soit K@)cV un fermé convexe mobile, défini sur R, de

retraction r(t) avee (1) e £20,T), p=>2, A(t): V -~ V* monotone borné hemi-
continu et tel que, Yoe V, A(t)v est mesurable sur Ry dans V¥, uyc K(0), f(t) e

€ L5 (R+; V*).

Indiquons encore par A(t), K(t), f(t) les prolongbes & [—d, + oof, 6> 0, de
A(t) par J, (ot J,: V — V* indique Vapplication de dualité telle que |J, v[]

= |v[*, Ywe V), de K(t) par K(0), de f() par J,u,.
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Indiguons par u(t) une solution, que nous supposons exister, du probléme

f (1) + A@)u(t) —f(B), v(1) —u(@)> At >4 [0(f:) — u(ts) | *

— 3 lo(t) —u(ty)|*, 0<t, <1,

Vo(t) e L2, (R.; V), v'(t)e L3

toc

(B, H),
v(t) e K(t) p.p. sur K,

u(@)e O(R,; H) N Z7

loc

(B.; V),

w(t)e K(t) p.p. sur R, u(0) =1, .

Indiquons encore par u(t) la prolongée par u, & [— 6, + oo] .

Indiquons 3 = L —6,0; H), V" == £7(—§,0; V), o) Popérateur de ¥~
en ¥, dual de V", induit par A(t), A (1) le convexe mobile de ¥~

A (1) = {w(s)|v(s) e L7(— 6, 0; V)w(s)e K(t+ s)— d<s<0},
(1) (@(t)) la fonction de R+ en ¥ (¥°) induite par (%) {u(1)),
G == {o(s) |v(s) = 4, sur [— 4, 0]}.

La fonction i(t) est alors solution du probléme

t

[ ')+ @)ty — i), 50) — a)> dt > § | 5(ts) — ii(ta) |2

121
—%Iﬁ(tl)—ﬁ(tl)lgy 0<i; <1,y
Yi(t) € g{;c(R_;_; vy, ¥'(t)e fflz”(R_*_; ),

Bty e (t) p.p. sur B,

Aty e O(Ry; )N 2r

loc

(R+§ ) y

a) e (t) p.p. sur R, 4(0) =1, .

Considérons une fonction #(t) = v(t; s) € L}, (R+; #7) avec '(1) = (dv/0t)-
*(3; 8) € Lo (Be; H) et v(t; s)e K(t+ 8) p.p. pour t€ Ry, —<s<0.
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4
-3

On a

f<-§§’<t; ) -+ Alt+ )l -+ ) — [+ 9),

o(ty 8) —u(t+ s)> At >4 |v(te; 8) —w(te+ 8)|*—F [0(ts; 8) —u(ty + 8)|?
pour 0 <1, <i,.

En intégrant sur [—J, 0], on a alors le résultat.

Passons & démontrer I'unicité de la solution du probléme (1.2') et la for-
mule de dépendence continue du Th. 5, en supposant Pexistence d’au moing
une solution du probléme (1.2') Vu, € K(0)” et f(t) e £7(0, T; V*) et O € K(t).

Indiquons par u,(t) et u,(f) deux solutions de (1.2') correspondantes aux
données (ug, 12(1)); (%, fa(t)). |

- Prolongeons K (i) par V, A(f) par J,, f:(t) par O & R4 et indiquons encore
par K(t), A(%), f:(t) ces prolongées, 7 =1, 2.

Nous observons que wu(t), i=1,2, est dans ﬁ” pour te[0, T}, done
u,(t), 2 =1, 2, peut étre prolongée & une solution, que nous indiquerons encore
par u,(t), du probleme

(1,2") _tf ' (@) + AR u(t) —fut), v() — w(®)> At > § |o(ts) — w(t)| *— § [0(t) —u(ty) |?

Yo(t) € &2

(B V), v(t)e gizacu%—e-; H),

+5
v(t) e K(t) p.p. sur K,

u(tye Lp (B, VinCRB,; H),
w(t)e K(t) p.p. sur By, u(0) =1, .

En posant »(¢) =0 dans (1.2") on a[2],
t46

(5.19) [ flws)rds <M sur B, 1=1,2.
t

En utilisant les mémes méthodes et notations du Lemme 9, nous pouvons
affirmer que i,(f) est solution du probléme

(5.20) tftz @' (@) + @) UE) —Fil0), T@) — A2)> At > §|5(t) — 6(t) 3 —

—%lﬁ(tz)l_a(tz)lgf’ 0t <ty,
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Vi(t) € LhRy; V), T()E LhR,; H)

(t) eA°(t) p.p. sur R,

(1) e Lt

loc

(By; )N C(B; ),
a(t) e A (t) p.p. sur B, G(0) =4, .

De (5.19) on a -
l@:@)|5 <M p.p. sur Ry, i=1,2,

et du Lemme 7 nous pouvons affirmer que la derivée de la retraction de £(2)
est dans #7, (B+).
Nous pouvons alors affirmer que 4,(¢f) est aussi solution du probléeme

(5.21) J @+ S0an—T, oo —
— )y At § |9 — () =} o) —a) |7, 0<h<t,

Vi(t) e Lr.(R.; V) avec ¥'(t)e L3

toc

(By; )
¥(t) e A7 (t) p.p. sur B,
W(t)€ Lo (By; V) O O(Ry; ),

@(t) e #7(t) p.p. sur B, 4(0) =,
i=1,2, oo A'(t)=H(t)N B, avec R = M,

Du Lemme 1 on peut affirmer que 2¢'(f) a une retraction avec dérivée dang

£2 (RY).

loe

Indiguons maintenant par @y(f) la régularisée par le Lemme 10 de @W(f) =
= 3(@y(t) -+ (1) avec B(0) = w(0).
En posant #(t) = @y(t) dans (5.21) on a, i=1,2,

t

f (w;(s) - () Ui (8) —F:(8), Wuls) —&u(s)D> ds > § | Dn(d) — %:(2) | %———

0

— 3§ [Uor— Upn | 2, >0,
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dont

f [Ty (s), Da(s) —D(3)) + F {Ly(3), Dn(s) — Tu(s)) + § {LTs(s), Dn(s) — 102(8)> +
+ % <f1 n(8) —us(s)> + <f2( ) 77)77(3)_“2(3»]
ds > }{|Da(t) — Au(8) |* + [Dn(t) — uo(£) | *— 2 | o — 102 %}

dont en passant & la limite pour n —0, on a

(5.22)

s ¢ 0
< 3 [ 21— o2 | * - f ( f<f1(77+ 8) —fa(1 -+ 8); us(n + 8) — wa(37 4 8) dn) ds
o -8

En divisant pour § et en passant & la limite pour 6 —0, on a alors
t

(8.23)  Flua(t) —ua(t) |2 < & [thor—toa |2+ [ <Fa(8) —7a(8), ua(8) —2a(s)> ds .
0

De (8.23) on a le résultat pour wy,, 4, € K(0). Démontrons maintenant
que (5.23) reste valable dans le cas général.
Solent donc iy, , u,, € K(0)¥; en posant v(t) = 0 dans (1.2") on a

IT l:(2) |» dt < Cst. .

Done, Y6>0, il y a [0, d], tel que w.(f)e K(F), i =1, 2.
De (5.23) on a alors

(5 24) % l Uy (£)— us(2) | % Iul ‘“‘uz(i)lg -+ f(f(s)]cl(é) — f2(8), uy(8) — uy(s)) ds |
pour t>1.

e (B.24) en passant & la limite pour —0, on a

(5.28)  Fauy(t) —u(f

)< % [ 21— Uoa | 2 j<f1 —fa(8), us(s) —ux(s)) ds

dont le résultat.
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Maintenant si on a
CA@) 01— AR) v2y 01— 0,0 > el o, — v, ]| 7— (|0, — v, )
en repetant la démonstration de (5.25) on a
(5.25") § Jua(t) —ua(t) |2 << & |2ty — s |2 0ft[Oﬁ(S)——J’Z(S), Uy (8) — ua(8)> —
— ol (8) —aa(s) |7+ w( |2a(s) —u(s)|)] ds .

De (5.25) (5.25") on a facilement la partie concernante I’unicité du Th. 4
et le Th. 5.

Nous observons que, pour le Lemme 2, on peut toujours supposer, sans
perdre de géneralité, O e K(¢) pour te[0, T], la démonstration dans le cas
général étant la méme.

6. ~ Démonstration de la partie concernante I’existence du Th. 4.

Nous supposons O € K(t), t€ [0, T'l, é¢tant la démonstration dans le cas
général étant la méme pour le Lemme 2.

La démonstration de la partie concernante I'existence du Th. 4 est faite
par penalisation.

Supposons d’abord w,e K(0).

Considérons le probléme pénalisé

(1) 4 A(t) w(t) + %J(u(t) — Py u(t))= /()
w(0) == u, .

(6.1)

Le probléme (6.1) a une unique solution wu,(z), [5].
De (6.1) on a

- afua(®) [P < (), wa(t)> 4 B1B@) | [ualt) |7

1d
(6.2) 5 a3 | wald)

+ 1@ [ o) |+ 2wt |2

De (6.2) on a

(6.3) lua(t) | < O p.p. sur [0, T]
(6.4) [ sty 2t <

ou C, est une constante qui ne dépende pas de 1.



[29] SUR LES INEQUATIONS PARABOLIQUES AVEC CONVEXE ... 61
De ({6.4) on peut supposer sans perdre de généralité

(6.5) Hm™ wa(t) = u(t) dans #7(0,T; V).

A=>0

Prolongeons maintenant K(f) par V, A(t) par J, et f(¢) par O & R4 et indi-
quons encore par K (1), A(1), f(t) ces prolongées.

Nous observons que la solution de (6.1) sur B; est une prolongée de u,(%)
a R*, que nous indiquerons encore par u,(f).

De (6.1) on a facilement, pour 0 < d < T,

t+d
(6.6) (f Tuats)rdsyir<C,

p.p. sur Ry, o C; est une constante qui ne dépende pas de A.

Indiquons = F*(—0,0; H), ¥ = FL7(—06,0; V) J: ¥ =¥, ¥* dual
de 77, Popérateur induit par J, M = max (|%], C,)-

En adoptant les mémes notations qu’au paragraphe précédent et posé
A (t) = B,,, on a

BE) + L) Anlt) + % F () — Py 1)) = F1)

4(0) = I, .

(6.7)

De (6.5) on a aussi
(6.8) @], <M p.p. sur Ry,
dont on peut supposer sans perdre de généralité,
(6.9) 1im™* @,(t) == di(2) dans L*(R,; 7).

De (6.7), (6.8) on a facilement

t+1

(6.10) f ST (al8) — oy Tals)), Wals)> s <04,

ol C, est une constante qui ne dépende pas de A.

De (6.10) on a facilement

@ty e A7 (1) p.p. sur R;.
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Indiquons par #,(t) la régularisée de () faite par la méthode du Lemme 10
avec Uy(0) = 1y; on a

j (A (s8)ta(s), Wa(s) —tla(s)) ds + § | () —n(?) |2 < of <F(s), @ia(s) —

— n(s)> ds + [ CE5), inls) — Ta(s)) s
dont

3

J (A (s) Wals), a(s) —iis)> ds + F | Ba(t) — () |* < § |6() — ) |* +

s
+ 0ft@f(S)fw.(S), iy (s) —U(s) ds + oft (tly(8), Tin(s) —Tn(s)) ds .
De (6.9) on peut supposer sans perdré de généralité
(6.12) %n?* A (8) (1) = %(t)
dans % (Ry; V%),

De (6.12) on peut supposer sans perdre de généralité

2] <

lim sup [ f (8 Uals), als) —G(s)> ds + & |at) — G(2)

2= 0 0

7

3 () — n(t) |2+

+ Oft x(s), n(s) —4i(s)> s,

dont
tian sup [ Of <o (s) W(s), Wals) — ls)> ds + § [@(t) — ft) | <] <0,
dont
/llin; Oft (S (s)lia(s), da(s) —@{s)>ds =0,
(6.13) iinol Wa(t) = (1) dans 7 .
On a alors
(6.14) A1) =x(t)  p.p. sur By,

Nous observons que de (6.13) on a

(6.15) lim wa(f) = w(z) . dans £2(0,T; H) .

A->0
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De (6.4) on peut supposer sans perdre de généralité

(6.16) lm A (@) ua(t) = x'(2) dans Z7 (0, T; V*).

A->0

On peut alors conclure

(6.17) limsup j’l CA ) ua(t), v(1) —ua(t)> di < j'z LA u(t), v(t) — w(t)) dt,

s T

0<t,<t,<T, v(t)e L0, T; V).
De (6.15), (6.16), (6.17) on a

(6.18) [ @)+ A u®) — 1), o) —u(®)y at>

> Flolt) —wlte) 12— [v(t) —u(h) |2
pour i, 1[0, T1— 4, A ensemble negligeable avec O ¢ 4
Vo) e 270, T; V) avec v'(t) € £2(0, T; H),
(1) € K(t) p.p. sur [0, T].
Démonstrons maintenant que «(f) e C(0, T'; H).
Considérons le probléme

<77(u,',(t) 4 O un(t)) -+ un(t) —u(t), o(t) —un(t)> >0 p.p. sur [0, T],

(6.19) Vot)e £20,T; V) avec v(t) € K(t) p.p. sur [0, 1],

u(t) € K(t) p.p. sur [0, T7, %(0) = @0 .

Pour le Th. 3 le probleme (6.19) a une solution w,(t) avec
. z
(6.20) 7t [ luy(t)|2dt<Cy,
[}

(6.21) Cttg(t) + O pun(t), un(t) —w(t)> <0,

p.p. sur [0, T], ot C; est une constante -qui ne dépende pas de 7.
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Posons dans notre inéquation v(¢) = uy(f), on a
§ [<atyfs) + O paun(s), tn(s) — ufs)y -+
+ CA(s) un(s) — O, un(s), un(s) —u(s)) +

+ {F(8); wn(s) —u(s)>] ds >0, te(0, T1—4,

dont
of [t (s) -+ O tin(s), un(s) — u(s)) +

+ (A () un(s) — O, un(s), un(s) —uls)> +
+ <H(8), unls) — ()3 ] ds >0 .
De (6.20) on a alors

| <A 102(5) — OF 0(5)— 1(5), tnls) — u(s)> A5 0,

0

dont

ofT [Blunls) |2+ 1d@) | Jun() ] + Blan() [P~ ()] +
+ 1@ ] Jw(s)]| — Cllun(s)]? + Cluals) 7 [u(s)|]ds >0,
dont
(6.22) Oyt (Co—C) [ Jun(s)|Pds >0 ,
ol G est une constante qui ne dépende pas de C et Cy est une constante qui

dépende de C, mais reste bornée si C varie dans un ensemble borné.
De (6.22), en supposant C > Cy, ce qui est toujours possible & avoir, on a

(6.25) [ Juntt)Pat <,

ou C, est une constante qui ne dépende pas de 7.
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De (6.19) on a

(6.24) fT lun(s) —u(s) [2ds < _[T77<M:7(s) + CJ un(s), u(8) — tq(s)> ds <

< a2+ f <up(s), w(s)> ds + f 10T, un(s), u(s)> ds .

De (6.20), (6.23) on a

Lim* 5 uy, (1) = 0 dans %20, T; H),
o~

lim g, un(t) = 0 dans £%(0, T; V¥).
70

De (6.24) on a alors

lim uqy(t) = u(f) dans %*(0,7; H),
17->0
lim™ uy(t) = w(t) dans Z£7(0,T; V).
70

Posons alors dans (6.18) v(2) = ux(t) on a

[ CA)s) — OF ytun(s) — F(5), un(s) —u(s)> ds > § [un(t) — u(t) |2,
dont

(6.25) j't CA(s)u(s) — O () —f(8), un(s) —wu(s)> ds> ¥ |un(t) —u(t) | .

0

De (6.25) on a

(6.26) Lim uy(8) = wu(t) dans £~(0,7; H),

7n—+0

done u(t)e C(0, T'; H).

Etant w(t) e 0(0, T; H), on peut affirmer que la inéquation (6.18) est va-
lable pour ¢,7,€[0, T]. Le résultat est ainsi démontré pour u, e K(0).
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Passons au cas u,€ K(0)%.
Soit {“%} une suite dans K (0) telle que

(6.26) Lmoa, = dans H .

>

Considérons le probléme
(6.27,) tj ' (1) A+ A@)w(t) —f(2), v(t) —u(@)) Al > F|v(t) —u(ts) |2 —
131

— 3 lo(t) —u(t) |, O<ti<ta<T,
Yo(t) e £7(0, T; V) avec v'(t)e L0, T; H)
v(t) € K(t) p.p. sur [0, T
w(t)e C(0, T; Hyn £#0,T; V),

w(t)e K(t) p.p. sur [0, TT, w(0)=u,, .
Pour la partie précédente (6.27,) a une solution «,(f), du n. 3 on a

(6.28) % (8) — Um(8) | < f2tg, — o | te[0, T].
De (6.27,) on a

(6.29) [ Jun(t) [Pdt < Cst .

De (6.28), (6.29) on a

(6.30) lim u,(t) = u(t) dans C(0, T'; H)
(6.31) lim*w,(f) = u(?) dans £2(0,T; V)
(6.32) Lim A (%) wa() = 7(¢) dans #£7(0, T'; V).

Considérons 6 > 0, de (6.29) on peut determiner fe [0, 6], tel que

(6.33) lun(®)] < Cst .

[34]
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Par le méme procédé utilis¢ pour démontrer (6.14) et (6.17) on peut dé-
montrer

(6.34) 7(t) = A(8)u(t)

(6.35) limsup jtﬂ LA un(t), v(t) — u,(2)> di < f(A(t)u(t), () —u(t)ydi,

12 O 12
0<t,<t,<T, v(t)e L0, T; V).

De (6.30) (6.31) (6.32) (6.34) (6.35) on a que w«(t) est solution du pro-
bleme

(6.36) [ <o+ A@uit)— f(t), o) —u(t) e >
> oll) —u(t) | 2— 3 |v(t) —u(t) |2, 0<t, <tloa<T

Yolt) € 20, T; ), v'(l)e 220, T; H),
v(t) e K(t) p.p. sur [0, T],

w(t)e C(0, T; Hyn £»(0,T; V),

u(t)e K(t) p.p. sur [0, T], w(0)=u,.

Le résultat est ainsi completement démontré.

7. - Exemples.

Soit 2 c R, un ouvert borné de frontiére I" réguliére, 2 étant d’une seule
coté de I

(@)
Posons V= Wi?Q), H= F*Q), A: V- V* défini par la relation

=2 gy ov
— () — (@) dx
7 ( )am,-( )

2

o
Fy (2)

<

CAu, vy = J- i
3 fe=1

P >2, v(), u(z) € W*(Q).
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Soient
eully @), Bty @) € 22(0, T; WH(2))
avece
2 [
Y0y, Lm0 20, T; W)

et oy(t, 2), fa(t, @) € C(0, T5; WH2(Q)) et telles que p.p. swr 2 o (f, @) et fau(t, v)
sont croissantes en t.

Posons «(t, ) == o, (t, ) + (t, ), p{, ) = f1(t, ) — f.(t, #) et supposons
a(t, 2y >0, B, #)>0 sur I p.p., 1[0, T] et «t, z) > A, ) sur Q2 p.p., te
e [0, T.

Posons

K (t) = {v(z) |v(x) € Wy?(Q), B(t, ») <v(@) <all,z) p.p. sur 2}.

11 est facil de voir que les hypothéses des Ths. 3, 4, 5 sont vérifiées et nous
observons que les problémes (1.2) (1.2') sont formellement equivalentes au
probléme

[ ou LN’ du P2 P
7 (B %) _i 6—.@( o, (t, ) o, (, 90)) =
= f(¢, @) p.p. sur [0, T1XQ olh f(i, ) << u(t, x) << oall, x),
ou n 0 on P2
% m)“‘; 5‘7)‘1( a—wi(t’ ) o0, (1 m)) <

(7.1) <f(t, z) p.p. sur [0, T1XQ ol wu(i, z) = alt, x),

ou no9 ou P2 Py
5{(% w)—glé; ( s (t, ) a?i(t’ W)) >
>f(t, @) p.p. sur [0, T1XQ ou u(t, )=, a),
w(t, ) =0 p.p. sur [0, T1XI",

| #(0, ) = uy(w) p.p. sur 2.
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(b)

Soient V, H, A comme dans (a) et soit v (t, @) e C(0, T; L7(Q)) avee
(9, 0t)(t, @) € L7(0, T; £7(Q)) et yu(t, x) e C(0, T; £7(Q)) monotone crois-
sante en ¢ p.p. sur 0.

Posons p(t, x) = . (t, ) + w.(¢, ), en supposant (¢, ) > 0, et

K(t) = {v(z)|v(@) e Wi*(Q), |grad v(z) | <p(t, ) p.p. sur Q}.

11 est facil de vérofier que les hypotheéses des Ths. 3, 4, 5 sont valables et
nous observons que les problémes (1.2), (1.2') sont formellement equivalentes
att probléme

. (t; w)

T2 w)) — 1, w)}

[lgrad w(t, )| — (¢, )] =0, p.p. sur [0, T1XQ,
(7.2)

lgrad u(z, «) | < (L, @) p.p. sur [0, T1XQ,
ult, ) =0 p.p. sur [0, T1XI",
L %(0, 2) = uy(x) D.p. sur £.
(¢)

Soit V= Wh"(Q), H= £(Q), A: V - V* défini par la rélation

7

Auyvy= | 3
R

=2 Ju ov

— aj —_—
ox; ow;

ou a
2 (@) (@) dee

fe=1

=2, uw), v(w)e Wur(2). -
Soient oy(t, 2), Bi(t, @) € L7(0, T; W (Q)) avec

oty
ot

w(t, @), Pat,a)e 0(07 r; Wl’”(g))

@), 2 1, 2) € 24(0, T; WH3(2),

et telles que p.p: sur I' sonb croissantes en 2.
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Posons «(t, ®) = oy(t, ) + alt, @), S(I, ) = pu(t, #) — f.{¢, ) et supposons
aft, ®)=p(t, ) p.p. sur I

Posons
() = {v(@) |v(w) € WH?(Q), B(¢, x) <v(z)<a(t,z) p.p. sur I'}.

Il est facil de vérifier que les hypothéses des Ths. 3, 4, 5 sont valables et
que les problémes (1.2), (1.2') sont formellement equivalentes au probléme

ou noo =2 ou
a (tl m)—’z 0%, ( 5;‘“’ m)) =
= f(t, ) p.p. sur [0, T]x 2,

13

i=]

ou "
— X
5 60

-2

= (1, )

o,

ou
(1.3) 4 2 (b 2) €08 (, m,.)] :

(u(t, ®) — o(t, @) )(u(t, ») — p(t, ®)) =0 p.p. sur [0, T1x T,

B(t, 2y <u(t, ) <ot ©) p.p. sur [0, T1x T,

[ %(0, 2) = ue(2) p.p. sur 2,

ot » indique la normale & I' extérieure & (.

()

Considérons pour e {0, T] une famille d’ouverts bornés de B* 2,0 de
- frontiére réguliere I'; et d'une seule coté de [I,; soit 2,cQ ol £ est un
ouvert borné de R*» de frontiére réguliere I' et d’une seule coté de I
Supposons que la fonction t— 2, soit & retraction r(¢) avec »'(t)e £?(0 T)
et que le capacités des hypersurfaces I, soient bornées.
Indiquons 2 = U {t} x Q..

tefo,7]

Soient V, H, A, (i, x) comme dans (b).

Posons

K@) = {v(@)|v(z) e WH?(Q), |grad v(z)| < p(t, @) p.p. sur 2, v(z)=0 sur Q— 02}
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11 est facil de voir que les hypothéses des Ths. 3, 4, 5 sont vérifites et nous
observons que les problémes (1.2), (1.2") sont formellement equivalentes au
probléeme

[a“ t, 0)—3 i(

at = O,

% (1, @) ] o, m)) — 1, w)] :

Ox; o,

(T.4) 4 [lgrad u(t, )| — p(t, )] =0 p.p. sur 2,

w(t, x) =0 p.p. sur 00 —[(3,u B3,) N7,

L %(0, @) = u,(®) p.p. sur £,.

Remarque. Nous signalons iei que un résultat du type du Th. 4 pour
des inéquations de NAVIER-STOKES est obtenu dans un travail de I'A,,
Boll. U.M.I.(4), 11, (1975) p. 309-321.

Pour ce qui concerne les inéquations paraboliques avec contraintes sur
w'(t) on peut déduir un résultat d’existence et unicité du Th. 1 dans le cas ou
le convexe fermé K (#) est considéré dans H (dans ce cas voir aussi le résultat
de PA. Sur les inéquations de évolution avec convewe dépendant du temps, Ric.
di Mat., vol. XXTII, 1974, p. 1-48); pour le cas du convexe fermé mobile
dans V un résultat d’existence et unicité est obtenu par I'A., Boll. U.M.L (4),
9, p. 268-280.

Pour ce qui concerne la solution forte des inéquations du type de NAVIER-
SToKES et des ondes relatives & un convexe fermé mobile de H on a seulement
des résultats partiels de PA., mais le probléme dans le cas d’un fermé convexe
mobile de V reste ouvert.
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