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DANIELA MONTEVERDI (¥)

SH a piu sorte di variabili. (**%)

Nel presente lavoro viene affrontato il problema di estendere alle SH con
pit sorte di variabili i concetti di soddisfazione e di verita introdotti in [5]
per le SH in una Z-struttura definita su un oggetto di una categoria con
prodotti finiti.

Per comoditd e anche perché nella letteratura non ¢’¢ uniformitd di con-
venzioni, premetto un primo paragrafo in cui descrivo un linguaggio (concreto)
con pit sorte di variabili e richiamo le principali nozioni ad esso relative (for-
mule, strutture, verita). Nei paragrafi successivi, dopo aver introdotto le SH
con pitt sorte di variabili e le strutture (a pil sorte) in una categoria, passo a
definire i concetti di soddisfazione e di veritdh estendendo e generalizzando,
in un certo senso, i risultati di[2]. Il lavoro si chiude con I'esame di alcune
corrispondenze particolari; si trova cosl che i concettidi corrispondenza suriet-
tiva, iniettiva etec., sono adeguatamente generalizzati alle categorie dalle defi-
nizioni date in [4], mentre per il concetto di composizione ci ritroviamo di
fronte alla stessa situazione, gia esaminata in [1], per il caso di una sola sorta.

1.1. - Linguaggio % con piit sorte di variabili.

I simboli del nostro linguaggio .# sono:
1) le costanti logiche: &) eonnettivi proposizionali,
b) quantificatori,
¢) parentesi e virgola .

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, 43100 Parma, Italia.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.8.A.G.A. (Ricercatore senza assegno),
durante il periodo di godimento di una borsa di studio del C.N.R. afferente alle diseci-
pline algebriche e geometriche. — Ricevuto: 3-V-1973.
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2} Le variabili individuali, che costituiscono una famiglia I non vuota
di insiemi numerabili a due a due disgiunti, detti « sorte ». Se {eI, si diranno
« variabili di sorta 7 » gli elementi di 4. Diremo «tipo » ogni a-upla 7= (1, ..., %)
di sorte n>1.

3) Le costanti non logiche, che si suddividono in
a) un insieme R° di predicati di tipo T, per ogni tipo 7. Se v o0,
supponiamo R* N R° = @,
b) un insieme CY di costanti individuali di sortw i, per ogni iel.
Se 4+ j, supponiamo C¥ N OV = 0,
¢) un insieme F%™ di simboli funzionali, per ogni sorta ¢ e per ogni
tipo 7. Se (%, 7) % (§, 0), supponiamo F®? N 99 = ¢,

Una successione finita di simboli di .Z si dice «espressione» di . Le
espressioni sensate di % sono i termini e le formule.

I termini costituiscono una famiglia di insiemi 7 cosi definiti per ricur-
sione:

I) ogni variabile e ogni costante individuale di sorta ¢ appartiene a T%,
II) ogni espressione della forma f(t,, ...,%,), dove fe F" e 7= (i, ..., %,)
e t,€ T% per ogni 1<k<n, appartiene a 7.
Gli elementi di T® si dicono « termini di sorta 4 ».

La sorta di un termine & univocamente determinata, poiché due diversi
insiemi T sono sempre disgiunti.

I’insieme delle formule di % ¢ cosl definito, per ricursione:
I) ogni espressione della forma R({, ..., %,) dove R & predicato di tipo
T==(fyy ey bn) € L, € T, 1<k<n, ¢ una formula, detta «formula atomica »,
II) ogni espressione della forma (— A), (AAB), (AAB), (Va)4), ((Fz)4),
dove 4 e B sono formule e # una variabile, & una formula.

1.2. - Z-strutture.

Una Z-struttura o interpretazione di % & per definizione una coppia
M= (M), ¥>, dove il primo elemento & una famiglia di insiemi non
vuoti detti «insiemi base della struttura» e ¥ & una funzione, detta «fun-
zione di interpretazione », definita sull’insieme delle costanti non logiche di &

¢ tale che:
1) se Re Rt ™), n>0 qualunque, allora Y(R)C M, X... XM, ,
2) se ¢e O allora ¥(c)e M,
3) se fe @G il p> 0 qualunque, allora ¥(f): M, X... XM, - M,.
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1.3. - Interpretazione dei termini e soddisfazione.

Se ¢e I, dicesi «successione di sorta ¢» ogni elemento di M}, cioé ogni
applicazione da ¢+ ad M,.

Data una successione s di sorta 4, definiamo sy: 7' — M, come segue
I) syp(w)=s(x)e M,, zei;
II) sy(e) = P(c)e M,, ce OP;
III) sp(f(tyy ooy 1)) = P (S0(t)y -y Sp(tn)) € M,y fe FE i)

quando il primo membro ha senso.

Dicesi successione (in M) ogni elemente di T M;.
ier
Se s ¢ una sucecessione, per ogni ¢e 1, s(i) & una successione di sorta 7.

Indichiamo poi con sy: UT¥—J M, la funzione cosi definita: se te T,

ier i€r
su(t) = 5(6)u(2).

Sia ora R(t, ..., t,) una formula atomica con R di tipo (4, ...,%,) e sia s
una successione in M; si dird eche R ¢ soddisfatta da s in M (in simboli:
e B(t, .y £)[s]) se e solo se (sp(ty), ..., su(f,)) € P(R).

Il concetto di soddisfazione si estende a tutte le formule nel modo con-
sueto.

Una formula di & & vera in M se e solo se & soddisfatta in M da tutte le
sucecessioni s.

2.1. - Formule SH con pin sorte di variabili.

D’ora in poi con & si designerd un linguaggio dei predicati del 1° ordine
con pin sorte di variabili, privo di simboli funzionali e con un predicato (detto
di uguaglianza) E®? per ogni iel.

Se 7= (i1, ..., %,) & un tipo, si dird #ipo parziale di T ogni segmento iniziale
0= (1, s, ..., &) di 7, con 1<k<n; ovviamente un tipo parziale di un tipo
¢ ancora un tipo. Sia Q2 linsieme dei predicati di .% e sia Q* Pestensione di £
ottenuta aggiungendovi, per ogni sorta ¢ e ogni tipo 7, una infinitd numerabile
759, 17, ... di simboli funzionali e, per ogni ¢ € I, una successione a’, ai, ... di
costanti individuali di sorta 7.
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Definizione di « termini elementari» (astratti) di tipo T = (44, ..., ¢,) ©
sorta ¢:

1) &, 1<k<n, ¢ un termine elementare di tipo 7 e sorta %,
2) f& ) ¢ & un termine elementare di tipo 7 e sorta 4,

3) f9OeL, &l .., e}y dove 0= (iy, @sy ...y ), 1<Pp<n, & un termine ele-
mentare di tipo 7 e sorta ¢,

4) ca®, dove ce C¥, & un termine elementare di tipo 7 e sorta <.

Chiameremo « SHE atomica» (di tipo o) ogni espressione della forma
(P(tyy ..y tn)), dove P & un predicato di tipo 7= (i1, ..., Tm); b1y ...y tm SONO ter-
mini elementari dello stesso tipo o (che sard detto anche tipo della formula
atomica) e t; & di sorta 4;, 1< j<m.

Definizione di SHE di tipo 7:

1) ogni SHE atomieca di tipo 7 ¢ una SHE di tipo 7,

2) ogni congiunzione di SHE atomiche di tipo = ¢ una SHE di tipo 7,

3)se H,H,,..,H,, H sono SHE atomiche di tipo 7 allora espres-
sione H AH,A...AH,—~>H & una SHE di tipo .

Definizione di SH di tipo 7:
sono SH di tipo 7 tutte le SHE di tipo 7 e le congiunzioni di SHE di
tipo 7.

2.2. - Z-strutture (in X°) e interpretazioni.

Sia A una categoria con prodotti finiti. Consideriamo una famiglia (4.),,
di oggetti di /" non vuoti (nel senso che [l, A;]# 0), e una funzione @
che a ciascun predicato P di tipo 7= (¢, ..., ¢») associ un sottoggetto di
A, XA, X..XA, e ad ogni predicato B associ il sottoggetto 4, di 4,XA4,.

Ogni coppia o = {((A),, D> si dird L-struttura (in X).

Consideriamo una famiglia (4,),, di oggetti di 2" non vuoti e una fun-
zione @* che assoei a ciascun predicato P di tipo 7= (4, ..., %m) un sottog-
getto di 4, X...X4, , a ciascun predicato E*Y il sottoggetto 4, di 4;XA4,,
e a ciascun simbolo funzionale f** con o= (j;, ..., j») un morfismo

GH(f4): 4, X.. ><A,n —A4A,.

Dicesi interpretazione di & ogni coppia {(A:)w,, P*> che soddisfi le con-
dizioni precedenti.
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Se o = {(Ai)iyy P> & una L-struttura e &% = {(B,)i,, P*> una interpre-
tazione, diremo che « &7* & associata ad =7 » se per ogni i€I, 4,=B,e D &
1a restrizione ad £ di @*.

Estendiamo @ ai termini elementari di tipo 7= (41, ...,4,) e sorta i:

I) O¥(g) =ep: Ay X . XA, A4,
1I) q}*(f(z‘. (i;))é\:) _ @*(f(i, (.‘,))) & Ai; X XA:‘,, _&y Aﬁ% A;,

1IT) Se o= (4y,...,1%,) & un tipo parziale di 7 allora
PH(f4 el ey €)= PH(F“ N ory ey 8,1 A, XX A, Eds 4, x x4, 205 4,

IV) se ¢ce G, &%(ca®): A,.’x...XA,”—>1£<°L> A,.

2.3. - Soddisfazione e verita.

Sia. H = P(t,, ..., t,) una SHE atomica con pit sorte di variabili di tipo
T= (815 ...y Im)y © Si& 0= (J1; «ers Ja) il tipo di P.

Sia &%= {(4,);,, P*> una interpretazione e sia g¢: XA, X... X4, .
Diremo che «H & soddisfatta in /% da g» (e seriveremo [ —< Hg]) se

(D%(1), ... D*(t)} g <

»

essendo u,: B, > 4, X...X 4, un rappresentante di &*(P).

Questa definizione fornisce poi il concetto di soddisfazione per una SH a
piu sorte di variabili qualunque, purché si interpretine i connettivi A ed —
nel modo consueto.

Sia H una SH a pil sorte di variabili di tipo 7= (4, «., iy) € sia & *=
= {(Ai)sery P*> una interpretazione. Diremo che « H & vera in &*», (e scri-
veremo ]—ﬂ—. H), se per ogni oggetto X e per ogni morfismo g: X -4, X.. X4, ,
si ha [= Hg].

Bia ora & una F-struttura ed H una SH a pil sorte di variabili. Diremo
che « H & vera in o/ » se esiste una interpretazione /% associata ad o7 in
cui H & vera.

Lemma 0. 8Sia P, ...,1,) una formula atomica di tpo 7= (41 ..., )
6 810 0=={f1, .y Ju) @ tipo di P. Sia * = {(A)ie, P una interpretazione e
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sia u: BR—A, X.. XA, un rappresentante di O*(P). Allora |;7‘f Py, oy t)
se ¢ solo se {D*(Ly), ..., P*(,)} <u.

Dimostrazione. Ovvia (}).

3.1. - Corrispondenze particolari.

Sia u: B> A XB una corrispondenza fra 4 e B.

Sia . un linguaggio con due sorte di variabili, I={1, 2} e con un pre-
dicato P di tipo (1, 2).

Sia o = {(4, B), ®> la struttura ottenuta interpretando P in [u]. Val-
gono allora i lemmi 1-4 seguenti.

Lemma 1. Consideriamo la seguente SH di tipo (1,2, 2):

1) P(I’Z)(au 52)/\13(1’2)(817 €;) %E(z’m(gey &) -
allora [u] & funzionale se ¢ solo se in & & vera la (1).

Dimostrazione. Sia g« un monomorfismo e sia g: X—4 X B X B tale che
{ery eatg<u ed {e, eyg<u, diciamo {e, &,}g=ua ed {e, &}g= ub, dove
a,b: X —R. Devo provare che {e, &}g<4,. Dalle ipotesi ho che &ua=
= g, g=1¢g,ub. Ma &u & mono, quindi a=1">. Ora

{&3, &3} g = {esua, 2, ub} = {e.ua, eyual = {1,, 1 eua<d,.

Vieeversa, siano @, b: X — FE tali che gua = &, ub. Prendo

g = {e;ua, e;ua, e,ub}: X ~AXBxB.

Ho che
{e1, &} g = {e1ua, e, ua} = {&,, &} wa = na<u,

{e1, &} g = {e1ub, g, ub} = {e,, ey} ub = ub<u .

Quindi anche {e,, &;;g<{1,, 1,} vale a dire s,ua = gub. Ma per ipotesi s,ua =
= g ub, ed essendo % mono, si ha a=1"1.

(1) Cir. [3].
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Lemma 2. Consideriamo la seguente SH di tipo (1,1, 2):

(2) PU9e,, e) AP (e,, &) — B (ey, &)

Allora wna interpretazione [w] di P & iniettiva se ¢ solo so in =/ é vera la (2).
Dimostrazione., Del tutto analoga a quella del Lemma 1.
Lemma 3. Si consideri la sequente SH di tipo (1):

(3) P(1’2)(8(11), f(z, w) 8;1)) .

Allora [u] ¢é ovunque definita se e solo se la (3) ¢ vora in 7.

Dimostrazione. Poiche la (3) & atomica, sono nelle ipotesi del Lemma 0
del paragrafo precedente. Sia k: A — R tale che guk=1, e sia &/*=
= {(4, B), P*> una interpretazione associata ad 7 in cui P*(f) = g, uk: A— B.
Si ha

(&}, ey ukel} = {1,, e;uk} = {e,uk, e, uk} = uk<u .

Viceversa, sia vera in & la (3). Allora esiste una interpretazione &/*=—
= {(4, B), D*) associata ad 57, tale che, posto ¢ = D*(f), si abbia {&;, pe,} <u,
diciamo {e}, pel} = wa, con a: A—B. 8i ha {1,, ¢} =ua, quindi 1, = ua,
che ¢ la tesi.

Lemma 4 Consideriamo la sequente SH di tipo (2):
(4) PR ey, 61) .
Dinterpretazione [w) di P ¢ suricttiva se ¢ solo se la (4) & vera im 7.

Dimostrazione. Del tutto analoga a quella del Lemma 3.

Siano #: B> AXB e v: §» BXA due corrispondenze.

Sia & un lingunaggio con due sorte di variabili, I = {1, 2} e con due pre-
dicati P e @, rispettivamente di tipo (1, 2) e (2,1). Sia &/ = {(4, B), D) la
struttura ottenuta interpretando P in [u] e @ in [v]. Si ha il

Lemma 5. Data la SH di tipo (1, 2)

(5) [Q(2'1)<321 &) — P e, 82)]/\[13(1’2)(817 &) —> Q(z’n(sz’ el

essa & vera in = se ¢ solo se [v] € la corrispondensa inversa di [u].
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Dimostrazione. Supponiamo che [v] sia inversa di [«], cioé che esista
un isomorfismo «: R~ § tale che va={g,, &;}u. Devo provare che VX e
Vg: X > AXB, {e,e59<v se e solo se g<u. Sia g<w, diciamo g= ua,
a: X —R. Allora {e,, &,jg={e., &, ua = vaa<v. Sia ora {e,, & }g<v, diciamo
{e2y &1}g = b, b: X — 8. Allora

g =1{8,7, 6,0} b= {guor!, gy ua}b = uotb<w.

Viceversa, sia vera in 7 la (5) cioe VX e Vg: X - A X B sia {&, &} g<v se e
solo se g<u e proviamo che [v] ¢ inversa di [u]. Preso g=u: R— A XB, da
u<u si ha {&, sju<v, quindi esiste o: R — 8 tale che {e,, &,}u = va. Posto
ora g={e,, &,}v: § > AXB, si ha per ipotesi che se {e,, & }{e:; &} <v allora
{e2) &}v<u. Ma banalmente v<v quindi esiste f: § — R tale che {e,, &,}v = up.
Ora u={&,, &,}{&:, &} % = {&s, &} v = ufPe, quindi fo=1,.

Siano v: § + A XB e u: B — A due corrispondenze e siano P e D due pre-
dicati di .2 rispettivamente di tipo (1, 2) e (1). Sia &/ = {(4, B), ®> la strut-
tura ottenuta interpretando P in [v] e D in [#]. Si ha il

Lemma 6. Consideriamo la SH di tipo (1, 2)
(6) [DP(er) = PO (er, [ e) NP (e, &) - DU(e,)] .

Se essa é vera in &f allora [u] é dominio di [v].

Dimostrazione. Sia verain &7 la (6). Allora esiste &/* associata ad <,
tale che posto y = &%(f), VX, Vg: X >~ A X B se e;g<u allora {e;, weg<v e
se g<v allora & g<u.

Devo provare che esiste una ritrazione ¢: § — R tale che up=¢g,v.

Sia g=v: 8 — AXB. Poiché v<<v allora g v<u. Quindi esiste p:8S—R
tale che &v=up. Vediamo che ¢ & invertibile a destra.

Sia g = {u, yu}: B — A X B. Poich¢ u<u allora {s,, ye,}{u, pu} <v, cios esiste
¢': R— 8 tale che {1,, y}u=vg'.

Ora %= &9 = upe’, da cui pp'=1,.

Viceversa ho il

Lemma 6'. Se [u] é dominio di [v] ¢ u & una coritrazione, allora la (6)
é vera in .

Dimostrazione. DPer ipotesi esiste ¢: 8—> R tale che up = &0.
Detto @' un inverso destro di ¢ dimostriamo un risultato pilt forte di quello
enunciato: anziché assumere che « sia una coritrazione, ci limitiamo a sup-
porre che £,9¢': B — B sia estendibile ad un morfismo : A — B.
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Proviamo che VX e Vg: X —+AXDB, se {&,s}g<v allora &g<u. Sia
a: X — 8 tale che g=wva. Si ha che &g =& va=upa<u.

Ora sia g, g=ub, b: R— A, e sia &%= {(4, B), ®*> una interpretazione
associata ad &7 con D*(f)=y: 4 — B, dove y & una estensione di &vp’, cioé
pu = s, vp'. Allora

{ens Ye g = {1 P}e g = {1, p}ub = {u, 0@’} b = {e1ve', &P’} b=vp'b<w.

Siano u: B—+A4XB, v: 8§>BXC, w: T — A XC tre corrispondenze e siano
P,, P,, P, predicati di .# rispettivamente di tipo (1,2), (2,3), (,3). Sia
o = {(A, B, C), ®> la struttura ottenuta interpretando P, in [u], P, in [v]
e P;in [w]. Si ha il

Lemma 7. Consideriamo la SH di tipo (1, 3, 2)

(7 [Pél’a)(gu &) — P?’m(eu f(z,u,a))(g“ 82))/\1);2’3)(7(2; (1'3))(817 &), 82)]/\
/\[P§1.2)(€” 53)/\1);2'3)(837 ) ">P:(;1'3)(51’ &)] .
Se essa & vera in o7 allora [w]=[v]o[u] (?).

Dimostrazione. Sia vera in o la (7), cioé J.#* tale che, posto
p=D¥(f): AXC—>B, si abbia VX, Vg: X - AXCOXB,
1) se {&, expg<w allora {e,, ple;, &} jg<u e {pfe;, &}, &}y <0,
2) se {e1, elg<u e {&, &}g<v allora {;, &rg<w.
Proviamo che esiste un morfismo j: T — R X 8 che ugualizza e,ve, ed e ue,.
Posto g= {e,w, s,w, pw}: T — AXCXB, si ha {&, &} =w<w. Per la 1)
esiste a: T—R tale che {&,w, pw}= ua ed esiste b: T—S tale che {pw, &w}=vd.

Poniamo j = {a, b}: T — R X 8. j ugualizza e,ve, ed &0, giacché &ve,j = pw=
= g,U&,j. Abbiamo inoltre

g ue,j = & uefa, b} = g ua = &fe,w, pw} = gw,

8208, = £,08:,{a, b} = £,9b = ex{pw, sw} = W,

da cui of = w, dove o= {e,ue,, &,0&,}.

(3 Ctr. [31.
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Infine Vj: T'— R X 8 che ugualizzi &,ve, ed e,ue, si ha of <w = cj. Infatti
preso g= {e,0f’, g,0f', £,08,}: 1" — A X C X B,

{51’ 83}.(/ = {51u51j17 31'0327.’} = {Slusl? gzual}j/: ue, j' <,
{&s5 &}y = {e1v8:7", 820625} = verj' <.

Quindi per la 2) si ha {e0f, .0’} = aj’ <.

Lemma 7', Se [w]=[v]° [u] e w é coritrazione, allora la (T) é vera in <.

Dimostrazione. Per ipotesi esiste j: 7= RX S tale che
1) &,ve,§ = eyue, j,
2) aj=1w dove o= {e,ue,, &0},

3) Vi': I"—>Rx 8 tale che gve,j = e,ue, ', si ha af’ <w.

Invece di utilizzare in tutta la sua potenza ’ipotesi che w sia una coritra-
zione & sufficiente supporre che s,ue,j: T — B sia estendibile ad un morfismo
p: AX C— B.

Allora esiste una interpretazione =/* associata ad &7 con @*(f): A x C— B.
Infatti basta porre @*(f)= @, ed essendo ¢ una estensione di e,ue, g, si avra
w = &;ue,j. Inoltre VX, Vg: ¥ — AX OX B tale che {e;, &,}g<w si ha

{317 ‘P{au 82}}g<u .

Infatti per ipotesi esiste ¢: X — T tale che {e, &,}g = we, quindi

{e1, ples, & 19 = {eywe, pue} = (g, we, &, ue, je} =

= {e, ue, je, &, ug; jo} = ue,je<u .

Infine provo che VX, Vg: X - AX CX B tale che {&,; &}g<u e {&;, e}g< si
ha {e, ex}g<w.

Infatti per ipotesi esiste a: X — R tale che {e, &;}g = ua ed esiste b: X — 8
tale {e;, &,}g= vb. Allora

{e1) &} g = {e,ua, &,0b} .
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Ora, il morfismo j= {a, b}: X — RX S ugualizza s,ue, ed & ve,, quindi per
la 3) o <w. Ma

af' = {e e, 806 1{a, b} = {5, ua, &, b} = {e;, &} g .

Quindi la (7) & vera in o7* ¢ di conseguenza & vera in 7.
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