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TiTus PETRILA (%)

Une nouvelle méthode
pour l’étude de Pinfluence des parois

sur P’ecoulement fluide plan. (**)

1. ~ Considérons étant donné un écoulement fluide plan, idéal, potentiel
de base. Cet écoulement a lieu en présence d’une paroi arbitraire, infinite
fixe (0). Soit w,(2) la vitesse complexe de cet écoulement de base.

Considérons maintenant 1'écoulement fluide plan produit par le déplace-
ment général dans la masse de fluide (rototranslation) d’un profil quelconque
(0), écoulement qui a lieu en présence de la méme parci (0) et qui va se
superposer & I’écoulement de base.

Dans ce qui suit nous désirons donner une nouvelle méthode pour la
détermination de la vitesse complexe w(z) de ’écoulement fluide résultant de
la superposition citée; cette méthode peut étre facilement utilisée pour le calcul
numeérique.

2. — En ce qui concerne la paroi illimitée (6) et la courbe (¢) nous admet-
tons que leurs équations paramétriques 2= «(p) respectivement z= B(p), dé-
finis pour ¢, € B, et rapportés au systéme d’axes cartésien rectangulaire
fixe Ozy, sont des fonctions 2/I périodiques, finies dans Pintervalle (0, 21T)
| 2(0) = oo, qui définissent des courbe de Jordan positives orientées avee la
courbure continue.

En ce qui concerne la fonction donnée w,(2), elle appartient & une classe (a)
de fonctions avec les propriétés suivantes:

(*) Indirizzo: Facultatea de Matematica, Universitatea Cluj, Str. Mihail Kogal-
niceanu 1, Cluj, Romania.
(**) Ricevuto: 20-XII-1971.
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al) ce sont des fonctions holomorphes dans le domaine D,, limitées par
Ia paroi J, 4 Dexception d’un nombre fini de points, placés a une distance
finie et qui représentent pour nos fonctions des points singuliers; soit D=
=D 1'—{276} r=1.¢

a2) cesont des fonctions continues et finies dans D ;—{z}, _ 75 qui con-
tient aussi le point & I'infini; soit w,(co)=limw,(2).

Z—>00

a3) se sont des fonctions héldériennes aux points de €U 6 — (oo) satis-
faisant aussi, sur 0 — (oo) la condition: J une fonction réelle v,(¢) tel que

w (2(p)) = vz (@) —lﬁ@

Y Y @ e (0, 2IT).

En ce qui concerne la fonetion inconnue w(z) elle sera déterminée de fagon
quelle va satisfaire aux conditions suivantes (b).

b1l) c’est une fonction holomorphe dans le domaine D= D, —(IntC) &
Vexception des mémes points (2),_ ;7 placés & distance finie, qui sont des
points singuliers de méme nature que pour w,(z).

b2) c’est une fonction continue et finie dans

D*=Di — {2}« - 13— {IntC}
9 compris le point & l'infini ot

lim w(z) = w(c0) = wy (00);

>0

b3) c¢’est une fonction holdérienne aux points des courbes ¢'U 6—(co)
points o la fonction satisfait aussi aux suivantes conditions aux limites:
— 3 une fonction réelle v,(p) tel que nous avons

T (
w(e(@) = vip)- ld(z))l Vo e (0, 27) ,

— 3 aussi une fonction réslle v,(y) tel que nous pouvons écrire

wiBly) = wly) | [f((j)’l

+ 1+ im 4 o [ Bly) — 241,

ot I et m sont des fonctions de temps données qui correspondent aux com-
posants de la vitesse de translation du point z,eIntC; w la rotation instan-
tanée est aussi une fonction de temps donnée;
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b4) la fonction w(z) satisfait & Pégalité [w(z)dz = I', ot I" est une fone-
c
tion de temps donnée « & priori».

Soit maintenant la fonction g(#) = w(s) —w,(z), fonction connue en méme
temps que w(z). Cette fonction g(z), en vertu des propriétés précisées ci-dessus
sera:

— holomorphe dans le domaine de ’écoulement fluide .D, ¥ compris les points

{2 e _

— continue et finie dans D, y compris le point a Pinfini;
— holdérienne sur U §— (o).
En méme temps nous avons lim g(z) = g(oco) = 0 et il existe un systeme

de constantes positives et finies 0 < A4, 7< + oo; tal que |#7 - g(2)|,< 4.

En utilisant maintenant la formule de CAucHY pour la fonction g(z) et le
domaine D,, obtenu par l'intersection de D avec le disque de rayon R centrée
dans le point & €.D, nous obtenons:

1 [ g R BT 08

Ky or [4

ou K, et §, sont les frontéres du domaine D, qui appartiennent aussi & la
circonférence du cercle, respectivement a la paroi.

En faisant maintenant & >z, €p, et aprés &—z2,e0, si B — oo, nous
serons conduits au systéme suivant des équations intégrales singuliéres (*)

1 (2) 1 2
(1) g(zol)=ﬁfzg_z‘ndz"‘“ﬁ‘if;%dz;zmeéy

4 (4

@) g(z02>=-1-f 1) gy —1—[ A

IIi | 2— 2y, IIi | z— 2y,
s

D’autre part, en désignant
y1(@) = vul@)- 25, va() = V, (9)- |21,
V() = 0o () |2[o, va(y) = 2[1 —im — i (2 — 21)]o 5
(1) L’existence, au sens de la valeur principale de CavcHy, de l'intégrale prise sur

Parc illimité, étant assurée, les condition de PrzEOWRSKA-ROLEWICZ pour la fonction
g(e) étant remplies [1].
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les conditions aux limites nous permettent d’écrire:

7(p)-

3
E

_va(®)
5 P

g(z) =

, Vzed;

[}

Pa(¥) -
2

-+

c

g(z) =

vg(éw) { —wylz), VezeC.

A Taide des derniéres expressions et ne séparant les parties réelles le
systeme (1), (2) se rameéne au systéme suivant des équations intégrales de
type FREDHOLM, aux noyaux continus, systéme dont les fonctions inconnues
sont y, (@) et y.(y) ou bien les fonctions v,(p) et v, (p).

27 2
1 , 1 ,
79" + 57 f 71 () Ko (9% 9) dp — 5 f 2 (P) Kaplo™, ) dy =
; :

= *‘)+2ny3 ¢,¢)d¢+2ﬂf[1mv» (W)L (9%5 ) +

27t

+ Ben() Keplp*s )] dp — 5= | {1m [,(6(w) )] gl  v) +

1]

+ Re [wB(ﬂ(W)) 'B(W)] Kaﬁ((p*y ?p)} d’lp = fl((p*) 5

2

1
Voly*) — 7a(p) - Kpp(yp™, p)dy + Mj 71(p) - Ko (9%, @) dop
= Re {w, (B") By*) — n(y*)} + ﬁj f V5l ®) Kpa(y*s @) dp +

1 27
+ ofF f [Lm o) Lpg (9%, ) + Be va() - s (9%, p)]dy —

= o7 | O T, 800) B0 Zip(w, ) +

+ Re [w, (B(v)) - ()] - Kpp(p* ,p) = faly*)
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ol on a désigné

2a(p) i
= oy = Teelts M)A il

L’alternative de FrepHOLM étant applicable, parce que le systéme as-
socié homogeéne admet une seule solution indépendante |y, =0, y, =1/, notre
systéme aura une solution seulement si

27
I flw)dp =0,
o

ce qui est bien rempli.
Soit maintenant I’ensemble des solutions du systeme (), (%), 'ensemble

de la forme p(1) = A y*(%) + $(A), ou »°(1) est la solution différente & zéro du

systéme homogéne satisfaisant & [y°(1) dA % 0, aussi que F(A) est une solution
[
particuliere du systéme non homogéne. Alors, on pourra toujours choisir de

cet ensemble, cette solution tel que [y(A)dA= [y,(A)di=1TI, ol I est une
[+

¢
constante réelle donnée «a priorin».

Nous avons done démontré le théoréme fondamental suivant:

Théoréme. Quelque soit la fonction wy(z) qui eppartient & la classe (a)
et (0), (C) deux courbes satisfaisant aux conditions précisées et quelque so0it le
systéme de quatre fonctions réelles continues (I, m, w, I'), il ewiste une seule fonc-
tion w(z) satisfaisant aux conditions (b),

ot en langage hydrodynamigue .

Quelque soit un écoulement fluide, plan ideal, potentiel, de base, satisfaisant
aux conditions (a), en présence d'une paroi illimitée et quelque soit un deplace-
ment continu dans la masse du fluide dun profil arbitraire, il ewiste un seul
écoulement résultant avec circulation «a priori» donnée et qui satisfait les
conditions (b). La paroi et le profil satisfont aux conditions précisées

3. = L’aspect numerique de la méthede.

Le calcul numerique du champ des vitesses w(z) dans le domaine D de
Pécoulement fluide demande deux étapes principales. Leur schema avec les
problémes qui apparaissent, nous allons le donner plus loin.

Dans la premiére étape, il faut intégrer le systéme (%), (%) des deux équations
intégrales de FrREDHOLM de deuxiéme espéce pour les deux fonctions inconnues
v, eb v, tel que la solution obtenue remplisse la condition de la circulation



52 T. PETRILA [6]

« & priori» donnée. Par lemploi des formules de quadrature sur les méme
systeme de N noeuds P, (par exemple méme la formule du trapéze a wun
degré d’exactitude assez élevé grice & la périodicité des noyaux) nous
serons conduits & un systéme algébrique de 2N équations avec 2N inconnues (*).
Homogénéisant ce systéme et choisissant les ¥ noeuds P,, tel que par la réso-
lution nous soyons conduits aux valeurs de la seule solution, différente & zéro

aux points P,, c’est-a-dire y,(P,) |k=1,2, v=1, N| nous pouvons calculer
27

tout de suite aussi la valeur approchée Iy de Pintégrale [ y,(y)dw. On résout
o

ensuite le systeme non homogéne, sans de précautions supplémentaires, aux

mémes noeuds P, et on obtient les valeurs de la solution particuliére §.(P,)
[k=1,2;v=1,N | 5 & leur aide on pourra calculer aussi la valeur I, pour

27

Pintégrale [ 7.(y)dy. Choisissant maintenant A= (I'— I/, I’ étant « 3
]

priori» donné, nous avons finalement les solutions numériques du systéme
(%), (%%x) aux points P,.

Dans la deuxieme étape on passera & la détermination du champ des vitesses
proprement dit. Pour faire cela nous allons nous servir de la formule de
Cavcay appliquée a la méme fonction g(z) et au méme domaine D,, ol ensuite
B — co; cela est possible, les valeurs w(z)|,ys étant connues en méme temps
que les fonctions y, et y,: Utilisant des formules de quadrature pour les inté-
grales complexes qui emploient les valeurs des fonctions réelles y, et y, aux

mémes noeuds P, |[v=1, N |, on obtient finalement méme le champ des vi-
tesses cherché.

Dans le cas particulier de I’obstacle circulaire, et de la paroi rectiligne
en absence d’un écoulement de base, les résultats numériques obtenus sont
approchés aux résultats exacts que nous avons obtenus par d’autres mé-
thodes [2].

Les résultats de cette note seront développés ailleurs.

() Dans les membres de droite apparaissent aussi des intégrales prises au sens de
la valeur principale de CAUCHY au noyau Lgg(v*, v) qui correspondent & des potentiels
de double couche associés. Si pour # £ » nous pouvons écrire tout de suite la valeur
Lpp(Pys Py, pour uw = % 0 il est néeessaire de prendreLgy(P,, P,) = [Lgg(Pyiy, Py) +
+ Lgg(Pyy, P))/2, tandis que pour u = v =0 nous avons aussi Lgg(Py, Py) =
= [Lﬁﬂ(Pv Py + Lﬁﬁ(PN—lr Pyl/2.
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