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C. FErRrRERO CoTrTI (%)

Sugli stems il cui prodotto ¢ distributivo

rispetto a se stesso. (*%)

Introduzione.

Ricordando che in un anello di Boors il prodotto & distributivo rispetto a
se stesso (che ciod un anello di Boowk ¢ distributivo) viene spontaneo studiare
pitt in generale gli anelli distributivi. Questo & stato fatto in [10], anche sfrut-
tando proprietd dei semigruppi distributivi. Vari gruppoidi distributivi sono
stati studiati in [11]. Anche tenendo presente [3], abbiamo allora studiato
gli stems (= near-rings) distributivi, per vedere quanto dei risultati precedenti
potesse essere esteso ad essi.

Cosi nel secondo paragrafo abbiamo potuto determinare in modo completo
gli stems distributivi semisemplici e nel terzo paragrafo abbiamo ottenuto per
gli stems distributivi bilateri ’analogo del teorema principale di [10].

Abbiamo inoltre mostrato che uno stem bilatero § distributivo pos-
siede un ideale 7T, tale che T°=0 ed S/T & un anello di Boore (Co-
rollario 10). Un esempio mostra che tale risultato ¢ in un certo senso il migliore
possibile. Allo scopo di ottenere risultati analoghi in casi pit generali, abbiame
introdotto (Definizione B) il concetto di catena speciale.

Nei Teoremi 14 (16) abbiamo individuato gli stems distributivi dotati di
una catena speciale il cui primo elemento & nullo ed in cui tutti gli elementi
non nulli del secondo elemento sono unitd sinistre (in esso). Tali considerazioni
preparano il terreno ad una soluzione parziale del problema che ci siamo pro-
posti. Nel paragrafo 6 abbiamo chiamato speciali gli stems che possiedono una

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, 43100 Parma, Italia.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd dei Gruppi di Ricerca Matematica del
Consiglio Nazionale delle Ricerche. — Ricevuto: 15-X-1971.
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catena speciale propria T, c...c7,= 8 il cul primo elemento T, & uno zero-
stem e tale che §/T,., & privo di annullatori propri. Uno stem speciale
distributivo possiede sempre un ideale 7', tale che 7%= 0 e tutti gli elementi
non. nulli di 8/7 sono unitd sinistre (Teorema 22).

T allora naturale chiamare speciale un ideale T di uno stem S tale che
I* =0 e tutti gli elementi non nulli di /T sono unitd sinistre.

Nel Teorema 25 si caratterizzano infine gli stems speciali distributivi.

§ 1. - Generalita.

1. — Ricordiamo anzitutto che uno stem (sinistro) § & un sistema con due
leggi di composizione (somma e prodotto) che & un gruppo rispetto alla somma,
un semigruppo rispetto al prodotto e tale che inoltre, (Va, 9, z€ 8) si abbia
oy + 2) = w2y + @z ().

Definizione A. Diciamo distributivo (*) uno stem § il cui semigruppo
moltiplicativo ¢ distributivo (*) tale che cio, (Vz, 9, 2 € 8) valgono le:

{ wye = cymse
1)

2YT = TRYZ .

Ovviamente gli stems distributivi formano una varietd in quanto, come
subito si controlla, i sottostems, le immagini omomorfe e le somme dirette (¢)
di stems distributivi sono distributivi e dunque la classe degli stems distributivi
soddisfa al teorema di BIRKHOFF (5).

Indichiamo con ¢, la funzione x —az(a, 2€8). Si ha subito, dalla prima
della (1) che se § & distributivo ciascuna ¢, ¢ un endomorfismo di §. Indichiamo
con Aga), ’annullatore di un elemento a €S (¢). Ovviamente A, a), nucleo

(*) Per le prime nozioni nell’argomento si veda per esempio [1], [2], [8]. Osserviamo
perd che spesso viene aggiunta l'ulteriore condizione 0-8 = 0, efr.[1], [2].

() Altri autori chiamano distributivi gli stems in eui il prodotto & distributivo
rispetto alla somma sia a destra che a sinistra (cfr. per esempio [8]).

Ohiameremo (nel § 3), bilateri tali stems, in aceordo con [5].

(®) Cfr. per esempio [11].

(%) Cfr. per esempio [2], [4].

(5) Cfr.[4], p. 170.

(%) L’insieme, ciod, degli v &8 appartenenti al nucleo della ¢,: @x—>az; in altri
termini Ag(a) & linsieme degli x€ 8 tali che aw= 0 (efr. per esempio [7], p. 650).
Generalmente I'indice § viene omesso perche si lavora in un solo stem. Qui noi non
possiamo ometterlo perché questo potrebbe pitt oltre essere fonte di ambigniti.
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dell’endomorfismo ¢,, & un ideale (*) di 8. Chiameremo annullatore di un sot-
toinsieme X C 8, intersezione degli annullatori degli elementi di X; lo indi-
cheremo con A(X); si tratta ancora evidentemente di un ideale di §. Ovvia-
mente 4(S) & uno zero-stem (8). Diremo, per abuso di linguaggio, che un ideale I
di 8 & annullatore in S se ¢ annullatore di almeno wun elemento di S.

Siano S uno stem e 4, B due suoi sottoinsiemi. Indicheremo con A-B il
sottogruppo additivo generato dagli elementi di S della forma ab (Va € 4, b € B).
Indicheremo con S» il sottogruppo additive generato dagli elementi che sono
prodottodi n elementi qualunque di S. Scriveremo spesso « 0 » in luogodi {0} (°).

Un sottostem I di S si dice ideale destro (Right modnl in [1]) di § se
I-SCI (w).

Si chiama, ovviamente, nilpotente ogni sottostem S’ una cui (opportuna)
potenza sia nulla.

2. — Alcune osservazioni, molto semplici, sugli stems distributivi preparano
il terreno alle considerazioni successive.

Osservazione 1. Se S é uno stem distributivo, @l prodotto di itre suoi
elementi qualungue é idempotente.

Per Povvia dimostrazione, che interessa solo la struttura moltiplicativa di 8,
cfr. [10] pag. 1.

Osservazione 2. Se § ¢ uno stem distributivo, ¢ suoi elementi che non
dividono lo zero a sinistra (*') sono unitd sinistre.

Ponendo o=9y=a e z=-¢ nella prima delle (1) siha a?(¢c—ac)=0 (Veel).
Se ¢ non divide lo zero a sinistra se ne deduce subito che ac=c¢ e dunque
@ & unita sinistra.

Osservazione 3. Uno stem distributivo S che possieda una unita sinistra
idempotente (**).

Ponendo =9y =a e 2=c¢ nella seconda delle (1) si ha a?c= acac. Se a
unitd sinistra, ne risulta ¢*=-c¢ (Vc¢ef8) da cui asserto.

Le Osservazioni 1, 2, 3 saranno spesso usate senza esplicito richiamo.

(v

feold

(") Chiameremo, conformemente alla nomenclatura pit diffusa (efr. per esempio [2]),
ideale I di uno stem S, ogni suo sotfoinsieme che sia nucleo di un omomorfismo di §
in un altro (opportuno) stem. Tali ideali vengono invece detti ideali-nuclei in [6], p. 250.

(8) Uno zero-stem & uno stem tale che zy = 0 (Va,y&8). Cfr. per esempio [5].

(*) Cfr. per esempio [7].

(19) Cfr. per esempio [5].
(1Y) Diciamo che @ non divide lo zero a sinistra se e solo se ¢, & un aufomorfismo
di 8. Questo & possibile anche nel caso in cui 2 = 0. Cfr. per esempio [7], p. 245.

(*2) Uno stem § si diee idempotente se tutti i suoi elementi sono idempotenti, se

ciod &, Vze 8, 2% =g.
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Corollario 4. In uno stem distributivo S vale una almeno delle seguents
proprietd :

I) 8 ¢ idempotente;
II) 8 é tutto costitwito da divisori dello zero a sinistra.

Questa & conseguenza immediata delle Osservazioni 2, 3.

Osservazione 5. RSia 8 wuno stem distributivo ¢ T un suo sottostem 1
cut elementi siano tutti nilpotenti. Allora (Vu,ye8,Veel) & myz=0.

Sia infatti z€ 7T esiste allora un neN tale che 2°= 0.

Applicando pilt volte le (1), si ha, (Va, y€8):

oY = w(2yz) = wRY 2 = T(AYR) 2 = LY = ... = PY 2" = 0,

Pertanto zyz = 0, da cui 'enuneciato.
Tornerd molto utile nel seguito il

Teorema 6. Lo stem distributivo S é privo di annullatori propri () se
¢ solo se vale una delle sequenti proprietd:

I) Tutti gli elementi non nulli di S sono unitd sinistre;
IT) S ¢ uno zero-stem ().

Riteniamo opportuno far precedere la dimostrazione da un commento al-
Penunciato; si osservi intanto che, com’¢ del resto noto, se gli elementi non
nulli di uno stem § sono unita sinistre allora ¢ 0-8= 0, a meno che zero non.
sia, unita sinistra ().

Percid il caso I) del Teorema 6 si spezza in due casi:

I') tutti gli elementi di 8 sono unitd simistre;
I") tutti gli elementi non nulli di S sono unild sinistre ¢ 0-8 = 0 ().

Ricordare questo fatto tornerd utile in alcune delle successive dimostrazioni.

Por dimostrare il Teorema 6, osserviamo che se S & privo di annullatori propri
e distributivo allora ogni @,: # —az ha nucleo coincidente con 0 o con §. Ne
segue che, se a-85£0, elemento a & unitd sinistra (Osservazione 2). Se per-
tanto § non & uno zero-stem, esso possiede una unitd sinistra ed ¢ idempotente

(*3) Diversi cioé da S e non ridotti al solo 0€8.

(**) Sinota subito che se valgono tanto la I) che 1a IX) allora § si riduce al solo zero.

(%) Infatti se 0 2a€8 e 0-a #0, allora (VaeS8), (0-a)% = = 0-(ax) = Ox. Ne
segue che, se 0-8 =£ 0, allora zero & unitd sinistra.

(*) Questa serittura indica che il prodotto dello zero per un gualunque elemento
di § & sempre nullo. Cfr. per esempio [7].
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(Osservazione 3). Da cid segue, come poco sopra, che i suoi elementi non nulli
sono unitd sinistre.

Se viceversa tutti gli elementi non nulli sono unitd sinistre ¢ 0-§=0, a
meno che lo zero non sia unitd sinistra (27). In entrambi i casi si verifica diret-
tamente, (ricordando anche che §:0=0) che lo stem ¢ distributivo.

§ 2. - Caso semisemplice.

3. — Possiamo ora individuare facilmente gli stems distributivi semisemplici
per mezzo del:

Teorema 7. Uno stem S ¢ distributivo e semisemplice (%) se e solo se ¢
una somma diretta del tipo S=8, @S, D..DS., ove (Vie{l, ey B})y  tutti
gli elementi non nulli di S, sono unitd sinistre in S; ¢ 0-8,=0.

Infatti uno stem semisemplice § ¢ somma diretta di un numero finito di
stem sempliei (**): scriviamo S=8, P 8. D...DS; (S; stems semplici). Come
osservato all'inizio del n. 1, se § & distributivo ciascun 8§, (ie{1,..., n}) lo &.
Ogni §; ¢ pertanto privo di annullatori propri (2°) e soddisfa pertanto alle con-
dizioni del Teorema 6.

Inoltre, ora, 0-8,=0 (1),

Dlaltra parte S, non pud essere uno zero-stem percheé uno zero-stem. (22) &
ovviamente un ideale (di sé& stesso) non ridotto al solo zero, ed annullato a
destra da tutti 1 suoi elementi.

N

(*") Come si ¢ visto nel commento dell’enunciato.

(*%) Gli stems semisemplici sono stati definiti in [1], p. 775; sono (nella nostra ter-
minologia) gli stems § privi di ideali destri nilpotenti non nulli e tali che inoltre:

I} 0-8=0;
IT) gli ideali destri soddisfino la condizione catenaria discendente. Cfr. anche [6]
che si riferisce al caso finito.

Ricordiamo anche che da [2] risulta che 8 & semisemplice se e solo se il suo radicale
J5(S) & nullo.

(1%) Questa affermazione riassume i teoremi 6, 10, 11 di [1].

La definizione di stem semplice data in [1], p. 780 si pud enunciare (nella nostra
terminologia) nel modo seguente: Uno stem S 550 & semplice se non ha ideali pro-
pri e se inoltre:

I) 0-8=0;
II) gli ideali destri soddisfano la condizione catenaria discendente;
IIT) non ha ideali destri (non ridotti al solo zero) annullati a destra da tutti gli
elementi di §. Cfr. anche [6].

(20) Perché come abbiamo osservato, gli annullatori di uno stem distributivo sono
ideali, ed ogni S, & privo di ideali poich® semplice.

(#!) Perché per ipotesi 0-8 = 0.

(22) Costituito da pitt di un elemento.
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Ricordato il Teorema 6 si ha allora che uno stem distributivo e semisemplice
pud essere decomposto in ung somma direita come indicato nell’enunciato.

Consideriamo ora un numero finito di stems S, ..., §; tali che gli elementi
non nulli di ciascun S, siano unita sinistre e 0,-8;,= 0, (®*); ciascun §; & dun-
que privo di ideali destri propri e risulta pertanto semplice (24); inoltre & ov-
viamente distributivo. Lo stem S= 8D 8. @D ... S, & allora distributivo ().

D’altra parte la somma diretta di stems semplici & semisemplice (%), e tale
¢ dunque S. Questo completa la dimostrazione dell’enunciato.

Osserviamo anche che, come risulta dalla precedente dimostrazione, uno
stem 8 ¢ distributivo e semplice se e solo se tutti 4 suoi elementi non nulli sono wnitd
sinistre ¢ 0-8 = 0.

§ 3. - Caso bilatero.

4. — Allo scopo di indicare i legami tra gli stems distributivi e gli anelli di

N

BooLE (**) & utile la seguente:

Osservazione 8. Uno stem bilatero () S distributivo con wunitd & un
anello di Boole (*9).

Infatti uno stem S bilatero con unitd & un anello (cfr. [5] p. 14).

Inoltre, per ’Osservazione 3, & idempotente.

Un importante risultato relativo agli anelli distributivi () pud essere in
un. certo senso generalizzato nel:

Teorema 9. Uno stem S bilatero distributivo possiede un ideale I con
I*=0 tale che S[I é somma diretta di wn anello i Boole B ¢ di un anello R
tale che R*= 0.

(#%) Indichiamo con 0, lo zero di §;.

(#%) Visto che le condizioni II), III) della definizione di stem semplice riportata
nella annotazione (*°) sono automaticamente soddisfatte e la I) vale per ipotesi. Inol-
tre negli stems in cui vale la I) ogniideale & anche ideale destro (cfr. per esempio [1], [6]);
8 & pertanto privo di ideali dal momento che & privo di ideali destri.

(?%) Si ricordino ancora le Osservazioni iniziali del n. 1.

(?%) Per il teorema 14 di [1].

(*") Diciamo qui anello di BooLE un anello tutti i cui elementi sono idempotenti.
Osserviamo che altri autori echiedono ancora che B contenga l'unitd. (Cfr. per esem-
pio [9], p. 25). Ricordiamo che un anello di BoorLe & un 2-anello (cfr. per esempio [12].)

(%) In cui ciod vale anche la proprietd distributiva destra del prodotto rispetto
alla somma.

(*) Questa osservazione potrebbe essere utilizzata in ricerche assiomatiche sugli
anelli di BooLre.

(30) Cfr.[10], teorema 2: Un anello A & distributivo se e solo se ¢ somma diretta di
un anello di Boole e di un anello con cubo nullo,
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Sia § uno stem bilatero distributivo. Indichiamo con I il derivato di S+. Chia-
ramente I & un softogruppo normale di S*. Inoltre SICI e ISCI perche
(Va, a, be S) risulta #(a +b—a—0b) =20 + s(b—a—b) =va—za = 0l (*1).
In modo analogo si verifica che (¢ + b—a—Db)z = 0 l. Pertanto I & un idea-
le di § (*%) ed & uno zero-stem. Allora S/I ¢ un anello distributivo (3%).

Pertanto §/I risulta somma dirvetta di un anello di BoorLe B e di un anello B
tale che R?®==0, per il gid citato teorema 2 di [10].

Un esempio ci convince che il nostro risultato ¢, in un certo senso, il migliore
possibile. Sia 8+ un gruppo non abeliano di ordine 6.

Si consideri un elemento « €8+ che abbia caratteristica 2.

Definiamo in. St una operazione di prodotto dicendo che il prodotto di due
qualunque elementi di caratteristica 2 ¢ eguale ad a, e che tutti gli altri prodotti
sono nulli. Si vede subito che il prodotto & commutativo ed associativo. Pari-
menti immediato il fatto che le ¢,: ®—>y» non nulle sono omomorfismi di §+
in sé stesso (*4). Ne segue che la struttura § cosl ottenuta ¢ uno stem commu-
tativo e dunque bilatero.

Si pud verificare facilmente che valgono le (1). Nonostante tutto questo S
non é un anello perché la somma non & commutativa.

Lingieme I dei 3-elementi di S+ ¢ un ideale di § ed & uno zero-stem; S/I
¢ un anello di BooLe di ordine 2.

Corollario 10. Uno stem bilatero S distributivo possiede un ideale T, tale
che T3 =0 e 8/T ¢ un anello di Boole.

Sia 8 bilatero e distributivo (*%). Sia T Vinsieme degli elementi di § che
Pomomorfismo eanonico §-—8/I manda nell’anello B di cui al Teorema 9.
Per ragioni di algebra generale (*) 7' ¢ un ideale di 8§.

Siano #, ¥, 2€T. Poiché R*= 0 (*) si ha che ayzel.

D’altra parte ayz = (zyz)? (Osservazione 1); poiché I2=0, ayz=0 e dun-
que T°=0.

Inoltre S/T & un anello (perché T' contiene I); ¢ sufficiente ora mostrare
che S/T ¢& idempotente che cioé VweS, z—ax*eT. Osserviamo ora che

(*Y) Ricordiamo il lemma 3 di[5]: In uno stem bilatero G si considerino due ele-
menti x, y e due elementi ', ¥’ i quali siano rispettivamente coniugati di », y entro
il gruppo additivo di @. Risulta xy = a'y’.

(32) Cfr. [6], p. 250.

3 E infatti uno stem bilatero distributivo con somma commutativa, visto che,
il suo gruppo additivo & il quoziente di un gruppo rispetto al suo derivato.

(*Y) Questo assicura che vale la proprietd distributiva sinistra del prodotto rispetto
alla somma.

(®%) E si continuano ad usare le notazioni del Teorema 9.

(%) Cfr.[4].

(37) Cfr. Teorema 9.

14
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(w—a?)* =0 (*). Ne segue che (#—2%) +I ha cubo nullo e percid appartiene
ad B (). Pertanto x —a*e I, grazie alle posizioni precedenti.

Dato uno stem 8, un suo sottostem B e un suo ideale 7, diciamo che S &
somma semidiretta di B e T se S* ¢ somma semidiretta di B+ e T+ e se inoltre
riesce BT = 0.

Cid premesso possiamo dimostrare il seguente:

Teorema 11. Uno stem bilatero S ¢ distributivo se e solo se & somma
semidiretia di un anello di Boole B e di uno stem T a cubo nullo.

Infatti se S ¢ bilatero ¢ distributivo, possiede (Corollario 10) un ideale T
tale ehe 7%= 0. Congideriamo il sottostem S? (definito nel n. 1) ed osserviamo
che S2-85C8% ed §-8%c 8% Ricordando che se z, ¥ sono generatori di 82 risulta
20=0 e wy=yz (cfr. [10] pag. 851), risulta subito che (z+y)®=a®+ ¥°;
per POsservazione 1 si ha anche z®+ y*=2x-4 (2, y generatori di S§°) onde
(z -+ ) == o+ y. Questo basta per dimostrare che §* N T =0, da cid e dal-
Posservazione precedente segue anche che S3-7'=0. D’altra parte, Vaes,
riesce (—a®-+-a)3=0 e (si ricordi Pannotazione 39) dunque (—a*-t+a)eT
onde, dalla @ == a® - (— a® -+ a), segue che § & somma semidiretta di 8% e T.
Poiché poi S/T (anello di Boole per il corollario 10) ¢ isomorfo ad 8%, 8% & un
anello di Boole e questo completa la dimostrazione della parte diretta. Per
dimostrare la parte inversa basta osservare che se § ¢ somma semidiretta di
un anello di Boole B e di uno stem 7 a eubo nullo, si ha B-T =0 e dunque
un calcolo diretto mostra che S & distributivo.

§ 4. - Catene speciali.
5. — Introduciamo il concetto di catena speciale:

Definizione B. B8ia 8 uno stem. Diciamo catena speciale di S una catena
di ideali di §:T,cT,c...cT,cT,=8 (*) tale che I'insieme degli annulla-
toriin Ty, /T'; (1) si riduca (Vie {1, ..., n—2}) ad un sottoinsieme di {7',/T,
Ti+2/Ti} o di {Tf/Ti, Ti+2/Ti}~

Se § =1, la catena T,c S ¢ banalmente speciale: chiameremo catena spe-
ciale banale una tale catena. Osserviamo che ogni stem possiede la catena spe-
ciale banale 0c 8.

(38) Infatti per la (1) 2°= a3 (VneN). Ne segue visto che § & hilatero che
(v —2%) = (x —2?)(w —22) (2 —2?) = (2* — %) (@ —22) =03 — 2t —a* - aP = 0.

(3%) Perché se la sua prima componente nella decomposizione S/I =B @ R di cui
al Teorema 9 non fosse nulla, il suo cubo avrebbe ancora prima componente non nulla.

(%9) 11 simbolo C indica, per noi, inclusione propria.

(%) Tale serittura ha senso perché un ideale 7' di uno stem S & ideale in ogni sotto-
stem di § che lo contenga. Cfr. per esempio [1],[2], [8]. Si veda ancora nel n. 1 per
quanto riguarda gli annullatori.
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Chiameremo propria una catena speciale che contenga pits di due clementi.
Se TycT,c..cT,= 18 ¢ una catena speciale, ovviamente ogni suo seg-
mento T,cT;n,c...cT,=8 (je{l,...,n}) & una catena speciale.

Osservazione 12. Siano 8, 8' due stems, ¢ un omomorfismo di 8
su 8 ¢ ®=XKer¢p. Siano T,cT,c..cT, ,cT,=8 una catena speciale
di 8 e T; il pit piceolo elemento di tale catena tale che DCT; (). Allora
oI copl;q)C...Cp(8)=8" é una catena speciale di S'.

Infatti se Th,cT,c...cT,=8 & una catena speciale, anche T,cT,;,C
C..cT,= 28 ¢& speciale e cosi pure & speciale la catena 7T,/®cT,,/PcC...C
CTy|PCT,|D perche (VE=]) (Tpws/P)(T1|D) & isomorfo a Th/T: (43). Al-
lora la catena @(T;)Co(Ty,)C...co(l,)= 2.8 & speciale in 8 perche (VEk>9)
O(T i) (L) & isomorfo a (Tiyo/P) (T D) (44).

Osservazione 13. Sia S uno stem ¢ sia 0 =T, cT,c...cT, ,cT,=8
una catena speciale propria. Allora Ty ¢ privo di annullatori propri.

Poiché la catena in questione & propria, essa contiene pit di due elementi
e dunque 7,5 S8. Supponiamo esista un ze T, tale che 4, () sia contenuto
propriamente in T,. Consideriamo 4, (z). )

Dal momento che T,c T & ovviamente 4, (x)C 4, (2).

Per quanto supposto perd 4, (#) non pud contenere T,. Ne segue, in base
alla Definizione B, che 4, (x) =0 e dunque 4, (#)= 0. _

Abbiamo cosl dimostrato che un annullatore in 7, che non coincide con T,
¢ nullo; di qui I'asserto.

§ 5. - Stems distributivi con una catena speciale.

6. — Nel tentativo di ottenere risultati analoghi a quelli relativi agli stems
bilateri distributivi (e tenendo particolarmente presente il Corollario 10), ini-
ziamo lo studio degli stems distributivi dotati di una catena speciale.

Teorema 14. Sia S uno stem distributivo ¢ sia 0 =T, cT,c..cT,=48
una sua catena speciale. Se T, ¢ tutto costituito da wunitd sinistre (in T, stesso)
allora anche 8 ¢ tutio costituilo da unita sinistre.

Se la catena & banale (cioé 8 = T,) la cosa & ovvia.

Altrimenti incominciamo col dimostrare che (VE€ {3, ..., n}) T[Ty € tutto co-
stitwito da unita sinistre. Facciamo la dimostrazione per induzione.

Per verificare che quanto affermato vale nel caso in cui k¥ =3 & sufficiente
mostrare che tutit gli elementi @i Ty sono unitd sinistre (in Ts) (*°), perché da questo

(*?) Un tale T, esiste senz’altro: eventualmente coincide con §.

(43) Cfr. per esempio [4].

(44) Cir. per esempio [4].

(95) Tenendo presente I'ipotesi che tutti gli elementi di T, sono unitd sinistre in T,.
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segue subito che tutti gli elementi di T,/7, sono ivi unitd sinistre. Ricordiamo

infatiti che, in base alla Definizione B, gli annullatori in 7; appartengono ad uno

dei due insiemi {T,, T\}, {0, T5}. Ma T, non pud essere annullatore in. T, perchd

altrimenti T, sarebbe il pitt piccolo annullatore proprio in 7 e allora Ty=A4, (Ts).

In questo caso T, dovrebbe essere uno zero-stem e questo contraddice 'ipotesi.
Cosi T; non ha annullatori propri. Visto che 75 non ¢ uno zero-stem (%),

tutti i snoi elementi non nulli sono in esso unitd sinistre per il Teorema 6.
Possiamo ora scrivere:

(2) oy =y VweT;— {0}, VyeTy
(3) 0= VeeT,.

Applicando successivamente la (2), la (3) e 1a (2) abbiamo (Vo € T, — {0},

Vyels)

y =ay = (0n)y = O(zy) = Oy ,
e dunque anche lo zero & unita sinistra in T, (¥7), T, risulta cosl tutto costituito
da unitd sinistre.

Assumiamo ora, come ipotesi induttiva, che T,/T, ., (Vhe{3, ..., k—1}) sia
tutbo costituito da unita sinistre. Ne segue che T,/T,, & tutto costituito da
unitd sinistre. Ragionando come sopra, si dimostra allora che T4,/ & tutbo
costituito da unitd sinistre, cioé T[T\, ¢ tulio costituito da unitd simisire. Per
induzione anche S[T,.—, é tutto costituito da unitd sinistre.

Possiamo ora dimostrare che T, (Vke{l,...,n}) é tutto costituito da unitd
sintstre (**). Assumiamo come ipotesi induttiva che T, (VL€ {3, ..., n}) sia tutto
costituito da unitid sinistre e dimostriamo che allora T, & tutto costituito da
unitd sinistre (in s& stesso).

Infatti, qualunque siano =, y € Ty, 2€ T}, si ha:

yz = wyz = (vyx) 2 = 2z (),
da cui

(6) x8 = yz, Ve, ye€lyr, V2Tl .

Dalla (6) segue che tutti gli elementi di 7', hanno lo stesso annullatore
in T,: VaeT,_, & ciod ATk(m) =ATk(Tk_2).

(“%) Perché altrimenti anche T, sarebbe uno zero-stem.

(47) Si noti che nella dimostrazione abbiamo dovuto usare il fatto che gli eclementi
non nulli di 7; sono unitd sinistre: ei troveremo ancora in situazioni analoghe.

(#8) Per k= 1,2 P'affermazione & vera per ipotesi, per k =3 & gid stata dimostrata.

(*%) Ricordiamo che T%-, & tutto costituito da unitd sinistre in sd stesso.
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Ricordato che T/T—, ¢ tutto costituito da unita sinistre (°°) possiamo serivere

(M) @+ Do) [(y +2) + Tiel = (¥ +2) + Ths Va,y,2€ Ty .
D’altra parte, qualunque siano x, ye T, Vzed, (Th)

(8) (@ 4+ Tis) [(y + 2) + Too] = (@y + @2) + Thy = Thee ().

Confrontando la (7) con la (8) otteniamo, Vye T, Vz €4, (Trs), y+2€Tks e
dunque z€T,_,. Poiche T, n-A-Tk(Tk-—z) = 0 (visto che T;_, & tutto costituito
da unitd sinistre in se), se ne deduce che (VzeATk(Tk_2)) & 2=0 e cioe
Az'k(Tk—Z) = 0. Pertanto gli elementt di T,_, non dividono lo zero a sinistra in T,
e sono unitd sinistre in T, (Osservazione 2). Di qui si ha che lo zero & unitd si-
nistra in 7', e dunque tutti gli elementi di 7, sono unitd sinistre (52). Per indu-
zione 8 = T, & allora tutto costituito da unitd sinistre, come volevasi dimo-
strare.

Corollario 15. sia S uno stem distributivo e sia T,c Tyc...CT,ycT,= 8§
una sue catena speciale.

Se tutti gli elements dello stem T,y [T; (per qualche j€ {1, ..., n}) sono in esso
unitd sinistre, lo stesso pud dirsi per quells dello stem S|T,.

Se la catena & banale (cioé T,= 8) la cosa & ovvia.

In generale per quanto osservato subito dopo la Definizione B, anche

T,cliy,c..cT, =8

¢ una catena speciale e, per ’Osservazione 12, & speciale anche la catena T,/T,c
cTfTsc...cT,,|T;c8|T;.

Ora lo stem 7';,,/T; & tutto costituito da unitd sinistre per ipotesi e dunque
(Teorema 14) S/T; & tutto costituito da unitd sinistre.

7. — Tenendo sempre presente il caso I del Teorema 6 & naturale enunciare il:

Teorema 16. Sia S wuno stem distributivo e sia 0=T,cT,c...cT,,C
cT,= 8 una sua catena speciale. Se gli elementi non nulli di T, sono sue unitd
sinistre ¢ 0-Ty,= 0, allora T,= 8 cioé la catena ¢ banale.

(3%} Come sopra dimostrato.

(1) Infatti «»-ye I)-, perche ogni ideale & ideale sinistro e mz = 0 perchd
ze -ATk(TI:—z)'

(°?) Se infatti in uno stem &, (Vx),0-z == & anche (Vy), yo = y0x = 0z = =.
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Infatti allora gli annullatori in T'; appartengono all’insieme {T,, 7,} oppure
all’insieme {0, 7'} per la Definizione B. Se T, fosse annullatore in T allora
T,= A4, (T,) e sarebbe uno zero-stem, contro il supposto. Ne segue che T, sod-
disfa al Teorema 6. D’altra parte T, non pud essere uno zero-stem, lo zero non
pud essere unitd sinistra in T'; (°*), allora, per il Teorema 6, tutti gli elementi
non nulli di 7, sono sue unitd sinistre mentre 0-7,= 0.

Tutti gli elementi non nulli di 7,/T, sono pertanto unitd sinistre in T,/T,.
Si ha cioé che:

(9 To +T) =@+ T)oe+1y) =2+ T, Voel, VyeT,—0 (*),
e ovviamente
(10) Tolz + Ty) = (0 + To)(w + Ty) = T, Veel,; (%)

Confrontando la (9) con la (10) si ha veT, e T,=T,.
Poiche le inclusioni, in una catena speciale, sono, per definizione, proprie,
8i ha T,=28 e la catena in questione & banale.

Corollario 17. 8Sia S wuno stem distributivo ¢ sia T,cT,c...cT,=28
una sua catena speciale. Se tutti gli elementi non wulli di T /T; (per qualche
je{l, ..., n}) somo wunita sinistre d&i Ty|T; e inoltre T;|T; TwT;= T;|T;, al-
lora Tiy=8 (ed n=17 -+ 1).

Se la catena & banale (cioé T,= 8) il corollario svanisce.

Per POsservazione 12, la catena T,/T;c...c S|T; & speciale e, per il pre-
cedente Teorema 16, Ty, /T; ¢ ultimo elemento di tale catena. Allora Ty, /T; =
= §/T;, da cui enunciato.

8. — Anche per preparare le considerazioni successive indichiamo qualche
risultato relativo al easo in cui una catena speciale inizi con uno zero-stem.

Teorema 18. QSia § wuno stem distributivo. Sia 0 =T, cT,c...cT,=8
una catens speciale di S tale che T, (per qualche r>1) sia privo di wunitd si-
nistre. Allora T, é uno zero-stem.

Osserviamo intanto che 7', & privo di annullatori propri (Osservazione 13)
e soddisfa pertanto al Teorema 6.

(°%) Perché¢ altrimenti lo zero sarebbe unitd sinistra anche in T,.

(**) Poich® y & un elemento non nullo di 7},.
(%5) Poiche (Vze T,) 0x = 0.
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Se T, fosse tutto costituito da unitd sinistre (#>2), allora § sarebbe
tutto costituito da unitd sinistre (Teorema 14) e questo & contro 'ipotesi (%).
Se invece gli elementi non nulli di 7, fossero unitd sinistre e 0-7, = 0, allora
T,= 8 (Teorema 16). Questo & da escludersi perche la catena in questione deve
essere propria. L'unica possibilitd che il ricordato Teorema 6 consenta & allora
che T, sia uno zero-stem.

Se r=2, T, soddisfa al Teorema 6, & privo di unitd sinistre, e dunque &
necessariamente uno zero-stem.

Teorema 19. Sia S uno stem distributivo. Sia T.cT,c...cT, =8 una
catena speciale @i 8 tale che T, sia uno zero-stem. Se & quozienti T[T (Vje
e{l,...,r—1}, per qualche re€ {1, ..., n —1}) sono zero-stem, allora T} = 0.

La dimostrazione pud essere fatta per induzione. Infatti 7F = 0 per ipotesi.
Assumiamo come ipotesi induttiva che 7% =0 per qualche je{1,..., r—1}.

Poiché, per ipotesi, T4, /T; & uno zero-stem, T35, c T

D’altra parte, Va, y, 2 € T4y, elemento zyz & idempotente (Osservazione 1),
mentre, per 'ipotesi induttiva, T'; non ha idempotenti non nulli. Ne segue
T3, =0. Per induzione 7%= 0.

Si osservi che il teorema vale anche nel caso in cui la catena in questione
sia banale.

9. — Raccogliendo i risultati precedenti giungiamo al:

Teorema 20. Sia S uno stem dotato di unitd sinistra. Sia 0= T,cT,C
C...cT,= 8 una sua catena speciale propria. Allora S é distributivo se e solo se
tulti © suoi elements somo wnitd sinisire.

Sia 8 distributivo e sia 0 =T,cT,C...c T, =8 una sua catena speciale
propria. Osserviamo anzitutto che T, non pud essere uno zero-stem perché §
(e dungue T, stesso) & idempotente (Osservazione 3). Inoltre T, non possiede
annullatori propri (Osservazione 13). Si ha allora (Teorema 6), che tutti gli
elementi non nulli di 7, sono unitd sinistre in T,. Se lo zero & unitd sinistra in 7',
Penunciato & conseguenza immediata del Teorema 14. Rimane la possibilita
che sia 0-7,==0, ma allora, (Teorema 16), la catena risulterebbe banale con-
tro Pipotesi. B cosi dimostrata la prima parte dell’enunciato. I’inverso ¢ ovvio.

Corollario 21. Sia S uno stem distributivo ¢ T,cT,c..cT,=8 una

catena speciale propria tale che S[T, sia dotato di unitd siwistra. Allora tuiti gli
elementi di S|T, sono unitd sinistre.

(%) Poich® ogni T; sarebbe allora tutto costituito da unitd sinistre.
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Infatti allora la catena 7,/T,cT,/T,c...c8/T, & una catena speciale pro-
pria (Osservazione 12). L’enunciato ¢ dunque conseguenza immediata del
Teorema 20.

§ 6. - Stems distributivi speciali.

10. - Tenuti presenti i Teoremi 18 e 20, allo scopo di ottenere un analogo
del Corollario 10, & opportuno dare la seguente:

Definizione C. Uno stem § si dice speciale se possiede una catena
speciale propria T,cT,c...T,,cT,=28 soddisfacente alle seguenti condi-
zioni:

I) T, & uno zero-stem;
II) 8/7,—, & privo di annullatori propri.

La Definizione O ci permette di ottenere il desiderato analogo del Corollo-
rio 10, espresso dal:

Teorema 22. Sia S uno stem distributivo speciale. Allora S contiene un
ideale T' tale che tutti gli elementi non nulli di S|T sono unitd sinistre ¢ T3 = 0.

Siano § uno stem distributivo speciale e T, cT,c...cT,= 8 una catena
speciale propria soddisfacente le I), IT) della Definizione C.

Mettiamoct dapprima nel caso in cui S possieda wna units sinistra.

Se T, =0, tutti gli elementi di § (e dunque di §/T,) sono unity sinistre
(Teorema 20) e il Teorema 22 & verificato con 7= T,.

Se 7,540 ed S ha unitd sinistre, anche §/7; ha unitd sinistre (perché nes-
suna unita sinistra di S puod appartenere a T, che per ipotesi & uno zero-stem).
Allora tutti gli elementi di 8/, sono unitd sinistre (Corollario 21). Anche in
questo caso il teorema ¢ verificato con T=1T;.

Possiamo pertanto supporre che S sia privo di unita sinistre: cominciamo
col mostrare che allora tutti gli elementi non nulli dei quozienti T';,/T; (Vi€
€{1,...,»—1}) che non sono zero-stem, risultano essere unitd sinistre in essi.

Consideriamo ora T;4,/T; (Vie{l, ..., n—1}). Osserviamo che se T, /T; &
annullatore in T'4,/T; (°7), allora, per la Definizione B, T';,/T; & uno zero-stem
visto che coincide con AT,+2/T,(T5+2/T:')-

Se invece T;.,/T,; non & annullatore in T',.,/T; (nel caso sempre che T,/
esista), allora, per la Definizione B, 7;:+,/T; soddisfa alle condizioni del Teo-
rema 6. Se T,,,/T; & uno zero-stem, lo & anche Ty, /T;. Se invece gli elementi

(*7) Ovviamente se T,;,,/T; esiste.
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non nulli di 74../T; sono unitd sinistre, lo sono anche quelli di T,.,/T;. L'os-
servazione & cosi dimostrata tranne che per il caso in cut Tjy,|/T; non esista.
Ma allora cid significa che Ty, =8 e T;4,/T; & S/T,—,. Allora, per la I1) della
Definizione €, 8/T,-, soddisfa alle condizioni del Teorema 6 e ancora Pafferma-
zione & verificata. Ricordando poi che se, per qualche he{l,...,n—1}, Ty /T
& tutto costituito da unitd sinistre, lo stesso accade per S/T, (Corollario 14)
e che se tufiti gli elementi non nulli di T,,/T, sono unitd sinistre e T,/T,-
Ty Tr= T, T,, (per qualche he{l, ..., n—1}), allora T, =8 (Corollario 16)
possiamo concludere osservando che si possono avere solo i seguenti casi:

I) T;,/T; & uno zero-stem per ogni j=1, ..., n—1.. Allora §*=0 (Teo-
rema 19) e il teorema & verificato con I'= § perche S/ & banalmente costi-
tuito da unitd sinistre.

IT) Esiste un indice k€{2,..., n—1}, tale che per tutti glire{2,..., %}
T,/T,, & uno zero-stem e tutti gli elementi non nulli di T%./T;: sono unita
sinistre e T[Ty TiwyTr= T¢/T,. Allora Tpy,= 8 (Corollario 16); k41 =n
e T° =0 (Teorema 19). Il teorema & ancora verificato con T'= T, ;.

ITI) Esiste un indice ke {2,...,n-—1}, tale che, per ogni re{2,..., %}
T,|T,_, & uno zero-stem e tutti gli elementi di T',/T, sono unitd sinistre. Al-
lora 7% =0 (Teorema 19) e tutti gli elementi di §/T; sono unitd sinistre (Co-
rollario 14). Il teoremsa & verificato con T = T,.

Quanto precede suggerisce di dare la seguente

Definizione D. Chiameremo ideale speciale di uno stem § un ideale T'
con T%=0 e tale che tutti gli elementi non nulli di S/T siano unitd sinistre
di §/T.

Segue subito dal Teorema 22 che uno stem distributivo speciale possiede
almeno un ideale speciale.

Osservazione 23. Sia S wuno stem speciale distributivo, T un ideale
speciale di S e sia T|T-S|T=T|T. Allora VaecS—1T), Ay z)CT.

Infatti ora S/ & tutto costituito da unitd sinistre e dal momento che T'/T-
8/T = T|T abbiamo non solo che §-7CT ma anche T-8CT. Se T=28 la
relazione & subito verificata. In caso contrario sia seS—T e ye A (x). Se
yel8—T, avremmo oy —y e T. D’altra parte, ora #y=0 e dunque yeT.

Osservazione 24. Sia S wuno stem speciale distributivo, T wun ideale
speciale di S tale che imolire T[T sia unite sinistra in S|T. Allora (Vxel),
AfzycT.
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Infatti, se #, yeS—T, 0y —yeT; ma anche se s xy—yeT (%%). Ab-
biamo cosi, VoesS, sy—yeT. Daltra parte se #€8 e yed (o), risulta
2y =0 e dunque yeT, da cui 'asserto.

Teorema 25. Uno stem speciale S é distributivo se e solo se possiede un
ideale speciale T tale che

(11) xyz =0
se almeno sono degli elementi w2, yz appartiene a T.
(12) xy —yre A(S) Vao,ye S con sy ¢ T.

Sia 8 uno stem distributivo speciale. Come osservato conterra un ideale spe-
ciale 7. Se T'= 8 le (11), (12) sono banalmente verificate.

Sia 8 — T 5= 0; poiche gli elementi non nulli di S/T sono unity sinistre e
inoltre se non & T|T-8/T =TT, T|T & unitd sinistra, possiamo dire che se
axy¢T, wy—yel.

Per dimostrare la (11) & sufficiente ricordare 1’'Osservazione 5 (nel easo n = 3)
dopo aver osservato (nel caso mz€7) che, grazie alla distributivita di S, e
sempre ayz = ay(wz) = 0 e analogamente (nel caso yzeT) myz = wz(yz) = 0.

Per dimostrare la (12) osserviamo che se », y,2€8 e vy ¢ T, esiste, per
quanto osservato in precedenza, un t€T tale che wy =y 1+ ¢.

Ne segue che

2oy = zyay = 2y(y + 1) = 2y® + syt = 2y® (%%) .

Abbiamo eioeé, qualunque sia z€ 8, z(wy — y?)==0 e pertanto sy — y>e A(S).
Anche la (12) & cosi dimostrata.

Per mostrare la parte inversa del teorema, supponiamo che 8 sia uno stem
speciale con un ideale speciale 7' per cui valgono le (11), (12).

Al solito, se T'=28, 8*=0 ed S & distributivo.

Sia T8 ¢ dimostriamo che S é distributivo.

Siano infatti @, v, 2 elementi di S tali che valga una almeno delle seguenti
condizioni xzel o yzel.

Per la (11) abbiamo ayz = 0. Verifichiamo, nei due easi, che valgono le (1).

Se wze T, allora z(zz) € T ed essendo x(yz) = 0 (per la (11)), anche x(yz) e T.
Abbiamo dunque, sempre per la (11), ay(ws) = x2(yz) = 0 e valgono le (1).

(*8) Perché /T & unitd sinistra in S/T.
(%) Si noti che zyt = 0 perché te T (Osservazione 5).
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Se yze T, allora z(yz) €T ed essendo ywz=0 (per la (11)) perche yzeT,
anche y(zz) e T. Segue allora subito ay(wz) = wz(yz) =0, da cui le (1).

Veniamo ora al caso in cui nessuno degli elementi vz, yz appartiene o T'. Ri-
cordando quanto osservato all’inizio della dimostrazione del presente teorema,
abbiamo che, poiché 7 & speciale, esiste un {7 taleche wae=z-¢ e un
el tale che yz=2z--t. Abbiamo cosl xyze = oy(z-| 1) = ayz (*°) e ¥2Yz =
== ge(z 4+ 1) = we? (°1).

Ricordando la (12), abbiamo, poiche yz¢ T, yz —z2€ A(S) e dunque, Vo €S,
#(yz —22) = 0 cloé xzyz = x2® = wxyz da cui ’asserto.
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Riassunto.

S studiano gli stems distributivi (cioé gli stems S in cui Va, y, 2€ 8, wyz = aywz =
= ayxz). Vengono caratierizzati gli stems distributivi semisemplici e quelli bilateri. La
maggior parte del lavoro é dedicata allo studio degli stems distributivi dotati dé una catena
speciale (Definizione B).

Summary.

We study distributive near-rings (i.e. near-rings S with wyz = xywe = xeyw, Va, ¥, z65)e
Two-sided distributive near-rings and semi-simple distributive near-rings are characterized.
The main part of the paper is o study of distributive near-rings with a special-chain (in th.
sense of the Defimition B).



