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DANIELA MONTEVERDI (%)

SH relative e pseudolimiti. (**)

Introduzione.

In [1] si dimostra che il concetto di verita di una SH in una #-struttura
(in ") non & del tutto adeguato a trattare gli pseudolimiti. Cid suggerisce idea
di considerare una classe pit vasta di formule, quelle delle SH relative, che
qui introduciamo. 11 nome deriva dall’analogia con le formule «relativamente
prenesse », nel cui prefisso siano ammesse quantificazioni universali « relative »
cioe del tipo (le,.., @,), dove P & un predicato n-ario.

Per quanto concerne il confronto con gli pseudolimiti, ci si limita all’esame
di un esempio, per evitare complicazioni formali; in esso appare che esiste un
insieme di due SH relative atto a caratterizzare lo pseudolimite in questione.

1. - Formule SHR.

Sia % un linguaggio dei predicati del primo ordine, privo di simboli fun-
zionali. Diremo tipo ogni successione finita v = (P, P,, ..., P;) tale che, per
ogni i=1,2,..., &k P, & un predicato oppure il simbolo 1. Il numero % chia-
masi il rango di 7.

Se T= (P, Ps, ..., Py) & un tipo, si dird tipo parziale di T ogni segmento
iniziale o= (Py, P, ..., P;) di 7, con 1<r<k; ovviamente un tipo parziale
di un tipo & ancora un tipo.

Sia 2* il lingunaggio che si ottiene da ¥ aggiungendo, per ogni tipo <,
un’infinitd numerabile f7, I, ..., fz, ... di simboli, detti simboli funzionali di
tipo v. Definiamo ora i fermini di ¥ipo .

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universithd, 43100 Parma, Italia.
(**) Ricevuto: 14-I11-1972.
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1) Se P; & un predicato n-ario, allora i simboli &,, &],, ..., &}, sono ter-
mini di tipo 7.
2) Be P; & 1, allora ¢} & un termine di tipo =.

3) Se ¢ = (P1, Py, ..., P,) & un tipo parziale di 7 e se f & un simbolo fun-
zionale di tipo o, allora:

3’) se r>1, e, ety ..., &1} & un termine di tipo 7;
3"y se r==1, f°¢; & un termine di tipo 7.
4) Sono termini di tipo = solo quelli descritti in 1), 2) e 3).

Chiameremo formula atomica di tipo 7 ogni espressione della forma
Py, ts, ..., 1), dove P & un predicato m-ario e 4, ..., £, sono termini di tipo 7.
Definiamo ora le SH elementari relative (SHRE) (1):

i) ogni formula atomica di tipo v & una SHRE di tipo T;

ii) ogni congiunzione di formule atomiche di tipo 7z & una SHRE di
tipo 7;

iii) se H,, H,, ..., H,, H sono formule atomiche di tipo 7, allora I’espres-
sione ILAH,A...AH,—~H & una SHRE di tipo 7,

iv) niente altro ¢ una SHRE.

Definizione. Sono SHR di tipo 7 tutte le SHRE di tipo v e tutte le
congiunzioni di SHRE di tipo 7.

2. - Interpretazioni.

Sia " una categoria con prodotti fimiti. Consideriamo un oggetto 4 di 2
ed una funzione @* che associ a ciaseun predicato m-ario una relazione m-aria
su 4 (cfr. [4]) e a ciascun simbolo funzionale f di tipo v=(Ps, ..., P;), un mor-
fismo D*(f): B, XR,X...XR,— A4, dove

i) se P; & un predicato, P, e $*(P) & rappresentata da R, —25 Am allora
.R,: é Rp;

ii) se P; & 1, allora R; ¢ A.

Chiameremo interpretazione ogni coppia &%= (4, ®*), con 4 e &% sod-
disfacenti le condizioni sopra indicate.

(*) Per I’'abbreviazione SH si veda [4].
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La definizione di interpretazione associata ad una .#-struttura, rimane
formalmente quella data in [4].

Data una interpretazione 7% =<4, @*)> associata ad 7= {4, B>, esten-
diamo @* a tutti i termini come segue.

1} Se P; & un predicato n-ario e @(P;) & rappresentata da B2 A7
allora @*(¢},,), con 1<m=<n, ¢ il morfismo

£,m

D*(e] ) = emue, oot BIX By X X Ry — A

i,m

dove g, & la m-esima proiezione di A4~

2) Se P; & 1, allora @%(l) & il morfismo

DH(s7) = PP B RO Ry X ... X Ry, — A .

12

3) L’interpretazione del termine f{ef, l, ..., e} & @*(f°{el, &l, ..., 7)) =
= D*(fVey, €1y .., &}, 0880040 £4: By X... X Ry — R; 1a i-esima proiezione.
Si osservi che se ¢ & un termine di tipo 7, si ha in ogni caso:

D) RyX By X ... X By — A .

3. - Soddisfazione per le SHR.

Sia H wuwna SHR atomica di tipo 7= (P, P, .., P:), diciamo
H = Qb1 %2y .y t); sia &% = (4, &% una inberpretazione e sia
g: X — Ry X R, X... X Ry (*). Diremo che H ¢ soddisfaite in o/* da ¢ (in simboli:
== H[g]) se

(1) {D*(t1), D*(t)y +-ey @*(tm)}g<u0 ’

dove u,: B, »—sA™ & un rappresentante di &*(Q). Come in [4] si ottiene poi
il concetto di soddisfazione per una SHR qualunque, interpretando i con-
nettivi A ed — nel modo consueto.

Sia H una SHR di tipo 7= (P1, Py, ..., P;) ed &%= {4, D*> una inter-
pretazione. Diremo che H e vera in o7* (L?: H) se per ogni X € Ob e per

ogni g: X —R; X R, X...XRE; si ha LT‘H[g]'

(®) Col solito significato di R,, R,,..., By .



192 D. MONTEVERDI [4]

Sia & = {4, @) una P-struttura e sia H una SHR di tipo =. Diremo
che H & vera in <7 se esiste una interpretazione «7* associata ad &7 in cui H
& vera. Si scriverd ancora k?H .

Tutte queste definizioni si riducono a quelle date in [4] per le SH, nel
caso che ci si limiti ai tipi (Py, Psy ..., Py) in cui Pr=P,=...= Pr=1(%).

4. - Rapporti fra gli pseudolimiti e le SHR.

Applichiamo i concetti introdotti agli pseudolimiti (efr. [1]). Per sempli-
citah ci limiteremo a trattare il caso dello pseudolimite che fornisce la com-
posizione di due relazioni binarie.

Sia % un linguaggio del primo ordine privo di simboli funzionali ed avente
tre predicati binari Py, P., P;. Sia &/= {4, @) la PL-struttura su 4e0bs
tale che

P(P)) = [By >4> 47,  O(P) = [R, »254%],  O(P;) = [By »"2>4°].

Consideriamo le seguenti SHR:

H, = Py(el%, /7 AP, (17 &, &) di tipo o' = (Py),
H, = Py(e", VA Py(e2, &) — Py(ely &) di tipo ¢" = (1,1,1)

ottenute dalle formule
(Va)(Vy) (Pslw, y) — (F2)(Pa(@, 2) APz, 9))) 5
(Vo) (V) (V2) (P, 2) A Py(2, y) —> Py(@, 1))
che, congiuntamente, definiscono la composizione. Si ha allora il seguente:
Teorema. [u;]=[us]o[u,] se e solo se }THI e ';e_—HZ'

Dimostrazione. Sia t—T—HI ed fTHz. Per ipotesi esiste un morfismo

f: B,— A tale che, detta .o/* Pinterpretazione associata ad 7, otfenuta inter-
pretando ' in 1, sia };;;Hl. Si consideri il morfismo identico B, —— R;; per

() Un tipo siffatto & completamente individuato dalsuo rango % e il caso 1) della
definizione di termine non si presenta.
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ipotesi esistono due morfismi #,: R;~ R, ed z,: R;-> R, tali che
{ertts, fl=ww, o {f,eou}= w2, .
Poniamo §= {®,, #,}: R;—> R, XR,. Si ha allora
E, U 6] = & U By = &{E1 Uy, [} = [ E1Uy €] == & Uy Ty = 81{f7 sy =T,
quindi § ugualizza e, u.& ed & u,&;. Inoltre si ha:
g, w)j ={ei e, , sgugsz}{wl, Ty} = {ey @yy Eta W} = {EUs, Sy} = u,.

Si consideri ora un qualunque morfismo j': X —— B, X R, che ugualizzi &, %, &,
ed e w65 Posto g={g U615y & Waesf’s e1%2 8§} X —— A% 51 ha {&, &,}g=
= ot(ty, u,)j’ ed inoltre {e;, es}g= w18 <1, {&,e}g=ws8j' <u,, quindi,
per I'ipotesi che }fﬂz, (2, Ua) §' = {&1, &2} g <ty = o0y, u,)j .

Viceversa, supponiamo che [wu] = [u,]'[u,]. Per tale ipotesi, esiste un
morfismo j: By — R, XK, che ugualizza e&u,e;, ed g u,e, e tale che
{ecus 81, 83585} ] = uz. Detta o* Dinterpretazione associata ad =/ ottenuta
interpretando f™* nel morfismo =g, %, =6 Us6,7, per ogni g: X — R,,
si ha:

{erus, [} g = {armerj, eswmeftg = w659 <uy
{fy eatta} g = {e1ths 82y %082} g = a7 g <y,
quindi L?Hl e infine i—-Hl.
Si consideri ora un morfismo g: X ——» 43 tale che {e;, &3}9 <u, ed {&;, &:}9 <Us,,
diciamo {e;, es}g == w9, ed {e;, &}g = wsy,, con 9;: X —> R, ed 7,: X —+R,.

1l morfismo j'={y,, #.}: X —> R X R,, ugualizza e,u,& ed & use,, perciod,
in virtt dellipotesi, a(u,, %,)§ <ot(ty, %) f = 5. Ma

oty ) § == {31 Uy &1y Eaths E1{Yy s Yo} = {&,%, Y1y E2Us Yo} = {€1, &}9

da cui == H,.

13
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Sunto.

Si introduce il concetto di « SH relativa » che estende quello di SH e sembra, pii di
questo, alto a caratterizeare gli pseudolimiti. ‘

Summary.

We extend the class of SH’s (cfr.[4]) fo that of «relative SH’s » and prove that these
formulae seem to behave in a nicer way with respect to pseudolimits (see [1]).



