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MARIO SERVI (%)
Paracompletezza e isolamento. (**) (**%)

1. - Limiti e colimiti.

Uno schema di diagrammsi & una terna X = (I, M, d), dove I, M sono in-
siemi disgiunti (detti rispettivamente insieme dei vertici e insieme delle frecce)
e d: M —1IxI. Data una categoria K, si chiama diagramme in K su 2 una
funzione D:I1U M — K che associa a ciascun vertice di 2 un oggetto di K
e a ciascuna freccia di 2 un morfismo di K in modo tale che se me M e
d(m) = i, i, allora D{m): D(¢) — D(j). Talvolta il diagramma D viene indi-
cato impropriamente con (I});),,-

Sia ora XeOb K ed (X - D,),., una famiglia di morfismi. Si dice che
essa & compatibile per D, se per ogni freccia me M, con d(m) = (i, jy & com-

mutativo il triangolo

X D(m)

D.

o

Dj

Una famiglia (X — D,),., compatibile per D si chiama wun limite per D,
se per ogni famiglia compatibile (Y — D,),., esiste uno ed un solo morfismo
Y — X tale che siano commutativi tutti i triangoli

Y
l\DL (iel)
x/

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, 43100 Parma, Italia.
(**) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazionale
per le Strutture Algebriche e Geometriche e loro Applicazioni.—Ricevuto: 10-XII-1971.
(*#%) Il lavoro inizia con una parte espositiva (nn. 1-3, cfr. ad esempio [3] e [4]).
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L’importanza del concetto di limite ¢ ben nota; basti ricordare che il pro-
dotto di una famiglia di oggetti & il limite del diagramma privo di frecce ed
avente per vertici quegli oggetti; 'intersezione di due sottoggetti B >+ €, 4 » O
di un oggetto C ¢ il limite del diagramma B — 0 < 4; il pull-back & anche
esso un limite ece. Una categoria K si dice complete se ciascun diagramma in K
ammette limite, si dice finitamente complete se ogni diagramma finito ammette
limite.

Una categoria & (finitamente) completa se e solo se ammetie intersezioni e pro-
dotti (finiti). La categoria degli insiemi risulta percid completa.

I concetti introdotti si possono dualizzare e giungere a parlare di colimiti
e di cocompletezza. Ad esempio, nella categoria degli insiemi, il coprodotto di
una famiglia di insiemi & dato dalla loro unione disgiunta con le iniezioni cano-
niche. I1 colimite di una famiglia filtrante a destra ¢ il limite diretto. La coin-
tersezione di due quozienti di un’algebra (nella eategoria associata ad una
varietd di algebre) ¢ il quoziente fatto rispetto alla congruenza «unione »
delle congruenze associate ai quozienti dati. Gli esempi si potrebbero molti-
plicare, ma il concetto di colimite non ha interesse ai fini della presente
esposizione.

2. - Immagine forte.

Sia 4 5B un’applicazione, cioé un morfismo della categoria degli insiemi.
1] codominio ¢ di f & un sottoggetto di B detto anche immagine di f. H noto
come il concetto di immagine possa essere esteso alle categorie astratte, tutta-
via per certi fini ha piu interesse una generalizzazione piu restrittiva, quella
di immagine forte di un morfismo. Sia dunque A4-2> B un morfismo in K. Se f
si pud scomporre nel prodotto di una ritrazione ¢ per un monomorfismo w,

A—f——>-B

si chiama immagine forte di f il sottoggetto [w] di B rappresentato da w. Si
dimostra che tale definizione & lecita, nel senso che, se wp = w'¢p'= f sono due
tali scomposizioni, allora w e w’ determinano lo stesso sottoggetto di B.

II concetto di immagine forte pud essere presentato anche in altro modo.
Supponiamo intanto che ¢’ sia un inverso destro di ¢: pp'=1,. T facile osser-
vare che

(i) <0%>4, ¢-2>B) & una famiglia compatibile per il diagramma

(D) AL B
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(ii) sia <X 3> 4, X% B) una famiglia compatibile per (D); esiste allora
uno ed un sol morfismo o: X — C tale che sia commutativo il triangolo

~
i

X

a B

Cc

Si sard osservato che (€% A, C2 B> non & necessariamente un limite
per (D) giacché non si chiede che ¢'o= 2. Vedremo in seguito che si pud
parlare di « pseudolimite di (D) rispetto a B».

Viceversa, sia <C% 4, ¢ 5 B)> una famiglia soddisfacente (i) e (ii). Al-
lora v & un monomorfismo e [¢] & immagine forte di f.

Prima di passare alla definizione generale di pseudolimite, vediamone un
altro esempio. Sia B> A X B una corrispondenza fra A e B (*) e sia j: 4'— 4
un sottoggetto di A. Consideriamo il diagramma

(D)

Sia

(1) Per questo ed altri concetti contenuti nel presente paragrafo, cfr. [3], [4].
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una famiglia compatibile per (D), tale che per ogni altra famiglia compatibile

esista uno ed un sol morfismo X — ¢ con X — (¢ -5>B = X-% B. Allora 4 & un
monomorfismo e il sottoggetto di B da esso rappresentato resta determinato
dalla corrispondenza [#] e dal sottoggetto [j]. Esso viene detto Pimmagine
di [1 in [u]. La giustificazione di tale denominazione risiede nel fatto che nella
categoria degli insiemi, Pimmagine di un sottinsieme di A in una corrispon-
denza R fra 4 e B soddisfa le precedenti condizioni, qualora ¢ sia 1’inclusione
ed o', a, o siano opportunamente definiti.

3. - Pseudolimiti.

Possiamo ora dare la definizione di pseudolimite.

Sia D = (1),),., un diagramma e sia j,€l un suo vertice. Diremo pseu-
dolimite di D rispetto ad 4, una famiglia (X —D,),., compatibile per D tale
che per ogni famiglia compatibile (¥ — D,),., esista uno ed un sol morfismo
Y - X tale che Y +X— D, =Y~ D,.

Balza all’occhio una certa somiglianza fra il concetto di limite e quello di
pseudolimite. Nel presente paragrafo cercherd di chiarirne i mutui rapporti,
mentre nel successivo cercherd di caratterizzare in modo diverso gli pseudo-
limiti nella categoria degli insiemi, allo scopo di illustrarne il significato.

Osserviamo anzitutto che se (X -—>D,).., ¢ un limite per D, esso & anche
uno pseudolimite rispetto a quegli i€l per cui X — D; ¢ un monomorfismo.
Valgono inoltre le seguenti proposizioni (2):

i€l

Proposizione 1. Se (X—D,),, ¢ uno pseundolimite rispetto ad 4, al-
lora il morfismo X — D, & un monomorfismo.

(?) La dimostrazione delle Proposizioni 1-5 si pud trovare in [3].



[5] PARACOMPLETEZZA E ISOLAMENTO 65

Proposizione 2. Due pseudolimiti di D rispetto ad ¢, determinano lo
stesso sottoggetto di D, .

Definizione. Se u:(C-— D, rappresenta il sottoggetto di D, deter-
minato dallo psendolimite di .D rispetto ad %,, diremo che [u] & il soffoggetto
di D, pseudolimite in D.

Proposizione 3. IL’immagine forte di un morfismo f: 4 — B ¢ il sot-
toggetto di B pseudolimite nel diagramma AL B.

Proposizione 4. Sia D un diagramma, sia (X—TiD,.)iE, un limite per D
e sia 0el. Se X -2» K 5Dy= X% D,, con pp'=1,, allora (K™% D,),., & uno
pseudolimite per D rispetto a D,, qualora si sia posto n,=m, " (i€l) (3).

Corollario. Una categoria completa con immagini forti ammeltte pseu-
dolimiti.

Definizione. Diremo (finitamente) paracompleta una categoria in cul
ogni diagramma (finito) ammetta pseundolimite rispetto a ciascuno dei suoi ver-
tiei.

Dal precedente Corollario segue che la categoria degli insiemi é paracompleta.

Proposizione 5. (Inversa della 4).Sia I} un diagramma, sia (X s D))ses
un limite per D e (X% D)) ;e 100 pseudolimite per D rispeto a D,. Allora #,
& 'immagine forte di m,.

4. - Pseudolimiti nella categoria degli insiemi.

Nel presente paragrafo faremo esclusivo riferimento alla categoria F degli
insiemi. Anzitutto, associamo a ciascun diagramma (puntato) finito D di B
una formula ben formata della teoria degli insiemi (%), come segue.

Siano 4., 4;, ... A, i vertici di D e siano fy, ..., f. le sue frecce; per ogni
j=1,2,..., m, indichiamo con aj, bj rispettivamente i due indici tali che
fi Au;—> Ayy; ovviamente sara 0<aj, bj<n. Si ponga:

35(370, xl, ey wn) - (370 E-Ao/\--'/\wn E-Aﬂ/\fl(wal) = wbl/\"'/\fm(wam) = wbm) .

(*) Diremo, per abuso di linguaggio, pseudolimite rispeiio ¢ D, , anzichd pseudo-
limite rispetto ad ;.
(%) Ad esempio, ZF -+ AC, cfr. [2].
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Diremo associate a D la seguente formula;
H(@) = (3o Fw) ... (F2,) B(w,, By, ...y 2,) -

Con queste notazioni si hanno i seguenti due teoremi:

Teorema 1. Sia B wun insteme tale che
(1) (V) (6 € B4 @y € AN\ (1)) .

Allora BC A, rappresenta il sottoggetto di A, pseudolimite in D.

Dimostrazione. Poiché

(Va, € BY (3w, ...y ©n) B@gy ooey ) 5

possiamo (usando Passioma di scelta) definire » funzioni ¢, ..., g, tali che
(V@€ B) 35(:00, 91(@o)y -..s ng(wo))- Ma

BBy By covy Bp) — By € AgAZ € AN ABE A,
per cui g,: B—~A4,, (i=1,2,...,n). Si ponga inoltre g,: BC 4,. Ne segue
(Va, EB)(fl(gal(mo)) = gb1<500)/\~--/\fm(gam(mo)) = gbm(%))
da cul f;o0u=gy (1 =1,2,...,m). Queste uguaglianze esprimono che la fa-
miglia {go, G1s ...y §»» © compatibile per D. Sia ora {hy, Iy, ..., hny compatibile
per D, con h;: X — A,;. Allora, per ogni #€ X, si ha f;(h(®)) = hes(#), quindi
B(ho(w)y hy(®)y ..., hu(®)). Ne segue che (I, @y, ...y @) B(Ro(®@), By, -.vy @), ciod

#(ho(w)). Dalla (1) segue allora he(#) € B, (VzeX). Di qui si ha che

X8 BcA,=X1 4,

e risulta cosi soddisfatta anche la seconda condizione perché {g,, ..., g,y sia
uno pseudolimite di D rispetto ad A4,.

Teorema 2. Hsista il sottoggetto di A, pseudolimite in D e sia g,: B— A,
wn suo rappresentante. Allora si ha:

(Va,) (5”0 € o[ Bl my € 4, A fe(wo)) .
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Dimostrazione. Sia dunque G = (g,,..., 9,> uno pseudolimite di D,
con g,: B—>4,. Dalla compatibilitd di & si ottiene intanto

(2) fiofas = Gus (j=1,2,..,m)

Sia ora #,€¢[B] e sia ye B tale che z, = go(y). Dalla (2) si avrd f,(g.(%)) =
= ¢,s(y) e quindi B(wo, 6,(4), ..., g.(%)). Ne segue (Imy, ..., #,) B(@o, By, -.., B2)
ciod x, € Ao #(2,).

Viceversa, sia @€ A A A(x,). Posto X == {m,}, si possono trovare # funzioni
Byy ooy Bny con by X — A, tali che B(@, by(), ..., k(). Posto poi ky: X C 4,,
si ha che la famiglia (hy, ..., k> & compatibile per D. Dalle ipotesi su @, segue
allora che esiste una funzione h: {#,} — B tale che g, o = h,; essendo %, una
inclusione, si ottiene @, = he(%,) = go(h(%,)), da cui @z, € gy[B], giacche h(z,) B

Se #A(w,) ¢ una qualunque formula ben formata della teoria degli insiemi,
lo schema di assiomi di isolamento ci assicura Pesistenza di un insieme B sod-
disfacente la (1). Uno schema pilt debole si ottiene ovviamente se si richiede
Pesistenza di un tale B per ogni formula A(z,) che sia associata ad un diagramma
finito. I rapporti fra questa forma debole dell’isolamento, la scelta e Pesistenza
degli pseudolimiti verranno indagati nel prossimo paragrafo.

5. - Paracompletezza, seelta e isolamento.

E ben noto come da ogni modello £ di ZF (°) si possa ottenere una cate-
goria prendendo le applicazioni come morfismi e la consueta composizione peir-
ciana come composizione. Si osservi, tuttavia, che pur lasciando cadere alcuni
assiomi di ZF, & ancora possibile dare ad & una struttura di categoria. Per sem-
plicitd conviene includere nel lingnaggio, oltre il predicato binario €, i simboli
funzionali binari {z, y}, # oy, # Xy, 1 simboli funzionali unari P(z), D(x), (%),
Uz, o, Az, e la costante individuale 8.

Diciamo T la teoria con uguaglianza avente i seguenti assiomi specifici:

Agsiomsa dell’insieme vuoto:
(A0) w¢0.
Assioma di estensionalita:

(A1) (Ve)(zearzey) —2=1y.

(5) Per questo e per gli altri concetti insiemistici, cfr. ad esempio [2].
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Assioma della coppia:

(A2) ze{m Ytz =aVe=y. (5
Assioma dell’unione:

(A3) yeUVase (Iz){reaAy e 2).

Con. gli assiomi precedenti, possiamo definire, come di consueto, il simbolo
funzionale unario {w} =, {», #} e il simbolo funzionale binario

@ 9> = oo} {2, 93}
e il predicato binario C.
Assioma della potenza:
(Ad) yeP@)«syCao.

Agsgsioma del prodotto cartesiano:

(AB) zew Xy (Fu)(Av)(u € sAv € yAZ = {u, v)) .
Assioma del prodotto peirciano:

(A6) zey o> (Ju)(Fv)(Fw)({u, v) € v\ (v, W) € yAZ = {lu, w)) .

Assioma del dominio:

(AT y € Dees (32) Ky, 2> €) .

(®) Talvolta si chiama «assioma della coppia» la seguente formula, pit debole
della (A2):

(A2") (Fe)zezAyE?) .

La (A2') equivale alla (A2) sotto Iisolamento. Analoghe considerazioni valgono per
gli altri assiomi. Potremmo dunque dire che gli assiomi di T' ecomprendono alcune istanze
dello schema di isolamento.
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Assioma del codominio:

(A8) 9y e du (32) Kz yd ).
Assioma dell’inverso:

(A9) tea” > (3y)(3r)(<z, > eant = (y, 23) .
Assioma della diagonale:

(A10) y€duws (A2)(zeapy = (z,2)).

Si possono ora dare le consuete definizioni di «relazione», « funzione »,
« applicazione » ece. In particolare, con A -5 B intenderemo: (If)(f ¢ funz.A

ADf = ANGF € BAa = (B, ).
E chiaro ora come si possa dare una struttura di categoria ad ogni mo-
dello # di T. Bastera porre:

1) E[4, Bl={a|A -5 B};
2) se A->Be B> C,cona={(B,feb={0,g),allora ba =, {0, g of>;
3) 1,= ., <4, A4).

Osservazione. T interessante osservare che gli assiomi di T sono ancora
sufficienti a dimostrare che ¢ monomorfismi (= cancellabili a sinistra) di ¥
sono tutte ¢ sole le applicazioni iniettive.

Ci proponiamo di studiare le relazioni, in 7', fra i seguenti quattro assiomi:

(1) Assioma di isolamento (schema di assiomi): Per ogni formula
ben formata H(x,) di T, & un assioma

(AB)(V,) (o € B> @o € A\ A(t,)) -

(I*) Assiomsa di isolamento debole (schema di assiomi). Come (I),
ma solo per le formule associate a diagrammi finiti (nel senso del n. 4).

(C) Assioma di scelta.

(Vo) (dp) (Do = Pw) Ap & una funz. A\(Vy)(y== OA\yC o — @(y) €Y)).
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(P) Paracompletezza finita (schema diassiomi). Ogni diagramma
fimito ammette pseudolimite rispetto a ciascuno dei suoi vertici (7).

Teorema 3: I, (P) (0.

Dimostrazione. Si osservi che nella teoria 7" ottenuta da 7' con 1’ag-
giunta dell’assioma (I), Passioma (C) ammette la seguente formulazione equi-
valente  (C):

per ogni funzione f esiste una funzione g tale che f o g = A(Tf).

Sia dunque f una funzione. Si ponga A =Df e B = {f; allora, posto
a={B, >, A-5B & un diagramma in E. Per Pipotesi (P), esso ammette uno

pseudolimite, e sia A ———a—>-B

c ]
C

il relativo diagramma, con b= (B, k>,

(") Sebbene questa formulazione faccia riferimento ai modelli di 7, si pud in realtd
dare una formulazione puramente sintattica delle varie istanze di (P). Si consideri ad
esempio il seguente schema puntato di diagrammi:

._9_@

Abbiamo gid introdotto I'abbreviazione y — #; usiamo ora il segno =- per l'implica-
zione, onde evitare equivoei. Se ¢, %, v sono variabili distinte da «, v, 2, indichiamo
con Comp (¢, %, v) la seguente formula

u v
t > YAt > zsAzou=12.

Con queste posizioni, il diagramma puntato preso in considerazione, fornisce il seguente
assioma (da considerarsi appartenente allo schema (P)):

y > o= (3t)(3w) (30){Comp (¢, w, W)A (Ve0)(Vr)(Vs) (Comp (w,7,5)= (3 1p) (> tAw op—;s))).
Per rendere piti trasparente Passioma seritto, si tenga presente la seguente figura:

X

Y

>~ 7

/

.
<
S e
«
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¢= {4, k). Poich¢ b & un monomorfismo, i & una funzione iniettiva e d’altra
parte (Ih = B. Ne segue che (C,h">: B— C.

Si ponga g="Foh"; si ha:
fog=(fok)oh" =hoh" = AB.
Teorema 4: (), (I%) (@), ¢ (0); (B) I (I¥).

Dimostrazione. Ovvia, in virta dei Teoremi 1 e 2.
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