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T1ziANA MONTALI (%)

Pseudolimiti e formule SH. (**%)

1.

Sia A un insieme, h: A — A un’applicazione, € C 4. Consideriamo un lin-
gunaggio .#, del primo ordine con uguaglianza, costituito da un predicato
unario P e da un simbolo funzionale unario w. Censideriamo la Z-struttura
(4; C, h), dove C & Dinterpretazione di P e h linterpretazione di w. La for-
mula

(1) vy (P@) — Qa)(o@) =1v))

& vera in &7 se e solo se € & Pimmagine di k. La (1), in forma aperta di
SxorLEM, fornisce la seguente SH (di range 2)

H,: (P(&,) — oofe; = &) A(we, = &, — Pley)) (1) .

Dato un morfismo h: 4 — 4 in una categoria 2 con prodotti finiti ed
un sottoggetto € > A, ¢ naturale chiedersi quali rapporti esistano fra i se-
guenti due fatti:

(i) [#] é I'immagine forte di h;
(ii) !TH“ ove & & la Z-struttura (in ) ottenuta interpretando «

in hePin [u]

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universita, 43100 Parma, Italia.
(*¥) Ricevuto: 22-X-1971.

(1) S8i noti che strutture come la & non sono state contemplate in [3]; per ov-
viare a questo inconveniente, basta riferirsi a linguaggi % contenenti due classi #,, #,
di simboli funzionali e parlare di «.Z-struttura » se si sono interpretati i simboli di &3,
e di «.#-interpretazione » se si sono interpretati anche i simboli di #,. Nel nostro caso
WwEF,, f€F,.
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La risposta a tale quesito ¢ fornita dai seguenti due teoremi, i quali mo-
strano fino & dove si spinga I’analogia col caso concreto (A = &).

Teorema 1. Se };e——Hl, [w] & Pimmagine forte di h.

Dimostrazione. Considerando il morfismo ¢ = {h,1,}: A A2, si ha
he,g = h =g, g e quindi, poich¢ per ipotesi }T H,, &;9<u, o anche h<u. Cid

significa che esiste un morfismo y: A — C tale che b = uy.
Per dimostrare che y & una ritrazione, si consideri una .Z-interpretazione
L% associata ad 7 e tale che }?Hl; sia f* Pinterpretazione in 7% di f. Preso

il morfismo g = {u, f*u}: 0 — A2, per esso si ha & g<u e quindi hf¥u = u ciod
upffu =y e quindi yf*u =1.

Teorema 2. Il morfismo h ammetia immagine forie [w]; se w & una cori-
trazione, allora }?Hl.

Dimostrazione. Sia k= uy, con yp ritrazione e u coritrazione, diciamo
py'=1 e w'u=1. Posto f*= v'w', vogliamo mostrare che la .Z-interpreta-
zione /% che interpreta f in f* verifica la H,.

Si considerino un oggetto X di & e un morfismo g: X — A® tale che
& g<u, diciamo &g = ua. Si ha allora

hf e g = upyp' W' ua = ua = ¢ ¢ .
Sia inoltre he, g = ¢,¢; allora
&g = he, g = upe,g<u .

Si pud percio concludere che ;:;Hl, e quindi ’TH”

Si pud mostrare con un esempio che se » ammette immagine forte, ma
questa non ¢ una coritrazione, non necessariamente H, & vera in .7

Si consideri la categoria & degli insiemi; in essa si considerino gli oggetti
A ={0,1,2}, C={0,1} e Papplicazione h: A—> A cosi definita: h(0)= 0,
h(1) =0, h(2) = 0; come ¢ facile verificare, I ammette immagine forte [u],
ove u: O » A & Pinclusione, diremo & = up, con y: A — C & Dlapplicazione
che opera come h; indichiamo eon u’: C — A4 Papplicazione che opera in
questo modo: u'(0) =1, v'(1)=2; naturalmente pp'=1,. Si consideri Ia sot-
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tocategoria ¥ i © generata dai morfismi &, &, 4,, {&, ¢}, {v',u}, {1, 5},
{h, 1}; naturalmente Ob % = {4, C, 4*%}.

Si noti che (42, ¢, &) & prodotto di A per A anche in . B facile verificare
che anche in %, [«] é Pimmagine forte di k, ma non esiste alcun morfismo f*

2

tale che in &7* sia vera la (H,) (2).

Si consideri la seguente SH:
H,: (P(Sl) - (Q(f&'l)/\s(fgn 81)))/\((@(51)/\8(827 81)) _\’P(81)>
associata alla formula

(2) P(y) <> (Az) Q@)AS(=, y))

che definisce I'immagine di un sottoinsieme di A in una relazione binaria
su 4.

Sia &7 la struttura su un oggetto 4 (3) ottenuto interpretande P in S,
SingeQina ove a=[A" > A], p=[R» 4%, f=[C> A].

Con tali notazioni si ha:

Teorema 3. Se !:?Hg, allora f = p(o) (*).

Dimostrazione. Si scelga ¢ = {u, u}, per cui &g<u. Si sa per ipotesi
che esiste un morfismo f* tale che, detta /* linterpretazione associata ad .o/
ottenuta interpretando f in f¥, sia d}?Hg, pereio si ha

{f*erg, e19t <2, fFeg<i,
diciamo

{f*é‘l% 819}:'1)&, freg=1ib,

per cui f*u = &va, w=¢&va, [*u=1b, e quindi &ve =14b. Allora la famiglia

(2) La categoria % non ha prodotti finiti, ma se si considera la minima categoria €”
chiusa rispetto ai prodotti finiti di & e contenente € come sottocategoria, neppure in
essa esistono morfismi f* tali che in & sia vera la H;.

(®) In tutto il lavoro eci si riferisce ad una fissata categoria " con prodotti finiti.

(%) Per questo simbolo cfr. [2].
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(3% A", C5 R, 02 A) & compatibile per il diagramma

A= A
el

R
oA -

Sia data ora una qualunque famiglia compatibile per il diagramma precedente
(KA, KR, K% A). 8i consideri ora il morfismo g: K — A2, g = {c, is}.
Si ha allora &g = is<%, {€, &1} g = {is, ¢} = vi<<v, per cul ¢ =& g<u. Cid signi-
fica che esiste un #: K — C tale che ¢ = uh.

Conservando le notazioni del teorema precedente si ha il
Teorema 4. Sia §=p(x). Se u & una coritrazione, allora a:Hz.

Dimostrazione. Sia #': A — C un inverso sinistro di «. Poiché w« & il
sottoggetto di 4 pseudolimite nel diagramma

s

R
oA,

esiste per esso una famiglia compatibile (¢ 4, ¢ 2> 4, ¢ 5 R).

Si consideri ora un morfismo g: X — A® tale che e ¢g<i e {e, &}g<?,
diciamo e,g = 18, €, = &0ty £, = &wb. Allora (X > A" X LR, X 59 4) @
una famiglia compatibile, percid esiste uno ed un solo k: X — ¢ tale che
uk = ;¢ od anche & g<u.

Ora, invece, si consideri il morfismo g: X — A? tale che &,¢<wu, diciamo
& ¢ = wh. Indichiamo con f* il morfismo ¢ovau’, da cui

f*e g = ffuh = g,vah = ibh <1 .
Inolfre, essendo ¢,¢9 = uh = g,vah, si ha

{f*eq, &2} g = vah < .
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3.

Si consideri ora la SH:

H,: (P(gu &) — (Q(EU flers &2)A V(f(gn &), 82)))/\
/\((Q(én ERTA V(eay 52)) — P(ey, 82)) 5

ottenuta dalla formula
(3) Pz, y) <> (32)(Q(z, DAV (2, 1))
esprimente che P & composizione di § e V.

Sia .7 la struttura su un oggetto A ottenuta interpretando P in g;, @ in gy,
Vin ., ove g, = [T 5% A2], o, = [R5 A?], g, =[S > 4%].

Si ha il seguente

Teorema 5. Se F?Hu allora g3 = 0, © 02 (®).

Dimostrazione. Per ipotesi, esiste un morfismo f* tale che, detta =7+
Pinterpretazione associata ad .7 ottenuta interpretando f in f*, sia fﬂa.

Si consideri il morfismo ¢ = {&,, &, &} w: T — A3
Si ha allora {e;, e} g = w<w e pPerciod

{e1, I*{ey, e} g<u, {f*{es, &}y 2} g<v ;5
diciamo
{er, {1, )} g = ua, {1{es, &2}, &2} g = 0D,
ciog
{e), fFrw=ua, {f* e} = vb.
Ora sia j = {a, b}: T — R x 8, per cul
g Ue, ] = gua = f¥w = &, vb = £,0&,7 ,

cioe j ugualizza &, ue, £ 0&,

(%) Cfr. [2].
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Inoltre si ha
ofu, )§ = {e, uey, &ve}{a, b} = {g ua, &vb} = {gw, e,w} = w.

8i consideri ora un qualunque morfismo j': 7'~> R xS che ugualizzi ¢, us,,
£y, ed il morfismo g = {c,ue,j’, &,06]'; &, ue;j'}. Si ha allora

{ery e} g = uerj'<u, {ea, B2}y =vej' <0,
e quindi, per Pipotesi,
{en &lg<w,
ciod

o1, ©) ' = {e ue. 'y 06 f t <w = au, v)§,

ossia
ofu, v)j <o, v)j .

Conservando le notazioni del Teorema precedente, si ha:

Teorema 6. Sia g;= 0,0, (°). Se w ¢ una coritrazione, allora 'TH“'

Dimostrazione. §i indichi con w' un inverso sinistro di w.
Si consideri un morfismo g: X — A® tale che

{ers e} g<u, {&a; &2} g <,
diciamo ;

{e1; s} g = ua, {&sy &2} g = b
0, in modo equivalente,

£, = &Ua, &0 = £, U0 = &b , &y = £,0b .
Il morfismo j'= {a, b}: A® > R X S ugualizza eue,, &ve,, percid, per Llipotesi
oy v)j' <olu, 0)j ,
cioe
{e,ua, g,vb}<w, {e1, &} g<W .

(%) Per questo simbolo e per le notazioni usate nel corso della dimostrazione del
teorema, si veda [2], n. 3, teorema 6.
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Si consideri ora un morfismo g: X — A® tale che {g, e,} g<<w, cio¢ tale che

esista un h: 43— T con &g =& wh, &g =2¢&wh.
Il morfismo f* = gus, jw' = g ve, jw’ & tale che }?Ha: infatti
7

{817 *exs 82}}!] = {&; wh, *wh} = {e,ue,jh, e,uejh}<u,

Analogamente si mostra che

{1*{ers &2}, E2}g<v.

4.

I tre diagrammi precedenti si prestano ad una naturale generalizzazione.
Si consideri una categoria # con prodotti finiti e un suo oggetto A.

Sia dato un diagramma D siffatto:
i vertici del diagramma siano

Ry Ry; Doy Dyyoy Dy Coyoey Gy

ove ciascun D, ¢ una potenza di 4, diciamo 4°™, e ¢, = A per ciascun C;

le frecce del diagramma siano

Uy wery Un 3 B1y ey O s N1y ooy Vs
ove
Uyt Ry >> Dy = A® k=1,2,..
. — o0(0) _
Pz Do—>Cpuy s D=3 » k=1,2,..
. __ co(e(®) A
Mt Doy = Coar e = Epy (k=1,2, ..

Posto poa =0, si ha n,: AP — 4 (7).

(*) Si noti che il diagramma relativo alla composizione di due relazioni, sebbene
non sia di questa forma, & banalmente equivalente ad un diagramma quale quello sotto
a sinistra; mentre, analogamente, il diagramma relativo all'immagine forte & equi-

valente a quello sotto a destra:
€

A o AUA’&}» N
Y N q

v

/A /AZ, $
- A C

%2 A
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Sia inoltre w,: Ry > D, sottoggetto di D,.

Si considerino ora le wvariabili

21y Bay ewns 2

¢ le due formule benformate
I . —
A 2y, = Yoy N oo« NEyimy = Ypim) »
An. xa(l) — /\ /\wa(q) =9
Pl T Y N ANy =Yg

Associamo al diagramma D la seguente formula benformata di un linguaggio
contenente, per ciascun R, del diagramma, un predicato P, a o(k) posti:

(4) (V21) oov (V2y)(Pol21s vy Zp)) >
—3a]) ... Awyy) - ) - @)@y - Ty
AP ey By )A e APR(@y vy Ty AANA"))

Si considerino ora le proiezioni

Ciy ey (0) {r=2g (k=1,2,.., Q(O)) ’
Ay ey Dy 2% = Eqmyir (k=1,2,..,p00),
11 Ao b= Eotmr+otutr (k=1,2,..,02),
....... ove: | P
iy wees sz, Jp= Ep0r+ot+ ... +otn—1)+7 (k=1,2,.., o),
&y v &y & = €000t ... +oln—D+om)+E (k=1,2,..,p),

e 7= p(0) 4 o(1) ... + p(n) -~ p & Darieta comune delle varie proiezioni.
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Vogliamo ora associare alla (4) una opportuna SH, analogamente a quanto
fatto per i tre casi particolari nei precedenti paragrafi. A tale scopo conside-
riamo un linguaggio % in cui, oltre ai predicati P,, Py, ..., P, vi siano i
simboli funzionali ¢! con 1<i<n, 1<j<max{p(l),..., o(n)} di arietd o(0), e
fon cOn 1<i<q, anche essi di arietd p(0). A tale scopo si ponga

to={lis e Ly} 5

i =git (i=1,..,n; j=1,2,..,max{p(l) ..., o(n)}),

e si considerino le formule benformate

M, Cow = Tpwy N oo Ny = Toamt s
M, t:g)) =Lt - /\tz((g)) =Fymts
M, Gy =gy A o Aloomy = gty 5
M, ‘1‘33 Sy N o A2 ;((«(3 =&

Ora indicando con

H, Po(Liy ooy Coue)) = (PBy ooy B A oo APy ooy WA ML A M)
H, (PulATy ooy Zga) A woe APR(2]5 woes Ay NMA ML) — Po(Cay ooy Co) 5
la SH associata alla (4) ¢é la seguente:

H H, NH;.

Sia ora 7 la struttura che si ottiene interpretando P, in [#,], ..., P, in [u,].
Si ha allora il geguente

Teorema 7. Se 'TH’ [uo] ¢ sottoggetto pseudolimite nel diagramma D.

Dimostrazione. Consideriamo la #-interpretazione 7% associata ad 7,
ottenuta interpretando g} in A%, con 1<i<n, 1<j<max {o(1) ..., o(n)}, e f, in
k. con 1<j<q.

Per definizione di veritd di una SH data in [3], per ogni oggetto X di 57"
e per ogni morfismo g: X — A" deve essere soddisfatta la formula H. In par-

g4t
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ticolare si consideri X = P, e si definisea ¢ nel modo seguente

. 000 - Y 1()]
g =2e" %y oy Loy § = Eqiy %

e le rimanenti proiezioni di g siano morfismi qualunque aventi P, come dominio
e A come codominio. Con tali posizioni si ha

HETRRY CQ(Q)} g = <<l

e percid
1 1 n n
(s oy By} o< ®sy wey {Bys ooy B} U <o
diciamo
{hyy ooy Trgn} o = s, 4 con a;: Py— P, (1=1,2,..,n).
Inoltre
Sy 9 = Egiytho (t=1,2,..,m),
w7, _
h’u(;) g= 7”:./(:‘)/“’0 (7’ - 17 2, seey Q) .

Allora, considerando wy: Py~ Dy, a,: Py— P; con 1<i<n, ¢ gli altri morfismi
in modo ovvio, si ottiene una famiglia compatibile.

Ora si consideri un qualunque oggetto X di & e una qualunque famiglia
compatibile (Wo, Wy, cooy Wy Wagss ooy Wany Wangyy vy Wonrp) CON 20y X =Dy,
Wit X =P, (1<i<N); Woyst X =Dy (1<IKN); Wony et X = C; (1<),

Naturalmente si avra

UW; = Wyy; (P=1,...,1m), Worpn = 0% (i=1,..,m),

cioé w,,, 4, commuta un triangolo del tipo

20 “51 == Sv(a

A—Dy, > Cpw

wO w.? n4+p
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e inoltre

Wontpny = NiWatap t=5L2,...,0,

cioe w,,, .., commuta un triangolo del tipo

Nt

A‘S © Daay Cyw

Wﬂ-}- o) WZ n+Y @)

X

Si consideri i1 morfismo g cosl definito:
&y = ey ey Sy § = EgyWo s
Eorir § = E1Wany1y s Epoproy § = Eoy Wngns wooy Epp § = Eppmy Wan s
Eroptr § = Wanyry cevy &G = Wy, -
Per tale g si ha
{As voos Mo} § = Wy e = ;w3 < U; (t=1,..,n),
5,3@)9 ==& p185) § = Wopppu) = 0,0y = 0.{C1s .ry Ce(o)}g == Cy(i) g (t=1,..,m),

e queste ultime uguaglianze valgono perché sono commutativi i triangoli
8
Do=A
Wo
X V=€ V@)

w?n +Pi)
C[S(L)
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Inoltre

oli) , __ als) 2363) . — — e
}‘y(i)g =047 s 2t I = NeWniary = Wanipiny = Erprynd = &0 ¥

poiché sono commutativi i triangoli

My

Do((L) C Y(i)

wn+ oL) \172“,, y(m

Allora si ha

{C1y oey Q(o)}g<“o ’

ciod Wy < Uy, diciamo 1w, = u,b.
Conservando le notazioni del teorema precedente, si ha:

[12]

)

Teorema 8. Sia u: Py » D, sottoggetto pseudolimite nel diagramma D. Se

U, & coritrazione, allora TH .
o7

Dimostrazione. Si supponga che g: X — A" siaun morfismo tale che si

abbia
s s Dond g <ty (i=1,2, ..
diciamo
{23, s Mo} g = usws w;: X —P,, (i=1,2,..
ed inoltre
P p (), . i
Ci’(i) g= é:/S(z') g (1’ - 1’ 27 wey 7"’) 3 Z’Z(:)g - Sy(i) ¢ (1/ = ], 2,

Ne discende immediatamente che, considerando

{517 vy CQ(O)} g: X — AQ(O) ,

w;: X —P,, (A, oy My g7 X — 429 (i=1,2,..

e gli altri morfismi definiti in modo opportuno, si ottiene una famiglia

s 1),

y 0)

y q) -

y 1)y

com-
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patibile per il diagramma D, percid
{517 seey C@(o)} g<Uy .
Abbiamo cosi mostrato la prima parte del Teorema 3; per dimostrare la
.. . . ! . .. . . . .
seconda, si indichi con %, un inverso sinistro di ,, ricordiamo inoltre che per
ipotesi si ha una famiglia compatibile

(Py 25 Dy Py 5 Py ooy Py 5 Py Py 5 D,y Py 25D, Py By €y, Py 250,

Poiche la famiglia ¢ compatibile, sono commutbabivi i seguenti triangoli:

i D{, ) Cpm Do Y(u
ai Umsi Uy baw dnax;\ / W

percid
Gy = U@y (1=1,2,..,n),
by =0 u; (i=1,2,..,m), bty = Niupary (t=1,2,..,q).

Ora si consideri un morfismo g: X — A" tale che {Z, ..., {,q) g<t,, diciamo
{C1y oos Cory 9= toem € si ponga:

B = aja,l+iec(') (i=1,2,..,n; j=1,2,..,max {o(1), ..., o(n)}),
7"7/(1) ]:((:; (®) - t=12,...,0 .

(%) Si noti che per ogni coppia ¢, j tale che f(é) = p(j), si ha

By = By = R m; ) Bt ) o == D

poiché & commutativo il diagramma

i

= Cpm=y(}) Do

Wy A msec(f)

Po :
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Con tali posizioni si ha:

. . 7 !
by ooy Iyepd {C1y ooy S} 9 = {81 Gnriy ooy Eqipy Onpi Uy} UgM =

=l = UM< Uy (¢=1,2,..,%),
k,g(,-) {1y -ry Q(O)}g = Cv(i)g (i=1, 2y e, M),
2 — JE@ - -
oy {Cay ooes Q(o)}!] = Iy {1y v Cot 9 (i=1,2,...,q).

Avendo trovato un 7% tale che JI?H, possiamo concludere che }TH .

Bibliografia.

1] F. Garvin, Horn Sentences, Ann. Math. Logic 4 (1970), 389-422.

[2] M. Servi, Alcune proprieta delle relazions su un oggetto di wna calegoria, Symposia
Mathematica 5 (1971).

[3] M. SErvI, Una questione di teoria dei modelli nelle categorie con prodotti finiti
(in corso di pubblicazione).



