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FrANCO TRICERRI (%)

Su alcune classi di connessioni

sopra varietd quasi complesse. (*%)

Premessa.

Nella presente Nota (*) definisco e studio le connessioni J ,-semisimmetriche
di una varieta M dotata di struttura quasi complessa J. Esse generalizzano
le classiche connessioni semisimmetriche e le connessioni J-semisimmetriche
introdotte da G. B. Rizza in [7](?), che si ottengono rispettivamente per
p=20, 7/2.

Sussistono per le connessioni J -semisimmetriche il Teorema (2.1) ed il
conseguente Corollario, gih ottenuti da G.B. Rizza in [7]nei casi =0, =/2.

Vengono poi considerate le connessioni J -semisimmetriche a campo J paral-
lelo, cioe tali che il differenziale covariante di J sia nullo. Per queste vengono
stabiliti il Teorema (2.2) che di indicazioni sull’integrabilitd della struttura
quasi complessa e il Teorema di rappresentazione (2.3).

Il Teorema (2.4) caratterizza in diversi modi le connessioni simmetriche
tra le connessioni J -semisimmetriche e comprende risultati di V. MANGIONE
in [4], relativi ai casi ¢ =0, =/2 e concernenti le connessioni y introdotte da
E. MARTINELLI in [5] e le connessioni g, o_ introdotte da G. B. RizzA in [8].

Infine nel n. 3 sono contenute alcune osservazioni circa le classi di con-
nessioni costruibili su una varietd differenziabile M a partire da un gruppo
di automorfismi @ dell’F-modwlo dei campi differenziabili di vettori contra-
varianti su M e da un omomorfismo idempotente 2 dell’F-modulo dei campi
differenziabili dei tensori di tipo 1, 2 antisimmetrici nei due indici di covarianza.

(*) Indirizzo: Istituto Matematico, Universitd, Torino, Italia.

(**) Ricevuto: 22-VII-1971.

() La Nota riproduce la parte originale della mia Tesi di Laurea.
(3) T numeri in parentesi quadra rinviano alla Bibliografia.
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Tali connessioni, dette connessioni G-semisimmetriche ed 2-connessioni, gene-
ralizzano rispettivamente le connessioni J -semisimmetriche e le connessioni
By 04y D—y 0o di E. MARTINELLY e di G. B. Rizza.

1. -~ Varietd quasi complesse.

Data una varieta M, quasi complessa di dimensione 2x (3), sia F Palgebra
sul campo reale R delle funzioni a valori reali di classe C® definite su 3, e sia
D} ’F-modulo dei campi differenziabili di fensori r volte controvarianti ed s
volte covarianti.

I0 utile ricordare che ogni elemento 7' di D! pud essere pensato come appli-
cazione F-multilineare

Tr. D .. .D'— D,
r: (X,..,X)>TX,..,X,),

dove D'= D; e T(X,, ..., X,) & il campo vettoriale che ad ogni 1-forma
associa la funzione 7w, X, ..., X,).

Con J viene poi indicato il campo tensoriale antiinvelutorio, elemento
di D}, che definisce la struttura quasi complessa di M. Lia torsione della struttura
quasi complessa di M & il campo tensoriale N, elemento di D}, definito da:

(1.1) NX, Y)= 1/8) {[J(X), J(¥)] — I ([X, (V)] — I (J(X), ¥]) —[X, YT},

con X e Y appartenenti a D' e dove [X, Y] & il campo vettoriale XY — Y.X (4).
Se N = 0 la struttura si dice infegrabile: & allora possibile introdurre su M
una struttura complessa, che induce la struttura quasi complessa J.

Ogni connegsione lineare V su M, ammette, come & noto, una decompo-
sizione del tipo:
(1.2) V=I4+1T

dove I' & una connessione lineare simmetrica, tale cioé che
(1.3) . r'y—-r,X=[X,Y], X, Y eD,
e T & un campo tensoriale elemento di D}, antisimmeirico nei due indici di cova-

(3) Per le nozioni generali sulle varietd quasi complesse si veda, per esempio,
8. KoBavasui - K. Nomrzu (3], II; S. Hereason [2].
() Vedasi, per esempio, 8. Kosavasur - K. Nomizv [8)], I, pag. 5.
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rianza. La (1.2) va naturalmente interpretata come:

(1.4) V. Y=I.Y+ T'X, Y), X, YeDs,

I' e T sono rispettivamente dati da:

(1.5) IrYy=4}v,Y+V, X+ I[X, 7)),
(1.6) TX,Y)=}V, Y-V, X—[X,Y]).
I & detta connessione simmetrica associata e T torsione di V (5).
Nel seguito vengono studiate alcune classi di connessioni lineari legate
alla struttura quasi complessa J della varieta M. A tale scopo saranno utiliz-

zati gli omomorfismi W, K, Q, r, s di D, in s&, dipendenti da J, introdotti e
studiati da G. B. RizzA in [7], [8] e definiti da

L7 (WINX, ¥)=—J(T(X, J(T))),
(1.8) 4 (KET) (X, Y) =

= I(X, Y) — J(I(Y, J(X))) — I(2(J(Y), X)) — T(J(X), J(Y)) ,
(1.9) 4 (QT) X, Y) =

= T(X, Y) — J(T(X, J(]))) — J(T(J(X), 7)) — T(J(X), J(TD)),
1.10) 2 ("I)(X, ¥) = (eI)(X, J(Y)) + (¢T)(J(X), X),
111) 2 (sT)X, X) = (eT)(X, J(X)) + (eT)(J(X), ¥) — 2 J((¢T)X, T)),
dove X, Ye D' ¢ TeD, e & ¢ sono, rispettivamente, omomorfismo di anti-
simmetrizzazione, di simmetrizzazione, indotti su D} dagli analoghi omomor-
fismi di Dj.

G omomorfismi W, K, @ godono di molte proprietd formali, utili nel
seguito (°).

2. = Connessioni J, - semisimmetriche,
L’esistenza su una varietd quasi complessa M del ecampo tensoriale J per-

mette di definire su M una nuova classe di connessioni lineari. Queste connes-

(°) Vedasi, per esempio, G. B. Rizza [7], pag. 236.
() G. B. Rizza [8), pag. 13-14.
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sioni, che vengono chiamate J -semisimmetriche, generalizzano le classiche con-
nessioni semisimmetriche (p = 0) e le connessioni J-semisimmetriche di G. B.
Rizza (p=m/2).

Si considerino anzitutto in D' gli automorfismi (7)

(2.1) J,=1Icosp+ Jsing, peR,

dove I ¢ Pidentitd di D*. L’insieme {J } g costituisce un gruppo commutativo
rispetto all’ordinaria composizione di applicazioni; infatti

(2.2) T T X)) = T (T(D) = Ty D), @, pER:

L’automorfismo J, (p € R) induce a sua volta un automorfismo su Dj (ed in
generale su D), denotato ancora con J » © definito da

(2.3) J(INX, Y) = J (T(X, Y)), X,YeD'; TeD;.
Conviene ricordare che le connessioni semisimmetriche su M sono carat-
terizzate da una torsione del tipo s(w @ I) con o arbitraria 1-forma. Cio pre-
messo, si diranno connessioni J,-semisimmetriche le conmessioni lineari la cui
torsione & data da
(2.4) T=4d,(ew ® I)).
Poiche
TX, ¥)=J,(s(0 @ D)X, V) = Ho(X) T (Y) — o(Y)J (X},
la (2.4) diviene
(2.5) T=c¢lw® J,p) .
Per le connessioni J -semisimmetriche sussistono alcune proprieta.
Conviene anzitutto osservare che, in virtu delle (1.8), (1.9), J, commuta
con K e con @. Un primo risultato & questo.
Teorema (2.1). Per ogni connessione J -semisimmetrica ¢ sempre K(T)=0,

essendo T la torsione della connessione e I Uomomorfismo definito dalla (1.8).

() G. B. Rizza [7], pag. 235.
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I1 Teorema & stato stabilito da G. B. Rizza per le connessioni semisim-
metriche e per le connessioni J-semisimmetriche (casi ¢ =0, 7/2) (}) e tenuta
presente la (2.1) riesce vero in generale in virtl della Linearith di K.

Si consideri ora una connessione V su M, e sia VJ il differenziale cova-
riante di J rispetto ad X. Conviene introdurre il campo tensoriale VdJ appar-
tenente a D; e definito da

(2.4) (VINX, X) = (Vi I)(Y) .

Si considerino poi i campi tensoriali B(V), S(V) di D, introdotti da G. B. R1zza
in [7] e definiti da

(2.5) 2 R(V)(X, Y) = r(VJ)(&X, X),
(2.6) 2 S(V)(X, ¥) = s(VJ)(X, ¥) .

Ci6 premesso, poiche per ogni connessione lineare V su una varietda a strut-
tura quasi complessa risulta

(2.7) R(V) = N — E(T),

essendo N la torsione della struttura e 7' la torsione della connessione (*), dal
Teorema (2.1) segue il

Corollario. Per ogni connessione J ,-semisimmetrica si ha R(V)=N.
T noto poi che le connessioni a campo J parallelo su M, cioé con la pro-
prietd VJ = 0, sono caratterizzate dalle condizioni
(2.8) R(V)=0, S(V)y=0. (2
La prima di esse, in virth della (2.7), diviene
(2.9) KT)y=N.
Dungue se V & una connessione J _-semisimmetrica, dal Teorema (2.1) segue
@ ?

N = 0. In conclusione:

(3) G. B. Rizza [T], pag. 250.
(%) Vedasi, per esempio, V. MANGIONE [4], pag. 143.
(¥%) V. MANGIONE [4], teor. Ty, pag. 148.
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Teorema (2.2). Una connessione J p-Semisimmetrica a campo J parallelo
puo esistere solo su una varietd a struttura quasi complessa integrabile.

Conviene ricordare ora che G. B. Rizza, utilizzando le (2.8), ha dato un
teorema generale di rappresentazione per le connessioni a campo J paral-
lelo (11).

In particolare, risulta:

Teorema (2.3). Se M ¢ una varieta a strutiura quasi complessa integra-
bile le connessioni J p-Semisimmetriche a campo J parallelo sono, tuite e sole,
date da

(2.10) V=T4+8I)+ o W(T)+ EZ)+ T,

dove I' & un’arbitraria connessione simmetrica, X un arbitrario elemento di D;,
simmetrico net due indici di covarianza e T & del tipo (2.5).

Mentre il Teorema (2.2) esprime una condizione necessaria per Pesistenza
di una connessione J o-Semisimmetrica a campo J parallelo, il Teorema pre-
cedente esprime implicitamente una condizione sufficiente, riconducendo esi-
stenza di una connessione J -semisimmetrica all’esistenza di I', X ed w.

I1 Teorema (2.3) si stabilisce senza difficoltd a partire dal risultato gene-
rale, sopra accennato, osservando che, mnel caso attuale, N=0 onde T &
necessariamente dalla forma Z— K(B) con # elemento antisimmetrico di Di.
In virth delle proprietd formali, di cui alla fine del n. 1, si ha poi ¢ W(E)=
=0 W(T), e cosi si perviene alla (2.10).

Su una varietd quasi complessa sono state introdotte da B. MARTINELLI
in [5] e da G. B. Rizza in [7] quattro classi di connessioni denotate rispettiva-
mente con u, g,, 0-, go- Successivamente G. B. RizzA ha dato per le connes-
sioni di queste classi dei teoremi di rappresentazione (12), utilizzando i quali
si stabilisce il seguente

Teorema (2.4). Una connessione J p-semisimmetrica, che sia anche rispet-
tivamente una connessione fi, o,, 0_, 0oy ¢ Necessariamente una connessione sim-

metrica.
Il Teorema ¢ gia noto per ¢ =0, 7/2 e con riferimento alle connessioni
Hs 04y 0- ().

Come ¢ noto le connessioni g, o_ sono particolari connessioni x; & suffi-
ciente provare quindi i1 Teorema per le connessioni M e g

(**) G. B. Rizza [8], pag. 19.
(1*) G. B. Rizza [8], pag. 7.
(3¥) V. MANGIONE [4], pag. 150.
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Conviene denotare con AL P'insieme dei campi tensoriali di D, antisim-
metrici nei due indici di covarianza. Cid premesso, sia V una connessione u
J -semisimmetrica. Risulta

T =J,(e(0 ®I)) = E(E) + QB),

dove B & un elemento di A.. Applicando successivamente gli omomorfismi @
e K alla precedente relazione e tenute presenti le proprietd formali accennate
al termine del n. 1 e il Teorema (2.1), si ottiene subito Q(T)= Q(&), K(B)=0,
onde risulta 7 = Q(T). Poiché¢ J, commuta con Q@ ed & un isomorfismo, segue
subito &(o ® I) = @(e(w ® I)). Dalla (1.9) discende

(o ® (X, ¥) + elo @ D(J(X), J(Y)) =0,
con X, ¥ e D' arbitrari. Posto infine ¥ =JX si ha
o(X)J(X) = o(J(X)) X

e poiché in ogni punto p di M i campi X e J (X) danno luogo a vettori indi-
pendenti, risulta, per ogni X, w(X) =0 e si perviene immediatamente all’as-
serto.

Analogamente si procede nel caso g,, ricordando che le connessioni g, hanno
torsione T = E — Q(E) — K(E).

3. - Connessioni G-semisimmetriche ed Q-connessioni-

T metodi usati per costruire le connessioni J, q,-semisimmetriche, le connes-
gioni u, o4, 0—; Qo POSSOLO essere generalizzati.

Sia infatti M una varietd differenziabile (non necessariamente quasi com-
plessa) dotata di un gruppo di automorfismi @ di D'. Si chiamerd connessione
G-semisimmetrica una connessione con torsione

(3.1) | T = gle(w @),

dove g & un elemento di G ed @ una 1-forma su M. Poiché ¢ pud pensarsi
come elemento di D}, pud scriversi

(3.2) T=¢elo®9g)-

Queste connessioni sono G-invarianti, nel senso che, se T & del tipo (3.1) per
ogni g€ @, ¢'(T) & ancora la torsione di una connessione G-semisimmetrica.
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Sia ora £ un omomorfismo idempotente di A in 88, ciod un omomorfismo
idempotente di D} che commuti con &.
Si dira Q-connessione ogni connessione lineare su M del tipo:

(3.3) V=1_4+Q@8),

dove I' & un’arbitraria connessione simmetrica ed B un arbitrario campo ten-
soriale di 4,. La classe delle £2-connessioni si dird G-invariante se per ogni
Led; e per ogni ge@, esiste un B'e Al tale che risulti

(3.4) QE) = g(2E)) .
Cid premesso sussiste il

Teorema (3.1). La classe delle Q-connessioni ¢ G-invariante se e solo se,
per ogni g €@, risulta

(3.5) gR=0g0.

Un noto risultato generale sugli omomorfismi di un A-modulo (%), utiliz-
zato ora per I'F-modulo 43}, assicura che I’equazione (3.4) nell’incognita B’
ammette soluzione se e solo se risulta g(Q(B)) = Q(g(Q(E))).

Poiché B ¢ un elemento arbitrario di A4}l, segue subito ’asserto.

Si noti che, in particolare, se 2 commuta con ogni g€ @, la condizione
(3.5) & sempre verificata e quindi la classe delle Q-connessioni riesce G-inva-
riante. Questo & precisamente il caso delle connessioni , Q4+ 0—;s 0o asSSumendo
come gruppo @ il gruppo degli automorfismi J i
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Summary.

On an alimost complex manifold M are defined the J ,-semisymmelric connections that
generalises the classic semisymmelric and J-semisymmetric connections, and these are
specially studied in the case in wich the field J is parallel, and in relation with the
fs 04, 0. and gy connections.

Then we note some remarks about the methods to consiruct the preceding connections.






