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CORRADO SCARAVELLI (%)

Risoluzione, razionale nelle funzioni date,
delle equazioni alle differenze (con un passo h = 0),

d’ordine finito, lineari e a coefficienti periodici di periodo h.

Parte Il - Variabile indipendente reale, ordine generico. (**)

§ 1. - Introduzione.

1.1. — Nella precedente Parte I (cfr. [6]) ho considerato la generale equa-
zione alle differenze, con un passo h (= 0), d’ordine finito =, lineare, a coef-
ficienti periodici di periodo 5,

(B,)  Gou(m+ nb) + du(z + (0 —1)h) + ... + Goywl@ + b) + Guulz) = f(@)

dove: 2 & la variabile indipendente (che suppongo reale); h & un « passo » asse-
gnato (pure reale) non nullo; w(x) & la funzione incognita; f(») ¢ una data fun-
zione (reale o complessa), univoca, definita in modo qualsiasi su un inter-
vallo o< <@, (V)3 &, =a,(x; h) (r=0,1,2,...,n) sono date funzioni perio-
diche di periodo h, cioc date costanti per incremento h (®).

Nella Parte I (efr.[6]) ho risolto, con un metodo che generalizza un pro-
cedimento seguito da A. MAMBRIANI [3], le equazioni (B,) alle differenze dei

primi tre ordini, dando anche alcuni esempi; in questa Parte II risolvo,

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, 43100 Parma, Italia.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. del C.N.R.. Questo lavoro sard
oggetto di una comunicazione al IX Congresso dell'Un. Mat. Ital. (Bari, 27 settembre -
3 ottobre 1971). — Ricevuto: 30-VI-1971.

(*) Cfr. 'annotazione (*) di [6].
(*) Cfr. l’annotazione (%) di [6].
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con lo stesso metodo, I'equazione generale (B,) alle differenze di ordine gene-
rico n (°) (cfr. § 2).

Come ho gi& affermato (cfr. [6], n. 1.8) il metodo che propongo ¢ sempre
possibile [quando sia soddisfatta la naturale condizione dell’annotazione (%)], ed
¢ completamente elementare, nel senso che la soluzione generale si esprime non
solo in termini finiti, ma anche razionalmente con i dati coefficienti (costanti
per Pineremento 1) dell’equazione (E,), con la funzione data f(z), e con fun-
zioni arbitrarie (anch’esse costanti per Pincremento h).

La soluzione generale dell’equazione (E,) si ottiene nella forma (cfr. [6],
n. 1.8)

u(x) = Fle; h) + U h),

dove F(z; h) e U(x; h) sono, rispettivamente, una soluzione particolare di (E,)
e la soluzione generale di (15,), [equazione omogenea corrispondente a (H,)],
entrambe in termini finiti e di forma speciale. Pertanto dird che:

1°) F(z; k) e la soluzione elemeniare di (I,);

2y U(a; h) & la soluzione generale elementare di (I8,),;
3°) Flx; h) + U(zx; k) & la soluzione generale elementare di (1,).

In questo lavoro dimostro anche (cfr. § 3) la seguente proprietd fonda-

mentale della soluzione elementare F(x; h) (gid annunciata in [6], n. 1.3):
F(x; h) si pud esprimere esplicitamente mediante una qualsiasi solu-
zione della (B,).

Indico, infine {cfr. § 4), un semplice esempio: in tale esempio, poicheé si sa
risolvere Yequazione caratteristica corrispondente, ho potuto indicare come
si possa trasformare la soluzione generale elementare dell’equazione omogenea
nella forma che viene data usualmente.

1.2. — Aggiungo ora che: una generica equazione ricorrente, d’ordine finito #,
lineare, a coefficienti costanti, della forma

(R,) @Y, + Yy + @Y,y o any, =0, v=mn,n-+1,..(,

ha la soluzione generale (cfr. [8], p. 18, (5)):

(1) ; Yo= 2,0, , A, pv=mn,n-+1,..),
0

N

(®) L’equazione (E,) & dordine n» se & contemporaneamente @, £ 0, &, 2 0. Qui,
per semplicith, suppongo che sia &+ 0, @, 0 Vwe(mo e (o h)—) (e allora sard
dy 7 0, @, 0 Vz reale).

*) In (R,)lay, (#==mn,n+1,...) & la successione incognita; a, a;, a5, ..., @, sono
date costanti (rvispetto a #); e b, (w==n,n+1,...) & una data successione. L’equa-
zione (R,) ¢ proprio d’ordine n se & contemporaneamente a;5= 0, a, 5% 0 (cfr. [6], n. 2.2).
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dove:
{ 8 r Ty n—=2 7 73
As = z" z"x z"z z’l' (—— 1)T . .
o o 0 o 71 Ty Ty
Fpps a’;—.r‘ a;l—'r, s a:k;-;‘.’ =Tyl a;n»—l
(2) (%—1 a,g+1 Es—o
(c=7r-+r+r+ ..+ ;
=, =eg =10, =1, == = 0) ()

e inoltre le quantitd by, by, by, ..., b,y SONO % costanti arbitrarie (rispetto a »)
legate alle corvispondenti n costanti arbitrarie y,, yi, ¥as - Yo [Che si otten-
gono da (1) facendo »=20,1, 2, ..., n—1] dalle eguaglianze:

by = sy
by =@yt
3) by = @y @yt ey,

t bpoy = QgYao1 -+ G Yns+ G2Yns + e+ @Yo -

Per il seguito & utile scrivere la (1) nella forma:

v—n n—1

(1), Yy ™ Zs As by..s + zm by A,,__m (’V == W, W -+ 1, ...),
o 0

dove, nel secondo membro, la prima somma (contenente le date quantita
By, butry ...y b,) & una soluzione particolare dell’equazione (R.,) (non omogenea),
e la seconda somma (contenente le costanti arbitrarie by, by, Dayeeey bny) € 13
soluzione generale dell’equazione omogenea corrispondente ad (R.) (°).

(¢) Cfr. [5], n. 2.2, 3°).

(8) Nella formula risolutiva di (R,) figurano potenze della forma a;’“ (con 7, intero
non negativo); quando risulta @, = 0, si deve convenire quiche sia a,,;k = 0 k= e,.k,
essendo ..=¢é_,=6.,=0, =1, & =g = ..= 0 (convenzioneimportante di 6],
n. 2.2).

11
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§ 2. - Risoluzione dell’equazione (L,).
2.1. - Caso del passo h > 0.

A) Considero 'equazione (B,), con k> 0. Mutando # in z— nh, la (B,)
diventa:

(4)  dyulw) 4+ @G ule — ) + Gyule — 2h) 4 ... -
+ @, u{x — nh) = f(x — nh) (h > 0),

dove necessariamente deve essere x,<z—nh <, (°), ciod

(5) T+ nh<e <@, -+ nh .
Posto (cfr. [6], (9))

(6) &=, + vh+ Oh=¢, (»=10,1,2,..),
la (4) si scrive
(1) ayulé,) -+ Gruls, )+ Gul,_,) + ...+ d@aulé, ) =f(E,_) (v=mn),
dove

Gy =8y(&;3 b), @ = (&g h)y @y = Ao(&s3 B), ey On=@,(&; h)

sono date costanti rispetto a v (cfr. le analoghe affermazioni di [6], nn. 3.1,
4.1, 5.1, A)). Ne segue che la (7) & un’equazione ricorrente della forma (R,),
precisamente si passa da (R,) a (7) ponendo

yv el u(Su) H by == f(fv-—n) ? (’”> /n’) M
Applico ora la formula (1)’ risolutiva di (R,) e tengo conto di (3), ciod che si ha:

( b, = do'}’o = Ciou(é"o)
b, = Goys -+ Gryo = Geu(&;) + G u(g,)
b, = &072 -+ al?l -+ dz'}’o = Gou(s) + Gyulé;) + s u(&,)

b= doyn—l -+ d{)’n—z -+ Ciz'}’n—s + et dn—ﬁ/o =
== Gy U(Eny) + Cu(ns) F Goul(nsg) + ook Engul(&y) -

(") 8i deve anche avere x; — x, > nh, come risulterd evidente in seguito [efr. ’an-
notazione (¥)].
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Trovo cosi che la soluzione generale di (7) é data da

VY0 N

(8) () =2, A f(§, )+ 2m {A0ulEn) + Bru(Eps) + oo+ GuulE)} A,y s

dove:
V=V spin =5
w(&,), (Ey), &)y ---y u(£ny) (che sono costanti rispetto a ») vanno prese

ad arbitrio;

r
kel n—2

As=§f Er:"x z’s s ;rﬂ_l (._..1)1‘ (:) :

[ [ 1
(9)
., . T - T
7 Tp—g | G177 @I "2 @070 n—1g n—1
R e Eoms 9
2 n—1 0
od anche
’ ~ o *
(9) . As = (_ l)ﬂs (a’n/a/o)s-Aa 9
con
8 T Ty Tp—n
® e
A7 = z" z’x zfn . r ('“‘ 1)1' ns
] 0 ) o 1 71
(9)//
r , Go-r=1 gr-m gr—rta,, G2 Tn—1
1 n—2 | % 1 2 e By
M v vee ” da_ rn_l 83..0- b
2 n—1 n

e tanto in (9) che in (9)” si ha:

$s=20,1,2,..,7; G#7‘+r1+rz+.--+7‘n—1;

= ,m=eqy =0, g=1, =gg=..=0(.
B) Dalla posizione (6) segue:
6y ¢tp=ua,+mh+0k (m=0,1,2,...,0—1),
b= a— 9k, &=,

() Cfr. annotazione (%),



156 C. SCARAVELLL [6]

e quindi la (8) si puod serivere:

y—-n 3

(10) w@) =3, 4, (z—n+s)h)+ X. B, 4, ., (r>n),

0 1

dove ho posto, per brevita,
(11) B, =, u(x,+ (m—21)h~+ 0h) + @ u(zy -+ (m—2)h - 0h) 4
+ i Ay wl(x, -+ OR) (m=1,2,..,n).

La (10) d& quindi la soluzione generale elementare [in forma razionale com’d
detto nel n. 1.1] di (4) e anche di (E,) (con k> 0).
Ragionando ora sulla (10) in modo analogo a quanto ho fatto sulle (31)
e (44) di [6], nn. 3.1 e 4.1, B) (?), concludo:
La soluzione generale elementare dell’ equazione alle differenze (E,), con
h>0, ha la forma

w(®) = F(w; h) + U@; h),
dove:

0, @ € (@, ... (0 + nh) —),
(12) F((,U; h) = y—n
oA flo—m+9)h), v=v,n, TE@+ nh... 2 —)

[4, essendo dato da (9)] é (v. Introduzione, n. 1.1) la soluzione elementare del-
Pequazione (E,);

U(@; h) = D G {(—1)n @G} E00 47
(13) :

V= Vg s zre (2 ...4 o)

[essendo &1, &, ..., C, arbitrarie costanti per Vincremento h, ¢ A: essendo dato
da (9)'] ¢ (v. Introduzione, n. 1.1) la soluzione generale elementare dell’equazione

(°) Qui, in particolare, si terrd presente la (9) per s=wvv—1,..,v—n+41, ¢ s
noterd che dalla (6) segue

y—m+ 1= {(fv — (m — l)h) Iy — (2o + 60} (m=1,2,..,0).
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omogenea corrispondente ad (B,) (*°) (ora, perd, a motivo di un passaggio simile
a (31) e (44)’ di [8], Ia U(z; k) non ha pit forma razionale nei coefﬁeienti).

Osservazione. I utile a volte serivere la soluzione generale elemen-
tare U{x; h) nella forma [razionale nei coefficienti, e immediatamente deduci-
bile dalla (10)]:

n

(13)’ Uw; h) = D, On Ay ir V=V pyms BE (@ ... 00),

1

dove le @, sono arbitrarie costanti per l'incremento h.

2.2. - Caso del passo h < 0.

Considero ora Pequazione (E,) con h<0. Poiché qui & h= —|I|, la (E,)
si pud scrivere

o u(z—n | h|)Fa@u(@— n—1)|R]|)+ A Gy w(e— | b ] )4, wix)= f(z) (h<0),

ossia (ponendo i termini del primo membro in ordine inverso)

(14) @y w@) + Gy w(—|1]) + oo G w(w— (n—1)|R|) +
+ @yu(z—n|h|) = f(») (h<< 0),

che & un’equazione del tipo (4). Precisamente (sempre ricordando che & ora
h<0), da (4) si passa a (14) cosi:

1) si scambiano fra loro (al primo membro) i coefficienti equidistanti
dagli estremi,

2) si sostituisce h con |k,

3) si muta flz—mn|h|) in f(z).

Concludo quindi che (*'):
La soluzione generale elementare dell’equazione alle differenze (E,), con
h< 0, ha la forma
w(a) = F(z; h) + Uw; k),

(1% Ne discende che {(— 1)&,/d}@-(m=1mVRAs .\ (m=1, 2, ..., n) costituiscono ne-
cessariamente un sistema fondamentale di soluzioni per 'equazione omogenea corri-
spondente ad (E,).

Restano, poi, valide le affermazioni delle annotazioni (3) e¢ (°) di [6].

(%) 8i tenga presente che, essendo h << 0, si ha:

|Rf=~T, f(z—s|h])=fatsh),

{(__ 1)n do/d,,}<=¢—(m—1”"”“"' 2{(__ 1)» dn/do}(x+(m_1)h)/h (m =12, ..,10).
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dove:

1) La F(z; k) ¢ (v. Introduzione, n. 1.1) la soluzione elementare dell’equa-
zione (B,) data da

[0, , 2 € (% ... (B —nh)—)
15) Fw;h)=14 »»
Zs ; flo - sh) , VY=V zyi-ty? TE (B —nh ... 2, —),

con

s r I "n—2 . r
As = Z" 27‘1 zfa b Zr 1 (—— 1)T (’l’ ) :
(1] 1] 1

N

» r — r -7

5 1 § n—2 n—1 5 n-3 n—2 AT
| Tp—g § G Gy a, o @R .
ves Espr 3

Ty Tn—1 ﬁ’;“

2) La U(z; h) é (v. Introduzione, n. 1.1) la soluzione generale elementare
dell equazione omogenea corrispondente ad (B,) date da

U(@; 1) = D {(—1)"@ufA} P04
(16) 1
Y= 'V(z—ac‘,)l(-—h) 3 X e (ﬁu .o + oo) ,

essendo €, Cyy ..., Cn arbitrarie costanti per Dincremento h e
» T Ty 1‘11—-2 r
* —
J'E,, = z" 271 Z"z ove zr (— 1)T il *
0 0 0 [ 51

» —_ r -
| Al 1 A n— . Ar— 1y Y
7 Tpe | " 2w 1a2" 3 n—2 a’n..,]’_.l a/;" 71
* ver g [

7 GY-T,
Ty Tn—1 ay~ a1

§ 3. « Una proprieta fondamentale della soluzione elementare F(x; L) (12).

La soluzione elementare F(z; h) si pud espriwwre esplicitamente mediante una
qualsiasi soluzione @(w; h) della (E,), nel modo seguente:

a7 Fz; h) = D(x; h) — Uylz; b)), TE (By... By —) ,

(**) Considero qui il caso del passo & > 0; analogamente per & < 0.
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dove

n m

(18) Uq)(m; h) = Z'H‘L{zr &r"l . @({E - (’V —m + /)‘) h’; h)}Au—m-H. s Y= V(a;-—x,,)lh ?
i 1

¢ una particolare soluzione elemeniare dell’equazione omogenea (B,),.

Dimostrazione.

1°} Essendo P(x; k) una qualsiasi soluzione di (B,), si ha, identicamente,
208Dz + (n—nr)k; B) = f(@) , 2E (@ ..., —), B>0,
0

da cui, mutando & successivamente in z—nh, o — (n -+ 1)k, ..., 2— (n4 8)h,
ooy &—h, si oftengono le v—n -+ 1 identitd:

>.8, Dlw—rh; b) = f(z—nh),

3.8, o — (r+ 1)h; 1) = flo — (n 4+ 1)1) ,

3@, Dlw— -+ v—n)h; b) = flx—vh) .

0
Moltiplicando queste uguaglianze rispettivamente per 4, 4,, ..., 4,, ..., 4,_,
[eon A, dato da (9)], e sommando membro a membro le nuove identitd, si
ottiene:

v—n n y—n

> e APz— @+ s)h; h) =, 4 f[w—(n+ $)k),

0

od anche, osservando che il secondo membro & proprio F(z; k), e ponendo
rs =g,

(19) Fle; h)y= Y, zp @, A D@—uh; h).
0 8
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2°) Intendendo ora che d, sia il termine generale della successione

gy gy sy ooy dyy 0, 0, 0, ..., 0, ...,

la (19) si pud anche scrivere

y—n v

Fla;h)=2, 2,8, A,D@—ph;h),
o

8

» ¥
od anche, aggiungendo e togliendo 3, > d, ,A,P(@— uh;h),
Poppef 1 s

Fla;h)=72, >,0, . AP@—ph;h)—>, ¥, a4, , A D@—ph;h),
0 g

v—n+l 8§

oppure, scambiando le sommatorie nella prima somma doppia del secondo
membro,

» " v »
20) Flash)=723 {3:0, A} P@—puh; )— 3. {3, @, Ple—uh; 1)} 4, .
0 0 r-n-t+l 38

Ma, avendosi (%)

“ 1 per u =20
» 0 per u=1, 2, ...,

la (20) diventa piut semplicemente:
F(o; )= D@; h)— 2, {2,4, ,Ple—ph; h)} A,
p—n4-1 8
od anche, ponendo s=y—m -+ 1, y=v—m- 1,

Flx; h) = D(z; h) — zm {z, G Dl — @ —m+)h; B} A, 0y

ciod proprio la (17) [tenendo presente la (18)]. La (18) & poi la particolare

(1%) Su questo risultato cfr.[2], p. 18.
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soluzione elementare dell’equazione omogenea (E,), che si ottiene da Ulz; k)
[nella forma (13)'] sostibuendo alle &, le particolari costanti, per l'incre-
mento h,

m

d,_, Pla—@p—m~+)h; k) (m=1,2,...,%)

1

(si tenga presente che mutando 2z in @-+ & la v si muta in »+ 1).

Osservazione. In (17) la F(z;h) & nulla [efr. (12)] nell’intervallo
(o +er (0o~ ) —); d’altra parte in tale intervallo risulta pure nullo il secondo
membro di (17) (come si pud verificare).

§ 4. - Un esempio.
Risolvere Vequazione
(21) w(z + nh) — w(z) = f(x) (=0, h>0).

1°) Calcolo la soluzione elementare F(z; h) [che si ottiene applicando
la (12)]. Si ha ora, tenendo presente la (9) e la convenzione delP’annotazione (®),

”
T Ty =2

(22) Aszgsr 27‘1 Z"z ;r (__1)r+r,l—1 .

0 ) n=—1

TN Tn—g
. Eror) Epporger € Es g
)\ 7 Ppey ) TTLTTETTE Tp—2 " Tpe1

(§=0,1,2,..,v—n; 0= e e )

Per il significato del simbolo ¢, (u=0,1,2,...) nel secondo membro di (22)
restano solo i termini per i quali & ry=7r, Py=F1="7, ...y Va1 = Ty = ... =11 =T,
onde la (22) diventa:

As = zs,. (-—- 1)T+r (:) (,;) e (:) Eg—nr = Zsr Es_nr s

da qui, sempre per il significato di ¢, (p=0,1,2,..), si ottiene:

1 per s=nr' (= multiplo di n)

0 per s=mnr'+ 1, m'4 2, ..., ' (n—1)

(" =0,1,2,00y¥'s  ¥=[p—n)n]l=[n]—1, v={[x[L]).
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La soluzione elementare, applicando la (12) e per z € (nh...4 co0), & quindi

v

Flw;h) =3, 1-f(w— (n -+ m')h) = ir. fle—n@'4+1)1) ,

0

ossia

0, ze(0...nh—)

Flwih)= VZT. flz—n@'--1)1), v'=[n]—1, v=I[a/h], z€@nh...4+ co).

0

Per la eventuale verifica occorre tener presente che mutando z in o-tnh la v
si muta in v-4n e la »' si muta in »'--1.

2¢) Calcolo la soluzione generale elementare U(z; h) dell’equazione omo-
genea corrispondente all’equazione data [soluzione che si ottiene applicando
la (13)]. Abbiamo:

{(___ 1),, d-n/d'o}x/h — (___ 1)(n+1)a,/h —_— (___ 1)(n+1)(vh+0h)lh —_ (____ 1)(n+1)(v+0) —
(—1)*%  per n pari

1° per n dispari

[dove (—1)° e 1° sono, come 6, delle funzioni periodiche di periodo ];

(—1)7A4, per n pari
A=

4, per n dispari

[in virtd della (9)']. Onde dalla (13) segue, sia per n pari che per = dispari,

n

U@;h) = Sntm Ayy,  v=T[afh], 2€(0... o0),

1

essendo &, (m=1,2,...,n) arbitrarie costanti per I’incremento h.

3°) Osservo ora che da tale U(w;h) si pud ricavare Pespressione usuale
della soluzione generale dell’equazione omogenea corrispondente alla (21), in
quanto qui si sa risolvere ’equazione caratteristica [le cui radici sono 1=
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= cos (2knn) + isen (2knfn) (k=0,1,2, ..., n—1)] Infatti, essendo, per
quanto gia detto a 1°),

A,=1per y=m', 4,=0 pery= wr' +1, ' 42, ., w4+ (1),

si ha, com’¢ facile provare (%),
n—1
P v=20,1,2,...).
Ne segue che: per » pari, posto n'= {parte intera di (n—1)/2}, risulta

4, = q—t {1” + (1) + gk exp (ika:/'n)—i—ﬂzk exp (— 73270?51}/%)} =
= ;1;, {1 + (1Y + ﬁk (cos (2kav[n) + i sen (2kav/n)) +

,nl

-+ >% (cos (2kay/n) — i sen (2kzv[n)) } =

1

— 2/h) 0 y

1
n n n 7 L'n

{1 A (—1Y 42 Zh cos—2——k——}=

per n dispari, posto n'= (n—1)/2, risulta

A, =7—1 {1” + ﬂzk exp (12ksmv[n) 4+ ‘ﬂzk exp (— 432707;1:/%)} =

e ]

Espressioni analoghe si hanno per A4, ;, 4, 5y ..oy 4,_pps-
Procedendo orac ome nei nn. 6.2 e 6.3, 2°) di [6], si conclude che: quando »
& pari si ha

2knx

Ulw; h) = @u(w; h)+Ba(w; b)(— 1) + Ek Wyta(@; B) €08~ +

b’ n' = [(n—1)/2],

~ 2knx
-+ zk Oppn42(@5 b) s€D
1
1) Si noti che, se n & una radice n-esima primitiva dell’unitd, risulta:
n P
-1

2L1;k=1”+n @ F ot @Y =147 @A )T

che & uguale ad n per »=av, ed & uguale a {1 — (7")"}/(L —7")=0 per v=mp'+ 1,
w4 2, ., v (m—1).
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quando » & dispari si ha

- al 2knw
Ulw; b) = &y(w; h) 4 ) @pia(@; b) cos ok +
1
2 2knx
-+ gk Bropra (@5 B) sen——, n' = (n—1)2,

dove le @, sono arbitrarie costanti per Pincremento .
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Sommario.

Si propone un nuovo melodo di risoluzione effettiva delle equazioni alle differenze

[in una variabile indipendente e con un passo h (5= 0)] lineari e a coefficienti periodici di

A

periodo k. Tale metodo & sempre possibile e del tutts elementare: la soluzione generale si
esprime (in termini finiti) razionalimente mediante i coefficients dell’equazione. In questo
Parte 11 si suppone che la variabile indipendente sia reale e si studia Uequazione di ordine n.
Si dimostra, inolire, wna proprietd fondamentale della soluzione elementare Fax; h).
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Summary.

We propose @ new method for solving in an effective way linear difference equations
[of an indipendent variable and with a step h (5%0)] having periodical coefficients with
period h. Such a method is always possible and completely elementary: the general solution
of an equation can be expressed as a rational function (with a finite number of ferms) of
the coefficients. In this second paper we suppose the independent variable is real and we
study the equation of n-th order. We, moreover, show a fundamental property for the
elementary solution F(x; k).






