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M. DIVARI e M. PANDOLFI (%)

Sulle soluzioni di un sistema di equazioni funzionali

relative ad una legge compositiva della informazione. (**

§ 1. - Introduzione.

In una precedente Nota [1] abbiamo caratterizzato le misure d’informa-
zione che godono di una proprietd che generalizza quella di localitd [2] nel-
I’ambito generale della teoria assiomatica dell’informazione senza probabi-
lita.

Siano Q uno spazio di eventi elementari e ¥ un’algebra di sottoinsiemi
di Q. Indichiamo con & una famiglia non vuota di partizioni appartenenti ad
F e con K* un insieme di classi K, di partizioni algebricamente indipendenti
in & tali che le algebre di BoOLE generate da due qualsiasi elementi di una classe
K, siano indipendenti in senso algebrico [2], ove @ appartiene ad una classe di
indici.

Nella Nota [1] abbiamo caratterizzato le funzioni ¥ che esprimono la legge
compositiva della misura d'informazione nel caso

H(z, Um,) =¥Y(H(x, u{B}), H{d}umy), H({A}U{B})) ,

per ogni m,c8, m,€8, tali che AnB=g e m, umed m, u{B}e§,
{4}un,e8, {4}u{B}e 8. Latunzione ¥, posto H(m, u{B})=u, H{A}Um,)=
=v, H{4}u{B}) = w, assume, nell'ipotesi che esprima un operatore univer-
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sale [3], una delle seguenti forme:
Y(u, v, w) =4 +v—w,
Y(u, v, w) = log, (a¥~* -+ gv=v —1) L w con o >1,
Y(u, v, w) = sup(w, ©).
Di conseguenza l'informazione H, associata ad una partizione di un evento 4

in % eventi, una volta note le informazioni H, e H, relative alle partizioni di 4
in due e tre eventi disgiunti, si esprime per ricorrenza:

(1.1) H, = H, + H,— H,,
(1.2) H, = log, («fn—17% f o~ 1) 4 H, con o >1,
(1.3) H, = sup(H,—, Hs),

dove si & posto

H, =HA4,, 4,, ..., 4,),
H, ,=H(4,, 4., ey Ay Ay U 4y),

H3 Py H<A1 [} _A,g U..u An—g ] ‘An—l ? Aﬂ) b
H, =H4,v4,0..U4,,, 4, ,U4d,).

Ci chiediamo ora se, una volta date le misure di informazione H, e H,,
le H,(4,, 4,, ..., 4,) espresse nella forma (1.1), (1.2) e (1.3) siano funzioni
di partizione, e si possano assumere come misure di informazione. Infatti non
¢ detto a priori che le funzioni H,(4,, 4,, ..., 4,) ottenute considerando parti-
zioni via via piu fini, che da una partizione iniziale in 3 eventi portino ad una
finale in n eventi, risultino indipendenti dal procedimento di rafinamento se-
guito e siano quindi di fatto funzioni di partizione.

Nel presente lavoro ci proponiamo dunque, nell’ipotesi che siano assegnate le
misure di informazione H, ¢ H,;, di caratterizzare le condizioni necessarie e
sufficienti, in termini di H, e H,, perché le corrispondenti H, , espresse nelle
forme (1.1), (1.2), (1.3), soddisfino agli assiomi che definiscono una misura di
informagzione senza probabiliti.
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§ 2. - Condizioni di compatibilita con i postulati che caratterizzanc
Pinformazione [2].

Esaminiamo separatamente le forme (1.1), (1.2), (1.3).
I) La soluzione
(1.1) Ho(Agy ooy Ap) = H g (Ayy ooy Ay Ay AR FHo(Ay U e U A pogy Aoy, d)—
—H,(4,u...o4d,,, 4,0 4,)
pud essere assunta quale misura d’informazione secondo quanto dimostrato da
B. L. Forre e N. PixtAcupa [4]. La soluzione (1.1) esprime il principio di

localitd e le entropie corrispondenti sono quelle caratterizzate da B. L. ForTE
e N. Pmracupa [4].

IT) Esaminiamo, ora, 1a soluzione
Ho(Ay, ..., Au)=log, (aFa—1tsr s dn2r a2V t) = B4V oo Vb gy by SENE
1.2) L 40U Ay dp— 15 4) " (iU e U g, a1 U ) 7))
4 Hy(Ay oo Udpeyy Auq U AL)
con o >1.
Ponendo g,(4; , ..., A,) = afalér=4) 13 (1.2) diventa
Pl Ay ey A= @ua(Aay ooy Apmsy Anq UAL)F@a(As U UApeyy Apyy Ay)
(2.1)

"“(Pz(Al U Ud,s y An—1 ud,) ’

relazione che & identica a quella che esprime il principio di localitd per entropia.
Trapplicazione @u(4, , ..., 4,) = afd0=4n) pud essere espressa nella forma

Pu(Ayy oony A) =

(2'2) fi—f—1 n n—g
n--2 n—2 —i n
= ) = (Xﬂa( H AJ’A"—i'n—LfJHAh) -2 OCH”( 7 AJ’n—LiJ+1A") '

g==] {es2



76 M. DIVARI e M. PANDOLFI [4]

Perché la corrispondente H,(A,, ..., 4,) risulti simmetrica negli argomenti,
nel qual caso H, risulta funzione di partizione, occorre e basta che tale sia la
@uldy, ..., 4,). Detta condizione di simmetria pud essere dedotta con lo stesso
procedimento seguito da B. L. Forre e N. PinTACUDA [4], ed ha la forma

Hile UD, 4, B IIg(CU.D.AUB)_]]__ 230, 4 U B, 0 .

o o

o
(2.3)

Hy(BU D, 4, €) ___ gyp, 4 U 0, B

= &

per ogni 4, B, C, Deé.

Perché la funzione di partizione H,(4,, 4., ..., 4,) sia monotona non
decrescente, occorre e basta che tale sia la funzione @.(4,, ..., 4,) (¢ >1).
Cio, d’altra parte, risulta dal fatto che, essendo

HBUD, 44U

o o

Hy(Ad 0. Ay, Ay, A) > Hy(4 00 04, 4,04,

per Vipotesi fatta su H, e H; , si ha sempre @; > @, e quindi, tenendo conto della
(2.1), risulta @, > @, per ogni partizione di 4 in n e n —1 eventi disgiunti,
rispettivamente.

Dalla monotonia della funzione H,(4,, 4,, ..., 4,) e dal fatto che, in base
alle (2.2) e (2.3), pa(4dy, Ay ..., 4,): & — E* consegue che H, & una applica-
zione di § in B*.

Perché la funzione H,(4,, ..., 4,) sia addittiva, cioé

H,o(d:By, ..., 4B, 4;B;, ..., 4,B,, ..., 4, By, ..., 4,B,) =
:Hm(-Al, seey Am) +Hn(B1’ eeey Bn)

per ogni partizione 7, ={4;, ..., 4,} e @, ={B,, ..., B,} appartenenti alla
classe K*, occorre e hasta che sia, limitatamente al caso delle partizioni com-
plete [4],

i1
i i “113(1%1 AJUA{( L(_)Jzz, ), 45 By, Ai< z§133 )U( ‘L:IA,)) —_
t=1 i=1

[UFi=DAUERATIEmM]

w(Gas0a T ) a0y )o( B ar)) =

n m
—z Z i+1
(2.4) < [t imDAEFELATE DAUGERA iEm]
< Ut - m—t m
= (mzzalla("‘ LIJ Ay, Ame—g, m—qﬂ“") . mzz ocm( LlJ AJ'm—Lz!-H‘")) )
f==1 =

N e n—i
. ("Z “H,(ﬂ l:lJ lﬂ.r, Br— 4, n_\: Bk) z o (‘;JB" ’ ,,_%_1‘")5» ’
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Concludendo, il log, della funzione @,(dy,..., 4,) definisce una misura H,
d’informazione se e s0lo se sono verificate le condizioni:

@s(Cu D, A, B) —q@(Cu D, A uB) + gD, AuB, 0)=
(2.37)
=@BuD, 4, O)—@(BuD, 40 0C) -+ gD, 4uC, B)

per ogni 4, B, €, De§;

n m i~1 t-1 n m
z z %(UAJUAi(UBs); 4; By, Ai(UBs)U(UAk))_‘
f==1 d=1 o [} i+1 i+1

[(tef =LA U FEnALFEm]

n m t—1 t—1 n m
=3 Y efud,04(uB), A{0B)u(u4dy) =
t=1 i=1 [} o i

i+1

st i=DAR#EIAIEDAUERALFE m]

m—2 m-——i—1 m m—2 m—1 m

= ( z P v Ay, Apmy, U AR)— z p(ud,, v AL)) .
i=1 1 m—i+1 i=9 1 m—i41
n—2 n—i-1 n n—2 n—i n
' ( z (pa( U BJ ) .B”._,; y @] -Bk) — z (pg( U BJ, W] Bh)) .
ie=1 1 fi— g1 =2 1 n—it+1

IIT) Esaminiamo, infine, 1a soluzione

Hu(dy ., A,)=
1.3)
= SUP {Hpq( Ay oy Ay Aug U Ap)y Ho(Ay U o U Ay, Agy A,)},

che possiamo scrivere nella forma

(2.5) Ho(Ay, ooy A2) = sup {Hy(U Ay Adia, U4}

1=is<n—2 0 i+2

La (2.5) mette in evidenza che la soluzione in esame & non negativa, essendo

per Vipotesi fatta Hy( U Ay, Aia, U 4;) > 0. Per assicurave la simmetria della
o i+2

forma (1.3), nel qual caso H,(4,, 4,, ..., 4,) risulta funzione di partizione,

basta imporre che sia soddisfatta la condizione di simmetria che si ottiene
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per il caso particolare di n = 4:

sup {Hy(4, B, CuD), H(AUB, C, D)}=
(2.6)
= Sup {H3(A7 C, BuD), H(4d v C, B, —D)}

per ogni 4, B, ¢, Debé.

Infatti, permutando due eventi successivi A, e 4., nell’espressione (2.5)

n

Hy(4;, .., 4,) = sup {H(uA,,, Ay U4},

1<i< n—2 i-42
cambiano soltanto i due termini corrispondenti & ¢ =+ —1 e i =7, ciod:

r—1 n r n

H3<UAka-Ary UAh); Hs(U—AkyAH-l)UAh)J
4 r+1 0 2

i quali si trasformano nei seguenti:

r—1

Hy(V Ay, Aryy A,0[ U 4], Hy r+1U[UAk] 'AHUA)
1}

r-2 r42

ma in virth della condizione (2.6) non cambia il loro valore pitt grande, poiché:

r—1 n
Sup{Ha( U.Ak, .A.,-, U.A.h), H( UA.k, Ar+1, U.A.h)}:
0 r41 r+2

r—1
= sup {Hy(V 4z, A1, 4, 0] o A), Hyd,u U [ v A 6y, Ar, U Ah)}
0 T2 r+2

con

r—1 n
Udy=A, A,=B, Au=0C, U4, =D.
0

rt+2

La soluzione (1.3) & monotona non decrescente. Infatti,

n+1
Hn+1(-A~1 y As PRRRRP] 4, ’ Apyy) = sup {H3< U Ak; w1y Y Ah)} =

1Si< n—1 i+2

i n+41
= sup {Hy(4y, 4o, 43U .. Udpy), H(U Ay, i, udy)}

25i< n—1 0 i+2
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e
n+l
(2.7) Hu(A1 U Ay, vy Any Apyy) = sup {Hy(d; 0 4o 0 ( UA Wy A, UAD}.
2L i< n—1 i+2
Osserviamo che H,., pud essere scritto nella forma seguente:
Hn+1(-A11 A27 seey An, -A-n-l-l) =
(2.8) ‘ nt+i
= 8Sup {Ha(An Ay AU i UA,y), Hy(4, 0 4,0 (U 4y, 4 Litay v -A-h)}
21 n—1 3 i+2

Confrontando le (2.7) e (2.8) si deduce che H,y, > H, per ogni partizione di
Ainn 41 ed n eventi disgiunti. Siano, ora, w, ={4d;, .., 4.} e 7, =
={B, ..., B,} due partizioni appartenenti alla classe K*, limitatamente al
caso di partizioni complete [4]. La condizione, sotto la quale la soluzione

(1.3) verifica ’agsioma di additivita:
Hpyn(d;Byy ooy 4By Ay Byy ooy A3 By ooy Ay By, ..y 4, By) =

= Ho(Ay, ooy Am) -+ Hu(By, .oy Ba),

e
( i—1 t—1 n m
sup Ha(uA U Ay uBs), A4:;B,, A(uB)u (LA =
1< t<n -1 £+1
1S5i=m
(2.9) 7 [U#i=DAGEnATEm)

i m n
= sup Hy(U Ay, Ay, U4 + sup Ha(uBk, o1y Y Ba).

L 1Si{< m—2 [] i+2 1< i n—2 i+2

Concludendo: la soluzione H, = sup(H,—, , Hs) ¢ una miswra dell'informa-
zione di esperienza se e solo se Hy soddisfa alle precedenti condizioni (2.6) e (2.9).

§ 3. - Esempi di misure di informazione esprimibili nelle forme (1.2) e (1.3).

I) La misura di informazione
H.(4:, ..., A4,) = log, n

per ogni m, ={4,, ..., 4,}€ K* & esprimibile con la forma (1.2) per « =e.
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Infatti:
Hn(-A1y ey -A-n) — loga(elogs(n—l)—logez + 6log63—log82“1) ‘lL lOgg o

n—1 3
p —1—5—1) +log, 2 =log, n .

= log, (

IT) La misura di informazione
H, (4, o,y 4,) =log,n + J(A)

per ogni z, = (4,, ..., 4,) € K* [ove J(4) & una misura di informazione di
evento] ¢ esprimibile con la forma (1.2) per o = e, come & immediato verificare.

Osserviamo inoltre che il guadagno di informazione, cio¢ la differenza fra
Pa == €1 © @, = -1 risulta costante. Infatti:

O — Prg = elog ntatay elo8, m—1 Fa) 5 el (n —-1)6"(") = ¢’ —. cost. .

ITI) La misura di informazione

H, (4, ..., 4,) = sup J(4,)

1<i{<n

per ogni w, ={4,, ..., 4,}€ K* [ove J(4,) ¢ una misura di informazione del-
Pevento 4,] ¢ esprimibile con la forma (1.3). Infatti:

Hydy, ..., 4,) =

= Sup {Hyy(Ayy Ay, ooy Apegy Ay UAL), Hy(A, U 4,0 ... L Ay Apyy A,)} =
= sup{sup [J(4:), J(4), wo, J(Anss), J(Aney U 4,)],
SUp [J(4, U Ay U U Ay), J(Any), T(4,)])} =
=sup{J(4,), J(4s), ..., J(4)} = sup J(4,).

1<i<n

Questi esempi di misure di informazione hanno un carattere universale in
quanto sono compatibili con una scelta arbitraria del supporto (2, &, K#)
e dei valori dell’informazione sugli eventi indipendenti.

Ringraziamo i professori B. L. ForRTE ¢ P. BENVENUTI per averci indiriz-
zato e seguito.
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Riassunto.

Vengono date le condizioni necessarie e sufficienti perché le soluzioni di un sistema di
equazioni funzionali velative ad una legge composiliva della informazione, soddisfino agli
assiomi che definiscono una misura di informazione senza probabilita.

Summary.

Necessary and sufficient conditions ave given in order the solutions of a system of func-
tional equations concerning an information compositive law, to satisfy the awioms defining
an nformation measure without probability.






