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Generalizzazioni

dei polinomi di Laguerre e dei polinomi attuariali. (**)

1. - Introduzione.

In questo lavoro daremo un contributo allo sviluppo della teoria di due
classi di polinomi pit generali dei polinomi di LAGUERRE:

r—%e*

(1.1) L (@) =

d
Dn(mn-f-oc 6-—95) (D — Dac — )’

n! T dx

e dei polinomi aftuariali:

(1.2) G (w) = w= e (D)™ (2% e7¥) .

~——

I polinomi di LAGUERRE sono abbastanza noti. I polinomi attuariali sono
stati considerati e posti in evidenza da J. F. STEFFENSEN in ricerche di mate-
tica attuariale ([16], [17]), e noi, successivamente, ne abbiamo approfondito
e ampliato il loro studio [23]. Alcuni dei nostri risultati sono stati riportati
nel Vol. 3 dell’opera Higher Transcendental Functions del «Bateman Project» [10],
dove si trova pure citata una monografia di C. TRUESDELL [27] a proposito
di una equazione funzionale legata agli stessi polinomi. Ma questo non & suf-
ficiente per attribuirli a C. TRD"ESDEI;L, come ha fatto recentemente R. P. SINGH
in un suo lavoro di generalizzazione [14]. E noi continueremo a indicarli con
il nome di polinomi attuarialé gis accettato da R. P. Boas jr. e R. C. Buoxk [2].

(*) Indirizzo: Via Placida 85, 98100 Messina, Italia.
(**) Ricevuto: 26-X-1970.
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A. AXGELESCO [1] ha brevemente considerato nel 1923 i polinomi piu gene-
rali di quelli di LAGUERRE

w—a 6:¢pDn(mn+a c—:cp) ,

1 quali per p=2 e a=0 si riducono ad altri studiati da P. HUMBERT [12]
nel 1923 e da M. DE DUFFAHEL [9] nel 1936.

H. M. SrIvasTAvA [15] ha studiato nella sua tesi di dottorato del 1954
i polinomi

uwr w—(r+n+1)lu o® <w1+(1/u) D)n [m(v-i-l)/u G_x] ,
e qualche risultato si trova in una Nota del 1956 da lui pubblicata in colla-
borazione con A. SEARMA [13].

I1 primo studio organico di polinomi pil generali dei polinomi di LAGUERRE
e dei polinomi attuariali risale al 1956 e si riferisce ai polinomi
2 g pn(l—w <(B"D)"({D“ e—m) .

HEsso ¢ dovuto a A. M. CHAK [3], che ne trasse ispirazione dalla lettura del
nostro lavoro [28] e che segui pure nella sua trattazione.
H. W. Gourp e A. T. HopPER [11] hanno studiato nel 1962 i polinomi

(__ 1)nw—-a szTD"(a?“ G—pxr) .
S. K. CHATTERJEA [4] ha studiato nel 1963 i polinomi
1 - kan 4o —xk
aree (a"Fee==y,
e dal 1964, con impegno e fervore, i pilt generali (51, 161, [7], [8])
1 - p:can 2 —Pavk
SeTve (wnteeg—?e) |
Nel 1967 R. P. SiveH [14] ha studiato, come abbiamo accennato sopra,

i polinomi

T3, 7, p) = 2= 0> (aD)" (2% e—>*") .

Ma noi proveremo qui che si possono facilmente ricondurre ai polinomi attua-
rials.
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Infine richiamiamo un nostro lavore [24] del 1956 sui polinomi

(1.3) pgny = SLTEE D gy

n! o y Te+1)7

con 4,f(ee) = f(e + v) —f(r). Essi estendono i polinomi di LAGUERRE conside-

rati rispetto al parametro « e ad essi si riducono per » =1.

I polinomi generalizzati richiamati, a parte gli L™"(x), sono chiaramente
dipendenti tra di loro: per cui nel proseguimento di ricerche bisognerd sta-
bilire il tipo da cui prendere le mosse.

Qui ¢i occuperemo dei polinomi

(14) G;a)(w; /ll,) = & gw W (a:"D)"(w“ e—a:)

B

che si riducono a quelli di LAGUERRE e agli attuariali secondo le relazioni
(1.5) Getm(g; 0) = G 0(x; 2) = a! L¥(x),
(1.6) G (@; 1) = (@)

2 quelli di HERMITE e di BESSEL
Hn(m) . (_ l)n eac"/ane—:cz/z ,
Ya(2, @, b) = (1/b)" x*= /=D (go+2n—2 g=0I%) y
secondo le relazioni
(1.7) G (@%)2; ) = (—/2)" H,(2) ,
1.8) Ge-e—m(pl; 2) = (— bfx)" y,.(z, a, b) .
Vanno pure segnalati i polinomi particolari:
(1_9) G::X)(x; —_ 1) — p2n—x g (m~1D)n(wu gm%) = Qn gn-e ea,Da': (mx %) ,

B e

(1.10)  GP(z; §) = a™P=e= (22 D) (% ¢~%) = (3)" @™%= Dp(2* ¢7%)

(1‘11) G:x)(m; %) = gD —a gz (‘{vSIED)n(mcx G—x) — (_._ _%,)nw—(nIZ)—a GacD;‘_”,_, (xoc 6—1:) ,
(1.12)  GP(x; 3) = a2~ ¢ (3 D) (@ ¢°) = (— 2)*a~ "~ *=Dyoa(a%e~7) ,

che in conseguenza della formula operatoria ([19], [26])

W (qu)n — .’17“"1((02_“]))" gn—Du—1
-~
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sono legati dalle formule:

(1.13) GP(w; 3) = G+ (w; —1),

(1.14) G (w5 §) = Glero—vi(g, 1),

11 nostro contributo sui polinomi &*(w; u) sard fondato sull’applicazione,
trascurata dagh Autori citati, dell’operazione di differenza finita rigpetto al
parametro o e sull’applicazione di un notevole gruppo di formule generali su
gli operatori differenziali, a parametro u,

Un (CU" 9)1z’ (m"D)" Un’ Un (%)n’ (D.’l}'_u-)" Un’

con U= ™%, e su gli analoghi [26] a parametro v, gruppo che per Poccasione
verra ampliato.
Infine, introdurremo e studieremo i nuovi polinomi

— (— l)n]’E(cxa{v) -+ 1] (4. a)" ml ,
s N Il + 1)

—~

(1.15) G (@)

che generalizzano gli attuariali (v =1) come gli L"(x) generalizzano quelli di
LAGUERRE.

La generatrice degli L{>*(x) ha messo in luce la funzione di MAITLAND
WRIGHT [24], piu generale di quella di BESSEL; quella dei G (%) mettera in
luce una nuova generalizzazione della funzione di BEsseL, di cui si potrebbe
fare un esame approfondito.

Il lavoro continua nostre precedenti ricerche con ulteriori sviluppi, appro-
fondimenti, applicazioni. I risultati ottenuti, a parte qualcuno noto ma ritro-
vato con originality di procedimento, credo siano nuovi.

2. - I polinomi di R. P. Singh.

Dapprima facciamo vedere che i polinomi generalizzati di R. P. SingH
non costituiscono una vera estensione e quindi non richiedono uno studio par-
ticolare, se non per il parametro p, in quanto essi e le loro proprieta si possono
dedurre da quelle dei polinomi atfuariali con una elementare sostituzione.

Osserviamo che

pra1D,,r= D,
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da cui

o (p mrDﬁz,.)n —_ (ﬂ)D)".

Risaliamo alla loro definizione e si ha
. R
T3(@, 7, p) = 1o~ (parD, )" (v e7%) =
Yt

—_ (]7 wr)—alr opxr (p 2T ])pxr) n [(p xr)a/r e~ P xr] X

Questa equivale alla semplice e notevole relazione

(2.1) To(w, v, p) = 1 G2/ (p a7)

che riconduce i polinomi di R. P. SingH a quelli attuariali.

3. - Sviluppi su operatori differenziali,

Prendiamo le mosse dagli sviluppi noti [26]:

(3.1) U (2 D) = z o, am D,

(3.2) U (@) = 3 (— Ui DR,
(5.3) D" = 3, (—1)-nay (Do) U,
(3.4) D =3, win i (Dat)n U,

0

dove, posto
(mdyn)=w(@+ d)(x+ 2d) ... [z 4 (n—1)d],

(#,d,0)=1, (®, 1, n) = (@, n) ,
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o

ny m

1

(u) m

o = — ANz, u—1,n
77?;! 91( H ’ )7

1
) 2
e, e = — — A%z, 1 —u, n),

— 1 n-m ]
(1) ( m
"’: m m | A (a” /n)
(0 — 1y m! %
(_ l)n m

- Am(’”’ n)

b(u)
n+1, m+1 =/ (l — ’L&)m ')n'

Ai primi due sviluppi corrispondono i pitt generali, anch’essi noti,

n
(35) g~ Un ({B“D)” e zm kf;‘_,_’l‘f g T Dm7
- 0
n
(3'6) x" Un (ﬂ?uD)n &X* = zm (..._- l)n-m k%é—lm;n:u)Dm /vm
[}
con
(. ) 1 m
Bep = ol Ao, w—1, n) .

&r

£6]

Per estendere gli altri due, procediamo come appresso. Allo sviluppo (3.3)

associamo Daltro
o~ U

(D .T“) m Um — ,,n! i 1 - u)m— (’Ll/ -

e si ha

id n

o i

P g — zi Iil P Uz( ’{I}“ . zm n—m m! (1 —_—

~;—

D’altra parte

n
(] — U, ’)] = zm n map! (1 —_ 'M)m a/:::)m (
1

1 -+ m
. x—=xU¢ (wu )iw\'

m —
m—1i as o

o — U

w—1

s
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o —u
1 - m
w —
w (— 1) mm ! (1 —au)ym—ial, . =

“M s

m — 1
1 . 1
= ———— Ay, (1 — 1, #) = —
(1 — ’lL)l {x—uw)flu 1)( Y ) (1 _ u) 1—-u
Quindi
n 1 1 ; . ..
Drar =3, Ty i Aial—oy, ) Uiz D i~
~— o (I —u)y il —
E posto
=11 y
(1 — lb)"' ;)F Am(“? ]2) lgu i”nwl ?
risulta
< n
(8.7) Dragn =1y, (— 1) s zmo g Un (g D)=,
-~ 0 g

<~

197

(I—can).

Anche per lo sviluppo (3.4) procediamo come nel caso precedente. D’altra

parte
o — U
-+ m
. 7 ) L w1
(—1) ((Z, ?2/) - Zm m. (1 u)”bn%-l m41 " 3
0
da cui
S
m
i w u—1
m m! 1 - 'Zl’)m—l bn+1,m+1 . =
7 m — i
(__ l)n (,.. 1)11
= w1 (0, 1) = Ai (e, 2
(l—u)‘ ( ya—n (% 1) = (1_1),u_1( ) ).
Allora
o - u
R 1 1 -+ m
w—
D" — Z [ = Ut (CI}‘" ) z 1 . 20)'"—11):1)_1 mal . —
= — < m— 1
n (_ l)ll 1
— f—— — Ai o, n) Uz‘ muD iwa
% 1 — w)t 4! u_l“( » 1) (\_.__) ?

~
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e infine
. n
(3'8) 2D — zm h"l‘—}-l Y [ (muD)ma}x.
0 —
s : [G¥] : . o\
I coefficienti 27" .., ki, .. si possono caleolare con le formule
(—1)" i m
Rpw o= o+ i(u —1), n
(umlmm,%n o et iw —1), ml,
1 2 (m .
kr(t‘n-{nnnl - 7'); zi (_1)”HI (1) (OC + 1y U — 17 72’) ’
1 )

e scambiare secondo P’altra

(az ) . _ n—m (ol u—1D; u/tu—1)
hn+1 m+1 T (1 ’lb) ]n+1 m+1 :

Le relative relazioni di ricorrenza sono:

h:lxlu) — (_l)n—l (OC, n _1) , n>1 y

(xsu)
hn,n — 1 b
(; ) __ 1.{a; u) {oty )
b =020 — e+ (m—1)(w—1) +n—2]R5° l<m<mn,
B =0, BEY =0 per m > n;
BSY = (o, 0 —1,n—1), n>1,
Ly u)
]‘/n,n - 1 2
Towin® = ki + [+ (0 —2)(w —1) + m —L]ES2 l<m<m,
k59 =0, ki =0 per m> n .
Per v =1 si hanno i coefficienti [21]
x; 1) ___ 7t {31y ___ 7.0
hn ;n - hn,m H 7‘11 m 7‘11 m*

Riportiamo, perché fondamentali nell’economia della struttura di questo
lavoro, delle formule operatorie che discendono da altre pilt generali che ab-
biamo stabilito per operatori permutabili di secondo ordine [26].

Associamo all’operatore U = z'~* Paltro V = z'-v, ai coefficienti

(u} b(u) ) )

a’n.m b n+1, m+1 ? an,m y ndl, m+1 ?
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gli altri

@ (_ l)nwm 1
u m
Ctn, = — APz, n - u:
nil, m+1 (u — 1)"‘ m u_.la:( 1] ) ] & = ’l&,
— l)n—m
() ( m
C _ e—— - A T, n = — U
Lot = T 1_;( 1), r=1-—u;
(1) . 1 Am 1
Fng1, mir =~ Ao (@, w—1, n), = u;
(1) _ 1 A 1
Vat1, mb1 = m1oE (mi — U, 'ﬂ«) 3 r=1— Uy

poniamo A= (u—v)/(u—1), u = (u—2)/(L—02).
Valgono le formule:

n

U» (‘x_zfg)n o 21:7" (1 . ’ll/)""'m a’:z;,.:n Vm (xv D)m —
(3.9) .
— zm (1 — p)rm o!;l.‘:;‘ Vom (a;v D)’" R
1 ~T .
U (ﬁ]_))ﬂ — ozm (1 . u)’ﬂ—m c("’l‘})_ll il (£9)1n Vo —
(3.10) 3 o
= zm (’U - 1)"—"‘ 1(1“:131, m+1 (muD)m Vm ?
S _
L 1 1 m v
8.11) U» (g’_:]z)" = %m T mi [Ax((l—v)w, w—1, n), = — 1] Vo (‘]22”)"‘ ,
U» (qu)n —
(3.12) n 1 [ . N 1 o\m Trm
= %m GO A7 (v —1)a, w—1, n), 2= T (P_i) Ve,
[ n
(@)n Ur = ozm (u . l)n—m a,("z_*)_l‘ 1 (va)m Vm =
(3.13) .
— zm (’I) . 1)71—771. 0551!?.1. . (va)m Vm ,
o I —
r n
(ﬂ]}_)n U" = %m (u — 1)11—m b;{}zl, m4-1 V'm (\fv_”]_))”‘ ==
(3.14) ] .
= 2 (1 —0)" "yl g V™ (22 D)™,
) ~—
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(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

L. TOSCANO [10]

(mu D) n Un J—

< 1 ] mn n b U} M m
—_ gm (_i‘);} m! [A (('0—1) l’? 1_'?(’7 )l) &= 1 — ’U:' (Bi) I/' 9
(wug)n Ur —=
i 1 1

m w
[Ax ((1 —_ ’U){l?, 1""’1(/, ’JI/), r=1— = 'v] Vo (D mv)m’

g

_ %m (1 — /U)'/n ;,;

n

U’l (D wu) n = zm (1 — u)ﬂ—-m ani—l m1 Tfm (D .’I»'U) [ J—
———

N ]

n

z (1 . ’l) n——mo, +1 _— Vom (]) ./Bv)m,
S

o

n

U» (D (l}'") (- z"l (1 — u)n-—-m b:xi)l. . (]) mv}m Vm —
oo 8 =

m (’U - 1)”“’” 7’#;)1, m+1 (D ‘/L‘v) " 17"1’ b
S

Il
oM=

ur (Da;_u)" =
< 1 m w
— %m (._’l))”" m [A ((1"_10) a’;, ’u‘—l ')Z) — 1= 1}} Tfm (fz]_))m’
Un (Df’i)n —_

i 1 1
= zm ’”‘[A;"((?)-'l)m, u-——l, n), =1—

S (v — 1)"m!

w
:I (va)m "7111 ,

1 —v|
o

[ n

(D xu)n Ur — zm (u . )71 m a(;*) (D wv)m Vm —
—_~— 1 v
— i (1) . 1 n—m a‘ﬁ” (D wn)m ‘Vm
< N

( n

(D .’l;u)" U?l — Z‘"l (’M — 1)7l—m 0”+l m1 Vm (D xv) m —

g 0 ~—
1 n

= uzm (1 — 'U)"_m :;u.g.)l m+1 yom (D mv)m ’

(D wu)n Unr ==

—~<—

i 1 1

= >

&M (p — 1™ m!

[A:((U ““1)56, 1— ’U/, ’)7/), &X = 1.)1).—1} (xvg)m Ifm,
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(D mu)n Ur —
(3'24:) prmnt S 1 1 m N H R — 1 7 m e n
—%:"'(T:')—"‘m A (1 —v)@, 1 —u, n), @ = T (}__]2) .

Assegniamo ora altre formule operatorie che gioveranno nel seguito. La
prima &

n

(3.25) n! x> O» (qu)n oY = zm jigv—:ﬁ)mﬂ”a;n—»m-i—l D mm——l,

~— ° ~

i cui coefficienti sono definiti dalle posizioni

A({fi") =1 s
AR — (g L —w, n—1), n>1,

n,1

A(“;u)Z(Oﬂ+l,‘lb'—177l'—1)? n>1,

n,n

AN =[o+ (n—2)uw—m + 3] AN | —[a+(n—2)(w—1) —mF+1]ATY,

n,m n—1, m—1

1<m<mn,
AW =0, A®Y=0  per m> n;

n,m

si possono calcolare con la formula

n—m—1

AEn="3, <—1>"—m-f( " ) (4 i+ 1, u—1, n—i),
0

e soddisfano all’altra

(—a—1; 2—u) __ (o5 u)
An,n——m+1 - ‘A'n,m .

Per stabilire la (3.25), supposta vera per i primi valori di «, la moltiplichiamo
a sinistra per

(n+1) U1 (2*D) U™ a* = (n+ 1)[#D + n(uw —1]z~

Si ha
(n -4 1)! U+t (qu)n+1mx —

B
~

n+1,

= (n - 1) Z‘m A u)m+1 [2D -+ n{w — 1) Jartr—nt1 D2 gm-1 =
0
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n
— n + 1 Z "+1 mn—l‘IBD prtr-mtl TR pm—1 +
[

’i— ?l(n + 1 ’lé —1 zm An—rl m+1mx+n—-m+lDﬂ pm—=1

-~

— (,n, z Atesw m[wa+n—m+1 D + ([x + n—m + 1) m\+71—m] Dn m??t-1+

n+1 m4-1

n
+ ’)?/(H + 1)(“’ - 1) Zm A:l+1 m&lwx-i-N—m-I-lD" /Bm-1 ==
0

~

(,n + 1 Em A"H m+1wa+7l—m+2 Dr+igpm—-1 +

~

~

+ (1) X, [ n(w —1) + n—m - 1] AW, grr-mri D g1,
(1]

(n 4 1)! o= U+ (v D)riiar —

n
n [ bl —0) fm] A0, 0 Dot S (1) AR, -
0

I
aM:

. [wn—m-{-z Dn—m+2 + (,”/ + 1) x”—"‘“ Dn—m+1]Dm~—1 pm—1 .

E poiche

[m"—m-i-z Dn—m—i-z + (n + 1) pn—mtl D1z—m+1] Dm—l o1l — mn——m+1Dn+1 {17'",

segue:
(n 4 1)! == U+ (g D)+ g~ =

n
- zm [—a+ nl—u) -+ m]A;“jf?muw"—'"“D““x'""l +
0 ~

n

+ Do (@A —m - 1) A0 g DL g,

0

Ammesso che i coefficienti A siano nulli quando il secondo indice & nullo o
maggiore del primo, risulta

n+41

(n 4 1)! @~ Ur+1 (g D)r+ige = Zm {[—o+n(l—u) + m] AN,

+ (e + nu—m -+ 2) Ao L gr—mi2Drilgm-1,
—

e questa stabilisce la (3.25) e la relazione di ricorrenza dei suoi coefficienti.
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Se nella (3.25) sostituiamo « con — o — 1, % con 2 — u, osserviamo che [19]

U-» (w?.—uD)n p—_— (D fﬁ) n In -t

<

e scambiamo il coefficiente A {7V 2" con AP ., si oftiene lo sviluppo

n

(3.26) wl (Do) Ura = 3, A& e 1D gn-mt

n+1, m+
0

Sempre dalla (3.25), sostituendo o« con o + n(l—u) si ha lo sviluppo

n

(3.27) n! e (D) Urax = 3, ALtnO-wid gromiiDe g1 |
Sl ~ o

Le formule stabilite sono pure valide per operatori permutabili di secondo ordine.
In particolare, i coefficienti

A(o sy {n(1—uy—1; uj A(o: n
n+l, m+1 Y n+1, m+1 ? n-t1, m4-1

si identificano rispettivamente con gli altri

(73] {0y f=—=n)
An m ) Bn+1 m+1? In+1 m+1

introdotti e studiati in precedenti lavori insieme alle formule operatorie cui
appartengono ([20], [21], [22]).

Uno dei procedimenti seguiti in [26] per stabilire le (3.9), ..., (3.24) di que-
sto lavoro si puod applicare ad alcune formule della Nota [20] per generalizzarle.
E si ottengono le seguenti:

(3.28) n! U* (m" Zm AW r-mi (va)n Pt
(3.29) n! (21“) n U = lim AP, Y1 (2 ﬁv)n Promia
(3.30) wt (D) U= ; B Vo @) Ve
(3.31)] 0! U (D) = 3 By V2 (D) Vom.

0

<
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Aggiungiamo infine i seguenti sviluppi ([21], [25]):

n

(3_32) (.’ED) 2n-1 Z"‘ (1 - u)‘zn—‘lm k’n,m Um (iU" I)) 2m—1 Um—l

T 1 2 i _

n — g ) 20 —2m
(3.33) Z"t T7l+1,m+1 U:lu’»(l/“‘) (wu )“m U’"“(l/")
\‘—‘-“* 0 .~, o
n
(3'34) 2" 7'1/! ("BD) Y= zm Hu+1. mt1 U71—7n+(1/2) (muD)n Um—(l/‘l) H
r—— o e

dove:
kn.l = kn_n = l,
2 2
kn.m - ]Cn»-l, m—1 + 7"’2 k’n«l. m pel‘ 1< m < n 3
2 2 2

k’n_o =0 ’ 7"'n_m =0 per m>n,
2 2

m (___ l)i‘i2n
kn,m = (_ m 2 z (,'n . Z (?7L+1 H

Tn_l - Tn'n =1 ;
Tn,m == Tn-*l, m-1 + (2'”74 —_ 1)3 T"_l. m per:l < m<n,

T, =0, I w=0 per m> n,

]_ m-1 (_ 1)m—z’+1 (2L . l)2n+1
92m g“ (m — i+ 1)! (m+i)t’

Tn+1, m+1 —

Hn,l - Hn,n =1 s
Hn,m == (2% —2m -+ 1)Hn—l, m—1 + (2777/ —1)Hﬂ—1,m per < m<n ,
Hn,o =0 s H",m == () per m > n,

Hn,n—-m+1 = -Hn’m 9

m )1,_‘ X
Hors, s = 2 (—1) ( i ) (2m — 24 + 1)=.
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Completiamo questo Capitolo, sulle formule operatorie differenziali, ripor-
tando dei valori particolari dei coefficienti che figurano in esse:

I _ iy . D __
an,m - bn,m - Cn—i-l,m—1~1 - hﬂ,m ’
{60 =10 TR ¢ §) — Ir
(Zn_m = Paym = Va1, mt1 = ]"ﬂ,m7

con hy,,, e kn‘,,, numeri di STIRLING di prima e seconda specie;
© 0 ‘ <n

a’n.m = 1 pel m —y b
. 1) n! (n—1

a = (— —1 —
nan ( m! \m~—1)"

1
Y — 1 »l m
T gnem ot \m—m )’

. (= 1y Cn—m—1)! (2 —1
ali® = ,

nm T 9an-—2m ('nf —_ 1)! m—1

b — (1 BT ( - 1) ’

m—1!{m-—-1
(n — 1)!
h@®  — (] )rm
n.m ( ) (7”/ — 1)! b
0 < n—1
Crom = b 5 Com=1M—1 perm{=n—1,
1 e 1
I a=-1! (m+1
(3)
Coom = o ————— n(n —1 2m
»m on—m (,,n + 1)] (,n —m [ ( ) + ] b
(= 1y= 2n—-m —3)! (n —1
(3/2) 1y o, 9
0""" 92n—2m (,n _ 1)! m—1 ['m(’m 1) 2n + ] ]
n! (n—-1
{ 2
ocf,",ln - a,,“,’m ’ “"’)m = ﬁ? (m — 1) !

1 (=1 2n—m—1)! (n—-1
On,m = H

n,m gn—m (n— 1)! m — 1
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1
o — L (m
nm =2 gt \p—m)’

o n—-0! {n—1 @
mm (m—-1! \m=-1]" ™ a2
1 (n—1! [m-1 )

O o e [nn—1) - 2m],

: 2em=am (g - 1) An —m

. - 20 —m o~ 3 (-1

@) ( il — 1) — © P)

M T T gnem (n — 1)! m —1 [ (m 1) 2+ 2 ’

— po ) D .

’,V:ﬁ;n - Mn.m? y;?,m - bn,Zn ’

1 __ p —
A'n,m - Bn-i—l,m - An’m ]

con 4,, numeri di EULERO (1755);
0 <n
2) .— o
AR = { nl ner m "’

n! [ n-+1 ] 7! w4+ 1
AU = — ( ) 3 A;zsépz;) = Sn ( ) 3

nam 27 \2m — 1 2n \ 20 — 2m 4 1

B, = (— 1)+ (n—1)! () sz“,;”«( ")

m 2n — 2m
(n— 1! n n
(§:7}.V p— _ Pym—1
B = 2n-1 2m + (=1) m )

4. - I polinemi G (x; u).
Dalla relazione (1.4) che i definisce si ha ancora:

P e ((E“D)" Un (wa 6~:c) — G,[:x-}-n(l—-u)] (w’ ’Zb) \

-~

r e Un (D a:“) n (wx e—-m) — Gi;x+u) (w, ’I,L) ,
—
—

w* e* (D )™ U (9% 6-°) = Glotetnu—wl(g: o)

_
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e ee Ur—i (D) Ut (x* ¢7") = Gleria=wl(g; 4)
il
=

Lo g Uu—i (D wn)n Uz‘ (mx e—x) — G[:;H- +£(l—-u)](x; ’ll,) ,

=

P 'Ui+(1/2) (a}uD)‘lz' Ui~(1/2) (m'x 6—:1:) o~ Ggotgﬂt—',ém—un(x; u) .

Applicando la (3.5) alla funzione e-* si ha subito

n

(4.1) GP(x; u) = D0 ki o (—a)my

‘nt1, ma1
0
e 1 polinomi risultano di grado n. Mentre dalla (3.8) si ha l'inversa
g
n
(4.2) (o) = 3 h%P 1 G5 ) -
]

La (4.1) si puo scrivere, in termini di differenze finite, nella forma

o ) = T 9 = (ady

GP(m; u) = Oz’"TA“(U" w—1,n)= [Ozm T} (ot w—1, n),
da cui segue [3]
(4.3) G Nw; 1) = ¢ (o, u—1, n) .

Da questa si ha
A, Gz u) = A6 (o, u —1, n) =

u—1 u—1

=e " A (o, u—1,n) =n(u—1)e (@ +u—1,u4—1, n—1),
1

Y—

e quindi

n—1

(4.4) A, G3@; u) =n(u—1) g u).

u—

Per l'iterata m-esima viene

(4.5) A2 G@; w) = (m)m' (0 — 1) Gl )
u—1
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D’altra parte per le differenze finite si ha

A’; — (___l)m Azza E;ﬂ(l—ﬁt) —_ (____ 1)m A’:E:(l»u\,

1—u i-u u-1

con E, operatore di spostamento definito dalla E, f(a)= f(« --1), per cui
4,=E,—1. Pertanto

AT G5 1) = (— 1) AT 65 (5 ) =

1-u u—1
J— (_l)mA? Gg:x—f-m(l—u)}(w; ’Z(/) —
u—1
M
f— (____1)711 (7"/)/'”! (’M ___1)111 Gs.x—-{';lm(l-—u)+m(u-1)](w; 'lL) )
cioé
n
(4.6) A2 G ) = (m)m! (L — ) 62, (15 ).
1—u

Dalle differenze finite si possono ottenere le derivate dei polinomi @ rispetto
al parametro «, con Papplicazione delle formule:

W™ — e m! b A 1 n "™ — & m! ; A
(’I.l/ _‘1) o — zi T bimdy ( - ’lt) & T Zi F 7‘1’,171 o
m - u—21 m v 1-u

E si ha
(4.7) Dy G (w5 u) = D, m! (j) Bog o (w0 — 1)i=m QL iw—0] (g5 1) |
(4.8) Dy Gy u) = z,. m! (’:) Tog (1 — 2)i=m GE2 (25 o) .

Dalla relazione (1.4) deduciamo

© —_ 1
G (w5 w) = a*e* U (z*D)" 3, S

X0
& ’

~— m!



[19] GENERALIZZAZIONI DEI POLINOMI DI LAGUERRE ... 209

ed & poi

== Ur (D) ot = (o + m, uw—1, n)am.
Quindi

ed (__ l)m

G(@; u) = ¢* ;n — (ot 4+ m, 4 —1,m) am,
da cui

hid (,_ x)m" _
(4:.9) zm (GC + m7 U —‘17 In') T = g% fo‘)(.’v; u) .

0 H

I risultati (4.3), (4.9) ci serviranno ora per stabilire le due principali fun-
zioni generatrici dei polinomi ¢ per via elegante e diversa da quella seguita
dagli Autori citati. Si ha:

© foed n

z sz“-p)m(“§ ’lé) = zn ; e~ n (OC, U ‘—1 n + ’)n)
[} .

Y

= ¢=¢® Bx(ar, u —1,m) Y, ————

[ u—1

> [t(u— Sk ( S m, n) —

=[1+td—u) e e Ba (o, w —1, m)(L -+ ¢ (1 — w))d0-9] =

=4 t(1—u)]me 2 (_ il

(o -+ ny w—1, m)[1 4 ¢ (L — u)etn/0—u) —

= [1 _l_ t(l — u)]—m+a/(1—u) ex fn (2+mn, w—1, m)

° n!

[— @ (14 £ (1 — )1 K=0],

da cui, per la (4.9),

Z = qu)m(m; u)=
0
= [14 (1 — )]+ 10-9 exp p[1— (1 4 t(1 — u))t/0-].
CER @ (L4 (1 — W) ;]

(4.10)

Dalla identitd

(e +n(l—u),u—1,n+m)= (o, u—1, m)oe+1—u,1—u,n)

14
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viene come sopra

© n

L4
z" — QL nG—wi(g ) =
0

nl o ntm

o s [ —u ‘
=" Ba(o, u—1,m) 3, i l)] (1 au -+ 1, n) =

o
= e7¢7* Baf(or, u — 1, m)(1 + ¢ (v —1))lxhe-M-1] =

<« (__

)11
= 6% e
oz" n!

(@ 4 ny 0 —1, m)[1 + ¢ (w — 1) et fu-1)-1 —

(e + n,u — 1, m)

= [1 -i— t(u - 1)]{0‘/(14—1)}“1 e i [___ (1 + t ’lb o 1 )1/(11—-1)]1:

e a conclusione

0 t"
Zn ;Y G-gzt}:*;v?(l u)](m 11,)
(4.11) = [1+ t(u — 1))l 0-1 expp[1— (1 + ¢ (u — 1)) =17 -

@R (14 t(u—1)) e g

Supponiamo ora m =0 e consideriamo i due sviluppi

(== t‘n @) . .
(4.107) 2n o O3 ) =
=[14+11—u)ph expa[l — (14 t(I'— u))r/a-0],
S U g+l
(4.11) 2y GO ) =

= [14 t(uw—1)Jele-0-1 exp o[l — (14 #(u—1))2fwD] .
Da essi seguono facilmente le note formule di addizione

Gf(1%+a2+ +1m)(xl + Ty + . + L3 ’l&) =

(4.12)
= Gled(z, ; o) (.
zzly Ggl o ! ,~1 (@5 ) ... G"mm (@ ),
Gloctest o Foptim—ba—wl(g, 4 g, L 4 3, U) =
(4.13) B at

= ——— @latia—u](p v Gl tiga—wlp
Z’ill 7% VU NS L (15 ) o (@ms; ©) ,

CON. %y, %a, ..., %, interi positivi o nulli, tali che 4, 4+ 4, + ... + 4, =0 .
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Se deriviamo rispetto a ¢ i due membri dello sviluppo (4.10'), il cui secondo
denotiamo brevemente con ¢, si ha

[1 4 t(1— w)hew-0 %Z—) = [ (1l t(1—u)/0 —g]gp.

Sviluppando viene:

> V“’ (0, 1 —u, i 2, 'Gyi’l(a:;u):

= i, = (w5 u) [oc gs (—;-'E)j 1, 1— u, s) -(] ,
0 : N

e uguagliando i coefficienti di ¢»:

n

Zz‘ (— 1)t (j) (#y X — 2y 0 — 1) Gg#;l(zv; %) —

1]
n

—o Y (— 1) (j) (1, 1—u, n—1)GP(z; u) + 2 G@(@; u) =0 .

0
Quindi risulta la relazione di ricorrenza (n>2)

G (w5 u) - (2 — o — nu) G (x; w) +

n41

(4.14) + i (— 1) z[(:) (1, 1 — %, n —4) + o (H’: 1)(1,1——-%, n——i——l)] :
SER(es u) F (— 1) e (1, T —u, n) = 0.

Analogamente dalla (4.11') segue D’altra relazione di ricorrenza (n>2)

GRA +90-00(as ) 4 [ — o — (0 + 1)(w —1)] G+ u) +

+ ’ij (— 1yt [(':) 2—u,u—1, n—1) -+
(4.15) ’

+w—u+n(f

it 1) (1, u—1,n—1 ——1):' Gle Farna—ol(g, o) 4

+ (=) e —au+ 1) (1, u—1,n)=10.
Ancora due relazioni ricorrenti si possono ottenere dalle formule operatorie:

Ur (qu) = -1 (”L'" )n -1 (.’I)D) + (’)l — 1)(’LL _1) r—1 (ﬁuD)"”l R

-~ g
ﬁ

(z*D)" U = (w"D)" LUz D) -+ n(l — u)( )" 1gn-1

~———
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e sono (n>1)

(4.16) Gy u) = [e + (n—1)(uw —1D)]E (x; u) — 2@ (@; u),

(4.17) G Vg ) = (@ —u + 1) G2 (a5 u) — 2 GV (@ w) .

A questo punto giova osservare che vale la formula

(4.18) GD(p; u) = LDVl 0y,

e quindi che (esclusi i casi w = 0, % = 2) per essa si pud passare direttamente

dalle (4.10°), (4.12), (4.14) alle (£.11’), (4.13), (4.15).
Dagli sviluppi (4.10") e (4.11'), per derivazione rispetto a @, si ottengono le

(4.19) D, G%x; u) = — A, G (@; u),
(4.19°) D, QL0 ) = — A_GUra-olig g

D’altra parte dalla formula

n

(4.20) G (w5 u) = 3, ( ) —a, u—1, n—m) G (x; u),

0

derivata da quella di addizione (4.12), per f =« 4 1 viene

n—1
po () (1, 4 —1, 0 —m) GP(w; u) = G+ (a; u) — GD(w; ) = A, G9(w; u) .
m

0

Pertanto dalla (4.19) si ha (n>1)

n—1
@21) DGV u)=—3, () (1, 0 —1, 2 —m) G (w; u) .

1]
Dalla seconda. formula di addizione (4.13), con oy = o1, o =u—2, o, =,
@, = 0, viene

n
Gl ) = 3, (— 1) (1, w —1, n — m) GLHmTO g )
0

E per la (4.19') si ottiene (n>1):

n
(4.22) D, G[oc+n(1 wl(g; 1) = Z )= m( ) (1, u—1, n—m) GL;x+r:z(1—u)+1](w; uy .
m

¢

La formula (4.19) ci consentird ora di pervenire rapidamente ad un nuovo
sviluppo in serie.
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Dallo sviluppo elementare

o ti
> Bl = ¢tBa
o 4!
si ha
< i )] ()
i BLGO (5 w) = ot B G (w5 u) .
5 !
Ma
Bl G5 u) = Gt (w; u) ,
ot By Gio(x; u) = eletds GP(w; u) =
i m ( t)z
= ¢! Z -«A LD u) = e‘z — DI (@ w),
da cui
(4.23) e Ba G a; u) = ¢t Gw —t; u) .

Quindi vale lo sviluppo

@ ¢ .
(4.24) 277 GG(w; w) = o' G (@ — 15 ) .
rad
Lo stesso si pud stabilire con altro procedimento che riteniamo utile riportare.
Dallo sviluppo elementare

(tx)? — e

[=2]
>
0
si ha
o i

zli' g% gx Um (wu D)m (wz-{—z z) & o [Jm (mu )m [CUY it t):l
T. -~

0

Il primo membro equivale a

tw)’ .
Gati(a; u) ,

>
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il secondo si pud trasformare in
et [:v (1 — t)]—x exli=t).

. [-’1} (1 — t)]m(l——u) [mlt (1 — t)u Dx“_”]m [m/x (1 — t)\ c*r(l*—-t)]

ed equivale a

e G (e —tw; w) .
Pertanto risulta risstabilito lo sviluppo (4.24).

In esso sostituiamo ¢ con ¢E,; e lo applichiamo al polinomio GP(y;v).
Si ha

U E;
B Ux+i)p- | e ) = o (o . .
i G s w) GP(y; v) = ot s G g5 1) G (y; )

2.

cMg

I1 primo membro equivale a

m

ZL i G (s ) G T(y; )

11 secondo 2

o —t—t A4 u) e TGP (y; v)

m

et G (e —t—1td55u) GOy —1;0),

m ~t,] i i
o3, T gy by ey — 15 v),

) !

(tA

Z

- LGP — 1t u) @GPy —1t; ),

min (m,n) ti .
. 3 .
o D G ALG @ — 1t u) A5 GPy —t; ).

0

E, a conclusione, vale lo sviluppo

© tz‘
2z G (s w) Gy 0) =
7]

(4.25)

min {m,n} I

=t X S ALER@—t; w) A5 GP(y —t;0) .
]
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Il gruppo di formule operatorie (3.9), ..., (3.12), (3.14), ..., (3.17), (3.19),
(3.20), (3.23), (3.24), per la (1.4) e le analoghe riportate all’inizio del n. 4,
si traduce facilmente nel seguente gruppo di formule per i polinomi (G):

(4.26)

(4.28)

(4.30)

(4.31)

(4.33)

(4.34)

n

GP(@; u) = S (L—u)mall G w; v) =

m
1

n
Z"l ——’U n—-ma‘l‘) G(‘)(w ’I))
3

G (s u) zm (L—w)r-m e L Gt (g p) =

n
= zm (‘D - l)n——m. ;’21, m-+1 G’,E,;‘ '{‘M(l—v)](w; 7)) ?
[
G4 ) =

1 1

n v
o %m 1 — oy m!

r—1

[A"’((lw v)@, w—1, n), &= ] Gt (m; v) ,

G N(w; u) =

hd 1 1 m ’ . 1
:Zm(];___l)m;;ﬁ[dz((v—'l)w’ u—1, n), ¢ = I

— q]] G%—Fu—*—m(l—v)l(;p; /0)’

n
~ _ A .
G%’H-n(l u)](m; %) = Zm (%___1)11 m bf(ﬂ)»l, 1 ij"(w, v) =
0 "
= Zm (1 —o)* my"n”—;-l 17L+1G:'::)(m; ) ,
0

G030 1) =
1 1

v~ 1) m!

w

l:Am((,U ___1) @, 1— %, n) = : :' GL;+”+"’(1—”)1($; Q;)7

m

I
VR

G£a+n(1—u)](w.’ ’lé) .

i 1
=T (1 — v)ym m!

m

[A;" (1—v)z, 1—u, n), o=1— I—] Gt (g v),

n
G P9 1) = S (1= )= s G5 0) =
0

n
z (1 —_ ’U ﬂum“iﬁl—l m+1 G;?-*.v)(w; 7)) ’
0

GrHo(w; u) =

2 1 1

= Zm(

) — v)™ m!

[A (1—v)a, u—1,n), = i—%] G (z; v),
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Gt (z; u) =
(4.35) & 1 1[ .. . 4
_zmmm, A (v—1)@, u—1, n), z=1 T

(]

vj, G£3+m(x~v>](m; 7))’

G'[‘o:-«}—u-{-n(l—u)](w; ’lb) J—

(4.36) —im(—l‘i‘)“’ "1_ A;«‘n((@—l) &, 1‘“7 In)’ r= _U___] Gk+771(l—v)](w; ?)) )
v — 1)y

n!i v —1

G£a+u+n(1—-u)](w ; ’lt) j—

4.37 n 1 1] .. 1
( ) :2,711—_7))—,";;5[4155 (A—v) @, 1—u, n), &= 1= ]G;,’;’(m;@).

Le (3.13), (3.18), (3.21), (3.22) conducono a formule che per la (4.18) si pos-
sono fare rientrare nel precedente gruppo.

Dalle formule operatorie (3.25), (3.26), (3.27); (3.28), (3. 29); (3.30), (3.31)
si deducono le formule:

(4.38) G+ (w5 w) = E A i LS (@)
0
(4.39) n! G (@5 u) = 3, AP Glarim=n=vlg.
1
(4.40) nl G g y) =3, BW L GEm-alg g
0

E dalle (3.32), (3.33), (3.34) si ricavano le altre formule:

n

(4.41) Gl (@) = Y (L —w)2r=tn, , GhHm=10=0)g. )
1 2
n 1 — 2n—2m [ . _1/) _ )
(4:.42) G,(,‘,’:)( ) Zm N Tn+1.7n+1 Gz?n (m—i2)a u](w; U) ’
o 2
(4.43) 2n n! GO Em H oy g GH =800 4y

Tutte le formule precedenti si potrebbero specializzare per 1 valori di u
e v gia segnalati che danno luogo a polinomi particolari o a coefficienti di
sviluppo abbastanza semplici. Si ritroverebbero formule note sui polinomi di
LAGUERRE, di HERMITE, affuariali, e altre sui legami tra i polinomi (G') — gene-
rali e particolari — con quelli di LAGUERRE.
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Dalla formula di fattorizzazione

x> er Un (w” )"m*eﬂ z]_'Im 2D — o+ a+ m(u—1)]

vwm————-—————-

viene subito

(4.44) G (@ w) Hm [2D —2 + a4 m(w—1)]-1.

E da questa si ha pure
(4.45) @@y u)=[2D —2 + « + n(w—1)]609@; u) .
Dalla formula di potenza

Ve (.’B" D)n L* e == (qu T + (xwu—l)n

si ha:
(4.46) G (w; u) = U (3#D — o + aa-t)n 1
€ ancora

m()rz+11)(zz—1) G(;::)_*_"(m 'll;)
(4 -;L‘) p— ({U"D J— T + Otw”_l) m [.CL'" u—1) G'(’a)(m; ?(:)] .
Inoltre &

(44—8) p* e U (qu npy g z ( ) Gsz)(w ’lb) pr—m (.’,U"D)" m
0

-~

I polinomi G*“(x; u) sono di grado = tanto in « che in « e dalla formula
(4.20) si ha

n

a n
EO@; w) = 3, () G (@5 W) (o w —1, m)
0

Qui appresso li considereremo rispetto al parametro « e stabiliremo per essi
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le nuove rappresentazioni:

o

(4.49) G (@; u) = (—1)" Do+ 1) 2" =9[4, B (o0 — w1, )] eEeE

G (s w) = (—1)" (o + 1)a~= -

4.50 o I~
( ) CBR [A VBT (A (0 — 1) (e — 1), w)]" PRt

Prendiamo le mosse da due operatori permutabili di secondo ordine A e X,
di cui A fondamentale, per cui lo scarto AX — XA equivale all’operazione
identica. B richiamiamo i due sviluppi [26]:

n
U'n (Xu A)n — zm (__l)n—m ilu-)l—l,m—{hlf m Xm ,
0

n
(A Xu)ﬂ U7 — znl r(:ii)—l, . XmAm’ con U= X1
JRE A

[

Nel primo identifichiamo A con la derivata D,, X con la moltiplicazione per z,
e ’applichiamo alla funzione z*e—=. Si ha

n

("" 1)"fo’(?0; ’LL) = zm (_ l)m’m! 1(:‘-1-1, m+1L(ma)(x)
0
che, per la
Lfﬁ’(m) _ (= 1y Il -+ m 4 1) m T* ,
ml x* I+ 1)
ci da
(23 Z u m m“
(— 1)nx“ G;)(m; u) = F(a -+ 1) [g,,,/g,(pz-x, my (00 -+ 1, m) A,:} m .

Nel secondo identifichiamo A con V, definito dalla V, () = f(a) — f(a—1),
X con E,a, e osserviamo che

——

(Bao)" Vi = (o + 1, m) BT VI = (& = 1, m) A™.

Si ottiene

n

[v“(Ev‘ “)u]n (E&)n(l—u) = zm ﬁgl-){-l, m+41 (0( + 17 WL) A’: .

B e o
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Allora per confronto viene

G (@5 w) = (= 1) Lo+ 1 o> [Va (By )] (By o) 0= - ( TR

E poiche

3 n{ 1~u)
[V“ (Ef‘__({) ] (D “) (OC+ 1)

&

= [ Ve (Ba) ] (a1, 1 (L — ) B0 e =

— g (1w [\70‘ B (e —u + 1, w)]"

X

= 00 [A, B o —w + 1, @) Ter D’

resta pertanto stabilita la (4.49).
Osserviamo ora che

Era—o[A B (o + (n —1)(w — 1), u) " B9 =

219

T+l

= B[4 B (o4 (n—1)(u—1), 0)]" 7 [AL B (e (n—1)(u—1), w) BV]=

= B9 [A B (o + (0 —1)(w —1), u) |1 B[4 By (o —u 4 1, u)] =

= E-9[4 B (e 4+ (n —1)(u —1), ) "2 Ere-0[A, By (o —u - 1, w)]* =

= ...= Er-w R[4 Byt (a—u-+ 1, w)]|" = [AL By (e —u 41, w)]".

Per cui risalendo alla (4.49) si deduce la (4.50).

Dalla (4.49) per w =1 si ottiene la formula giad da noi stabilita sui poli-

nomi attuariali [23]:

VTt e
oo (Aeo)" 707 -

G () =
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Per oftenere la corrispondente sui polinomi di LAGUERRE facciamo % =2 e
sostituiamo « con o - 1. Si ha:

Ged(p; 9 = »! L (x) =

(— 1) (e + 2) A
= (4B e +1)] TR

E con la nostra formula [18]

[4:B (e +1)]" = (a2, n—1)BrA* (@ —n + 1, n + 1)

vitroviamo la

_ e+ nt1) A z*

n

{x)
Ln'(@) n! a® Yo+ 1)

5. = I polinomi G ().

La rappresentazione dei polinomi di LAGUERRE rispetto al parametro o,
che abbiamo or sopra richiamata, ci ha suggerito nel 1956 lintroduzione e
lo studio dei polinomi piu generali (1.3).

In parallelo estendiamo qui gli attuariali con i pitt generali G (x) defi-
niti dalla (1.15).

A partire dalla formula operatoria [18]:

7

}. (Aafx)n = Zm kn—l»l, w1 (% —+ 1, m) AZL

oy 0
r

si ha subito

n I'((ap) +m + 1)
=~ (@, ) — 1 yrmmagpn ! (e, ¥}
(Dl) Gn (9.’?) Eﬂ:m ( 1) m . kn+1. m+1 T(o+ mw + 1) Lm (m) -

D’altra parte & esplicitamente [24]:

iv
’

Tie 9 () = ii (—1) (aj) DPla+ v + 1)
o

n! Ilo+dv + 1)
per cui

- o qw ?f n (,_ wv)i n i ,'n' f
G7(1 )(x) - ( 1) r (1’ + 1) %i F(OC+ 4 'V+ 1) {Zm( 1) (@) er-l, m+1 (‘U +l) /rn) .
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Se v = 1 viene:

N i e fm
6@ = (=1 3 S S (= 1 ( ) Frnta, i (4 1, m)

mentre & noto che [23]:

(C)] 3
GO‘ Z 7‘n+1 it1 w )T‘

Allora risulta per confronto

n my
zm n " ( L) /‘:n-H, m+1 (OC + 1) m) ’

T =
ntk1, i1 T
(oc—{—l i) 5

e risalendo ai polinomi pit generali si ha esplicitamente

G () e S Telal) (<“/_1’)+iﬁ) )i
(5.2) GG () ; W Farw D @)’ .

Nella somma della serie generatrice dei polinomi L "(x),

tn

e {, 1)
%" Lo+ ny + 1) Lion(@)

figura la funzione di BESSEL-MAITLAND-WRIGHT

i (_ txv)n .
"t Ile+ nv -+ 1) ’

0

mentre in quella della serie dei polinomi G&”(x),

0

tﬂ
Z"E G,‘“"“’)(w) 1]

0

si presenta la nuova serie

e I((ap)+n+1) T
Z" n! e -+ nv + 1) [a(L — el

0
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che estende anch’essa quella esponenziale e quella di Besser. Si ha:

gn ﬁ Gf(: ’)(fv)
© yn n I'{ (e i1
_ Zu - 2 751\1;,) 1 Mt_) (-_ a;v)i —_
< 14 Lo+ v -+ 1)
=3, 3. ke, () +i-+1) {its (— @) =
St et Mibst L L (o e - v - 1)

(1 1)1 15,
@+S), ue i1

(ofy) + i+ &
__z ( ) ’%a

oy 1

E poiché la somma rispetto all’indice s & uguale a [21]

¢ a\:
gl ety
t ’

segue a conclusione

& I((afpy) + n+ 1)
- _ (v, 1) — plajo)t v — plYyn
(5.3) 2uy G r@) = % W Tl T 1) WA=

Per v =1 si ritrova la funzione generatrice dei polinomi G*(z). Per y = 2
si ha

@

t"
S — G 9(a) =
2

_ (“"/2”2 I((/2) + n + )

P n']"(oc-,— 2n

[ A=) =

I'((«/2) + 1) (al")tZ ((2/2) + 1,m) [z2(1 — Y]
I+ 1) " (¢ + 1, 2n) n!

_ I((e/2) + 1) “’““Zm [@/4)(1 — eI
T e+ 1) " nl ((e+1)/2,n)
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Con la funzione di BESSEL &

© x2/4) (1 —e )]n o+ 1 a2 1—m/a
Sl ( ; ) T =] VoY)
5 2 L

Inoltre
I((e+ 1)J2) T((«)2) +1) V7
I -+ 1) Toge

Pertanto

kel tﬂ

zn — G“’ A (g) =

e
(5.4) _

= 9(}13/0 O [a2 (ot — 1) 4= e (0 V6! —1).

&

E se facciamo ancora o« = 1 si ottiene lo sviluppo:

©

[ T —_
(5,5) %n ’)—2! G;ll,Z)(m) = %6”2"70(‘3\/0{—-1 )’

generatore dei polinomi

& 1
G2 (g) == Vr zm_" L2 (— @2/d)m,
1)

2 ,'ny nJ»l m+1

Dalla (5.3), per derivazione rispetto a ", si ha:

© Al

z" — D Gxn(g) =
1

2 I((e+v)p+i+1) ;
— plr/m) d—e)]=
== %:ll'F(a—}—v-FWTI) L (1 — 6]

= (et—1) zs Z—S‘ Ge+ro(g)
< g1

Quindi:

) g+l G )_i (—2y+! i i G(a-Lv ”({0)
%”‘(m+ ! Doy Giii(e) = (r+ 1!

© fmal m m 1 . ,
— oz <7n+ 1)' z (___ ‘nL s+1( . ) Gz +v, )(w) .
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E in conseguenza risulta (n>1):
fn—1 n

(5.6) Doy G @) = 2 (— 1) (s) Gt (@) .
9

Per derivazione rispetto a ¢ si ha:

-3 ©

o
E - Gf(,c.\x.l’) - Zn — G(A V)
0 I 0

n! n!

—_ (f(oc+l')t/,’ i F((OC + V)/v +n 1) {

v P A [
"n!l"(oz-l—v—%nr%—l) @ (1 ¢

71 @ n

o & 2
[ 2 - G(a a)(w) zn i G:la-f—r, 1-)(39) ,
Y % ! o n!

da cui
(5.7) Gi(o) = - G (o) — o G+ (@)

Concludiamo qui con l'inversa della (5.1), che si pud dedurre dalla formula
operatoria [18],

o1
( —l— 1 ’n) A:\‘ = Z‘m :u‘; hn-{—l, m+1 (Ao‘ ‘x)m ’
4 0

3

ed &
I'((afp)+n+1) n
| A R .0 ) 1 \n—m (x, 9
(5.8) n: F(a + ny + 1) n (’D) %m ( 1) hn+1.7n+1Gm (w) .

6. — Le espressioni esplicite dei polinomi ¢¥(z; u) e G (x) per n=0,1, 2, 3
sono le seguenti:

Gwyu) =1, GO u) =a—w,
G5 u) = a(or + u —1) — (20 + u) @ + a2,

GP(w; u) = oo + w —1)(x + 20 — 2) — (30 + 6ot + 2u® — 3o — u)@w +
+ 3 + w) a2 — a5
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GO (@) =

G (p) =

G () =

G g) =

(1]

(2]

(3]

(4]

(5]

(6]

[7]

[8]

(9]

[10]

[11]

A

M.

<
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I'((afr) + 1)
Ie+1)

o I'((afr) + 1) () + l)m
v (e 1) Il +v+1)

H

o I((ofr) + 1) 2ad v (et 1) T((a )y + 1) -

2 Iz + 1) v Ie+v+1) o+ 2v+ 1)

)

o8 I'((a/v) -+ 1) Bo® + Bow + v (o -+ v)fv + 1)
v e+ 1) 2 Dle+v -+ 1)

a” -+

3o +v) L'{(o -+ 2v)fv + 1) __I'((oc-f— 3v)fy -+ 1) ’U
» Tle 4+ 20 + 1) Il 8v+1)

2y 3y
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Summary.

Contributions to the theory of certain generalized Laguerre polynomials and actua-
rial polynomials are established.



