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Aipo AscArI (¥

Sul calcolo numerico degli integrali iterati

della funzione degli errori. (*%

1. - Gli integrali iterati della funzione degli errori costituiscono una delle mol-
te successioni di funzioni speciali obbedienti a relazioni di ricorrenza a tre ter-
mini. Si & sempre cercato di trarre profitto da queste relazioni per generare nel
calcolo automatico le corrispondenti funzioni, eventualmente fronteggiando
gli inconvenienti di instabilith numerica con espedienti vari, a partire dall’uso
della ricorrenza a ritroso, introdotto da MILLER per le funzioni di BESSEL
J (%) [1]. GAUTSCHI ha dedicato estese ricerche a questo tema, giungendo ad
una sistemazione pressoché definitiva [2]; gli integrali iterati della funzione
degli errori sono uno dei casi da lui studiati pitt a fondo.

In questo lavoro & proposto, per tale famiglia di funzioni, uno schema di
calcolo numerico non direttamente subordinato all’uso della ricorrenza, e quindi
esente dalle relative difficoltd. Non si pud peraltro escludere che esso dia luogo
ad altri inconvenienti di carattere numerico; non si & potuta compiere alcuna
esperienza in proposito, ed un confronto con P’algoritmo di GAUTSCHI potrebbe
certo risolversi a tutto vantaggio di quest’ultimo. Tuttavia lo studio pud pre-
sentare qualche altro motivo d’interesse: oltre a suggerire un ordine di idee
forse applicabile in casi consimili, esso perviene a stabilire, per la famigha di
funzioni in esame, proprietd analitiche che non sembra siano state finora
segnalate.

(*) Indirizzo: Montecatini Edison, Milano, Italia.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del Contratto di Ricerca n. 115.3050.0.5189 del
C.N.R. (Analisi numerica e Caleolo automatico). — Ricevuto: 1-XII-1970.
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2. — L’integrale iterato della funzione degli errori & designato generalmente
con la notazione

i" erfen ,

introdotta da HARTREE, al quale & dovuto un primo studio sistematico di que-
sta famiglia di funzioni [3]. Tale notazione & perd piuttosto ingombrante e
sard qui sostituita con il pit semplice simbolo F,(»). La definizione da cui la
generica funzione prende il nome é:

(1) o) = [ 1,() a8 (n=10,1,..),

x

per >0, con

(2) P_(x) = 2712 exp(— 2?),
e quindi
(3) Fola) = .,n“”zf exp(— £2)dé = 1 — erfw = erfew .

@

La normalizzazione & naturalmente arbitraria; quella adottata & la con-
sueta, coerente con la definizione di erfz.
La ricorrenza a tre termini cui 7, obbedisce &

z .
(4) Foia(m) mF:z(w) Y TR

Consideriamo ora i polinomi ordinari di HErMITE, definibili ad esempio
mediante Pappropriata formula di RODRIGUES:

n

(5) H () = (— 1)" expa® prr exXP(— a?) n=0,1,...),
da cui
(6) Hy(z) =1, Hi(z) =2, e 3

per essi vale invece la ricorrenza

(7) Hn+1(w) - 21UH,.($) + 217,H,,_1<£l/‘) =0.
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Il legame fra le F, e le H, (intuibile anche dal confronto fra la (4) e la (7))
¢ posto in luce dall’osservazione che le due famiglie di funzioni costituiscono,
insieme, il caso particolare della funzione del cilindro parabolico (di WxIT-
TAKER) D, (2), per v intero qualunque. Si ha infatti:

(8) H,(z) = 2"/* exp(— @*/2) D,(\/2 ) (n=0,1,..),
(9) F, (@) = 2=0-0i2g-12 exp(— 22/2) D_,_,(4/22) (n= —1,0,1,..).

Ci proponiamo ora di ricavare fra le H, ¢ le F, una relazione formale, e
precisamente un sistema di forme bilineari mediante il quale il calcolo delle 7,
(per »>1, perché naturalmente F_, e I, devono essere calcolate a parte, come
sarebbe necessario anche usando la (4)) pud ricondursi a quello delle H, e alla
risoluzione di un sistema lineare.

Muoviamo a tale scopo dalle seguenti trasformate di LAPLACE rispetto alla
variabile ¢:

(10) {(lt)"/z 7 ( _)} = P~ exp(— 24/P) (n=20,1,...),

/1
) _exp(— 24/p)
P—p

(11) £ {exp(t — 2) ., (

Si ha, formalmente,

o - exp(— 2 +/p)
)= axp(— 2 EE LA B
1 p(—evp)=— —

iMs

€ per antitrasformazione termine a termine secondo le (10) e (11):

m; 41) n/zl’n( \/t—) = exp(t — z) F, ( = )

ossia, ponendo u = 24/%, @ = 2/(24/1),
(12) exp((1/d)u2 — um) Fylw — Ju) = 3 F. (@) um
n=0

Si & cosl ottenuta la funzione generatrice delle F,(x); prima di servircene, veri-
fichiamone la validita. Dalla (9) si ricava

Fn—l(w) _ — D_n( '\/—2-37) .
Tow) ~ V2D (vee)
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il limite di questo rapporto per n — - co si pud determinare mediante lo svi-
lappo asintotico di D, (z), dovuto a CHERRY (cfr., per esempio, [4]), valido
per |z| limitato, |»|— co, Rev< 0: si ottiene

D_u(2)

D_y_4(2) +2(Vn F1—+/n) =

log

DO |

N% [(n 4+ 1)log(n + 1) — n logn] —

1y\» 1
= log(n 4 1) + log(l -+ q—l') -3 - vz

che tende a - co con #, in virtd del primo termine (il limite della somma
degli altri tre & 1/2). Dunque

F‘n—l(w) o
T %

lim

e quindi la serie a secondo membro della (12) & una funzione intera di U, per
ogni #>0. B poiché il primo membro & egualmente una funzione intera, e la
(12) & palesemente verificata per u = 0, lo sviluppo (12) & valido senza restri-
zioni. In particolare per u =1 esso di

fzﬂ (2)= exp((1/4) — »)- I, (m-—é) )

=0

e questo a sua volta per =0 da

1

® 1
z " O Z "’—;;“/-5—“—3—) = exp(l/i)]r’o(— E) =exp(1/4) (1 -+ erf-;-) s

risultato deducibile anche dallo sviluppo di erfs.
Consideriamo ora la funzione generatrice dei polinomi di HERMITE:

(=]

(13) expur — (1/4)u?) =

=0 2 on )L'

() ur .

Il confronto fra i primi membri delle (12) e (13) suggerisce di eseguire il pro-
dotto (secondo CAUCHY) delle serie a secondo membro: si ottiene

(14) ¥y (ac 1 u) Z Pa(@)ur,

n=y
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con

LA |

(15) Pal@) :LE 57y (@) Fai(®) -
o 260!

D’altra parte, mediante sviluppo di TAYLOR si ottiene

] ! < 1 1\ &2 Fy(x)
Fgae—-u| = —t——
U( 2 ) 2 n! ( 2 ) da®

n=0

e poiché dFy/de = — F_, (cfr. le (2) e (3)):

1 1 v dqn-il_ (x
Fo(mm QLJ:FO(JU)-—Z—' (W;u) Tllﬁ(ﬁ) =
2 i
& 1 d*texp(— o?)

ml
== [ (2 Qg2 S AT U . S YL
o) + 23 n; ( ) 27! dan—1 '

Lo ]

cioe, per la formula di Ropricurs (5) dei polinomi di HERMITE,

1 > 1
(16) Fo(m -3 u) = Iy(x) + 27V exp(—a?) :)-mH,z_l(m) u".
n==] .
Dal confronto fra la (14) e la (15) si trae
a7 Po(®) = I'y() ,
3 9 2 l
(18) Qo) = 27712 exp(— a?) - P H, {x) n=1,2..).

Per n=0 la (15) si riduce infatti alla (17). Per n>1, identificando la (15)
con la (18) si ottiene

n 1 ., ) 1 )
(19) ,go T H () Fp(x) = 27712 exp{— a2) * oy H, ().

Questa & P’annunciata relazione bilineare fra i polinomi di HErauts H,
e gli integrali iterati della funzione degli errori F,. Ricordando ancora la (2)
si pud riscriverla (omettendo ’argomento )

ke 1 1
(20) E HI.' Fn*l.- =y Hﬂ—] -E'—l
k=

= 28! 2% q
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od anche, tornando mediante le (8) e (9) alla funzione del cilindro parabolico,

n
(21) }: 7 DDy _:eD Dy

3. — Per il calcolo numerico delle ¥, conviene anzitutto riscrivere la (20)
cosi:
n -1

(22) >

=0

(IIn ] —1 Hn -[fyﬂ) .

1
T Bl =

2!

»
g

Questa relazione, scritta per n =1, 2, ..., N, da Inogo a un sistema di ¥ equa-
zioni lineari nelle N incognite #,, F,, ..., I, riguardo al quale si pud osservare:

L. Per valutare i termini noti & necessario, come si ¢ gia notato, valu-
tare indipendentemente, per 'argomento » assegnato, F_, ed F, (ciod la fun-
zione esponenziale e la funzione degli errori ordinaria).

.

II. Per valutare coefficienti e termini noti & inoltre necessario valutare
i polinomi di HErMITE fino al grado . Cid pud essere fatto agevolmente,
ad esempio, con la ricorrenza (7) (e i valori iniziali (6)), che non da luogo ad

instabilitd numerica, perché H, non ne ¢ una soluzione « distinta », secondo
PINCHERLE (cfr., per esempio, [2]).

IIT. 1l sistema é triangolare: la matrice dei coefficienti pud essere seritta

1 0 0 e 07

a, 1 0 .. 0

A = a, ay 1 .. 0
- a’N—l aN—2 alV-—S 1 -

(e quindi detd =1), con
H,.

T

Nonostante tale semplicitd, la sua risoluzione numerica pud riuscire assai
delicata, per la fondamentale difficoltd costituita dal rapido decremento di
[Fn(z)] al crescere di n. In particolare, la sua risoluzione per sostituzione pro-
gressiva (facendo nella (22) n =1 e ricavandone F,, indi facendovi n=2 e
ricavandone Iy, e cosi via) coinciderebbe essenzialmente con 'uso della ricor-
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renza (4) per » crescente, e quindi sarebbe soggetta alle stesse difficolta. Si deve
cercave una risoluzione che dia ¥, ..., I’, simultaneamente, oppure in ordine

inverso. Potrebbe riuscire vantaggioso un procedimento fondato sull’inversione
della matrice 4; infatti, scritta questa nella forma

A=I4+1L,
con I unitaria, risulta
(23) A1 :I_L+L2_ e (_1)N—1LN—~1’

essendo L" =0 per n>N. La (23) pud essere costruita con una iterazione di
HORNER:

(24) M;=I-LM,_, j=1,2,..,N — 1),
partendo da M,=1, oppure da M, =I—-L=2I-A4. 8Bi avra M, ,=M,=
= ...== A1, ¢id che offre la possibilita di raffinare il risultato protraendo la
(24) fino al raggiungimento di una soddisfacente convergenza numerica. Infatti,
viceversa, se la (24) converge ad una matrice M, ¢ necessariamente M =
=1— LM, ciog

M=+ Ly t=A"1

Dal punto di vista numerico, ¢ probabilmente favorevole la circostanza che,
per una disuguaglianza di CRAMER (cfr., per esempio, [5]), risulta

la,| < (11/10) {exp (2%/2)} [(2"* /%) .

IV. La matrice 4A-* & della stessa forma di A, ciod

10 0 0~
b, 1 0 0
A-t=| b, B 1 .0 |,
_ bN—l bN—Z bN—Ii 1 i

con b, = — @, by=ai — ay, .... Noti by, ..., b,, e posto per uniformitd b, =1,
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avendo presente il termine noto della (22), si ottiene

n—1

P, =10,F, + ly—reg D (n=1,...,N),

— ¢
reoh—k

che rappresenta, formalmente, la soluzione dell’equazione alle differenze finite
(4) con le condizioni iniziali (2) e (3).
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Riassunto.

11 calcolo numerico degli integrali iterati della funzione degli errovi presenta difficolte
se eseguito mediante la ricorrenza cui tale famiglia di funsions soddisfa. 8% propone un
procedimento alternativo, non ricorrente, basato su une relazione bilineare fra queste jun-
ztont ¢ ¢ polinomi di H ermite dedotta nel presenle lavoro.

Abstract.

A method is proposed for the numerical evaluation of the repeated integrals of the error
function, which avoids the use of the three-term recurrence relation. The method is based
on a bilinear relation, derived in the paper, between these functions and the Hermite
polynomials.



