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CORRADO SCARAVELLI (%)

Risoluzione, razionale nelle funzioni date,
delle equazioni alle differenze (con un passo h +0),

d’ordine finito, lineari e a coeflicienti periodici di periodo h.

Parte I. - Variabile indipendente reale, ed equazioni

dei primi ire Ordini. (**)

§ 1. - Intreduzione.

1.1 — Una generica equazione alle differenze, con un passo kb (54 0), d’or-
dine finito, lineare, e a coefficienti periodici di periodo %, ha, come ben si sa,
la forma

(B,)  doul@ -+ nh) 4 dyu(z 4+ (R —1)h) + ... + Guyu(® + b) + G.u(@) = f(),

dove:

@ ¢ la variabile indipendente (che qui suppongo reale);

I & un «passo» assegnato (reale) non nullo;

u(x) & la funzione incognita;

f(w) & una data funzione (reale o complessa), univoca, definita in modo
qualsiast su un intervallo o, <2 <@, (Y);

@, = a.(o; h) (r=20,1,2,..,n) sono date funzioni periodiche di periodo %,
cioé date costanti per Pincremento h (3).

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, 43100 Parma, Italia.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di Ricerca Matematica del C.N.R.,
Contratto n. 115.3083.05179. — Ricevuto: 11-X1-1970.

(*) In seguito userd anche la notazione (... x;~—) in lnogo di zmy<<a < =;. Sup-
pongo che a, sia finito oppure 4+ oo; nel caso di x, finito & perd necessario (come si vedra)
che sia @, — x> nlh|.

(?) Su questi simboli e questa denominazione cfr. [5].

0w



18 C. SCARAVELLI [2]
L’equazione (E,) & d’ordine n se é& contemporaneamente

(1) @y == dylw; h) £ 0, Gn= Au(®; h) 0.

Nel seguito, per semplicitd, supporrd che sia

(2) @y=d,(x;h) %0, A= Qa{w; ) 5= 0, V@e (.. (5+h) —)

(e allora sard @, 5% 0, &, 5= 0, Va reale).

1.2. — Che cosa conosciamo sulla risoluzione effettiva di una equazione (B,)?

Limitando la risposta alla eventuality pilt semplice nella quale i coefficienti
sono tutti delle costanti effettive (ciod non dipendenti da z), si distinguono
due casi (cfr. [1] e [4]):

Caso 1°. IL’equazione (E,), a coefficienti costanti effettive, & omogenea
[ossia & f(#) = 0], e supponiamo che si sappia risolvere la corrispondente equa-
zione caratteristica. Allora, si pud subito scrivere un sistema fondamentale di
soluzioni di (E,), e poi passare alla soluzione generale di tale equazione (1,)
omogenea.

Caso 20, L’equazione (E,), a coefficienti costanti, ¢ non omogenea [ossia
¢ f(z) # 0], e diciamo (E,), equazione omogenea corrispondente a (E,). Allora,
se si sa risolvere ’equazione caratteristica di (B,)e, si pud trovare una solu-
zione particolare I, di (B,): la soluzione generale di (E,) si ottiene poi ag-
giungendo a I, la soluzione generale di (E,),.

Ma vi ¢ un inconveniente: non sempre si sa risolvere la nominata equa-
zione caratteristica, ed allora il procedimento di risoluzione effettiva, si
arresta.

1.3. — Il metodo di risoluzione esplicita che qui invece propongo per equa-
zione (E,) ¢ una generalizzazione di un procedimento seguito da A. MAMBRIA-
NI [3], e gode di questi due requisiti:

1°) ¢ sempre possibile [quando sia soddisfatta la naturale condizione (2)7];
20) ¢ completamente elementare, nel senso che la soluzione generale si
esprime non solo in termini finiti, ma anche razionalmente con i dati
coeflicienti (costanti per Pincremento ) dell’equazione (E,), con la funzione
data f(x), e con funzioni arbitrarie (anch’esse costanti per Pineremento A).
La soluzione generale dell’equazione (E,), ottenuta con questo metodo, ha
(come si vedrad) la forma

w(w) = F(x; h) + U(w; b,
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dove F(z; h) e Ul(x; k) sono, rispettivamente, una soluzione particolare di (E,)
e la soluzione generale di (E,), [equazione omogenea corrispondente a (E,)],
entrambe in termini finiti e di forma speciale. Pertanto dird che:

19y F(w; k) & la soluzione elementare di (B,);
20) Ulz; h) & la soluzione generale elementare di (I8,),;
39) Flw; h) 4+ Ulw; h) & la soluzione generale elementare di (B,).

La soluzione elementare P(x; h) gode della seguente proprietd fondamentale
(che dimostrerd nella Parte II di questo lavoro): F(w; k) si pud esprimere
esplicitamente in modo semplice mediante una qualsiasi soluzione della (B,).

La soluzione elementare U(xz; k) si pud trasformare (efr. § 6) nella forma usuale
della soluzione generale di (E.),, quando si sa risolvere ’equazione caratteri-
stica di (E.,),.

Questo metodo (nel quale non occorre nemmeno specificare se ’equazione
sia omogenea o no) poggia su queste due possibilita:

1°) Possibilita di trasformare in equazione ricorrente una qualsiasi equa-
zione (B,) alle differenze.

20) Possibilitd di risolvere elementarmente una qualsiasi equazione ricor-
rente, d’ordine finito, lineare, e a coefficienti costanti.

1.4. — In questa Parte I, dopo alcune premesse e richiami (efr. § 2), risolvo
le equazioni (B,) alle differenze dei primi tre ordini, ossia le equazioni:

(By) @yu(w + h) + @ u(@) = f(x),
(B,) Ay u(® =+ 2h) + Gyu(w + k) + du(z) = f(2),
(B,) Gyuw(w 4 3h) + @ u(x + 2h) + d@,u(e + h) + G u@) = f(x)

(cfr. §§ 8, 4, 5), e do alcuni semplici esempi (efr. § 6).
In una successiva Parte II tratterd larisoluzione della generica equazione (B,).

§ 2. - Premesse e richiami.

2.1. — Premetto qui succintamente alcune considerazioni figuranti in
3], § 2.
A) Ad ogni numero reale 2 si possono far corrispondere simultaneamente
due numeri: la sua « parte intera » » = v, (= [#], intero positivo, nullo, o nega-
tivo) definita da

(3) V<8<V, 413
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e la sua «mantissa» 0 =20, (con 0<0<<1) definita da
(4) 0, =2—v, (=a—[z]).

Da (4) si ha subito
=9, + O, =9+ 0,

pertanto: alle variabilita continua di x si possono sostitwire le due variabilita
di v e 0; ¢ per queste due variabilité avviene che, essendo n un intero qualsiasi e
ze(n..(n+1)—), la v & costante ¢ uguale a n, ¢ 0 varia con continwitd da
zero @ 1—.

Valgono le proprieta:

(5) 'Vac+1:7’x+ 1 b v:t—lzva:—ly

(6) 0a:+1 = 0::: ’ 6a:——l b 03: .

Y

La (8) dice che la matissa 0, é una funzione (della ) periodica di periodo 1.

B) Piu in generale, fissati due numeri reali x,, 2 (con & == 0), ad ogni
numero reale # si possono far corrispondere simultaneamente due numeri: la
sua « parte intera, a partire da w,, e col passo |h|» »= Vyowo ny (1REETO DOSI-
tivo, nullo, o negativo) definita da

(7) 2+ |h| <o <@+ (v 1)|1];

e la sua « mantissa, a partire da #,, e col passo ]h} » O= f)x; o (COR 0<0<1)
definita da

(8) O|h] =@ — (2, »|h}).

Da (8) si ha subito

(9) #=m,+ v|h|+ 0]|R],

od anche

(10) (@—a)/|h]| =2+ 0.

Per z,==0 e h=1, i numeri » e 6 sono rispettivamente le comuni parte intera
e mantissa considerate in A). B poi, chiaramente,

Y = Vi = [Parte intera di (z —,)/|R|],

0= Oyt = { (@ — @)/ | 1| } — 9o g1y = [mantissa di (z — x,)/|h]].
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Valgono le proprietd seguenti:

(11) Pt n—zarinl = Va—agyint T 1 se e h>0,
' _ \

(11) Vot n-zorinl = Yg—agyinl — 1 se & <O,

(12) 0(z+h—xo)llhl = e(x—z(;)/lh[ .

La (12) dice che la mantissa di ©, a partire da z,, ¢ col passo k] & una fun-
zione (della ) periodica di periodo h.
8i hanno anche le seguenti relazioni limiti:

(13) Hm fre | = + o0, B v | = + oo (@ 7 @) ,
s> oo h—> £0
(14) Hm (v_ppp [B]) =1lim (v |h])= & —z, .
PR 2] h=>10

2.2. — Una generica equazione ricorrente, d’ordine finito n, lineare, e a
coefficienti costanti, si pud sempre scrivere nella forma:

(R.) QY+ 0y, + Gy, F o+ @y, =D, y=mn,n--1,..) 3,
dove y, (»=mn,n+ 1, ...) ¢ la successione incognita, i coefficienti a,, a,, ay, ..., a,
sono date costanti (rispetto a »), e b, (w==n,n+1,..) ¢ una data succes-

sione. L’equazione (R,) ¢ d’ordine »n se & a, == 0.
In questa Nota interessano le prime tre equazioni (R,), precisamente:

(B @y, + ay,_, =0, (g =0; »=1,2,3,..),
(R,) ayy, + ay,_, -+ sy, _, =D, (@ #%0; »=2,3, 4,..),
(Ra)  ay,. 4+ gy, + any, ., + W3y, _ =0, (@p 7= 0; »=3,4,5,..).

Sulla loro risoluzione si ha:

1°) La soluzione generale dell’equazione (R,) & (cfr. [2], p. 19, (8))

P

(15) Ve = gs (_ 1)“{“:/%‘“} bv—s ’

(%) Sulla risoluzione di questa equazione ricorrente si veda [21.
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dove
(16) by = ayy,
& una costante arbitrarie, quindi y, é pure costante arbitraria.

Per il seguito interessa mettere in evidenza una determinata soluzione par-
ticolare dell’equazione (R,) (non omogenea) e anche la soluzione generale del-
Pequazione omogenea corrispondente ad (R,). A tale scopo pongo, per brevita,

17y A= (—1)asjazt? (s=10,1,2,...,2).

Allora la (15) si pud scrivere:

v—1
(15)’ v, = >, ADb, -+ b A,,
0
dove
r—1
zs ‘4“51)1)—3

0

¢ una soluzione particolare dell’equazione (R,) (non omogenea), e

by A (b, costante arbitraria)

v

¢ la soluzione generale dell’equazione omogenea corrispondente ad (R,).

2°) La soluzione generale dell’equazione (R,) & (cfr.[2], p. 19, (10))

” s r

(18) Vo= Dby 2 (— 1)’( \ axr-sai~raytt,
S P §— 1/

dove

(19) by = a3, , by = @,y -+ a,y,

sono costanit arbitrarie, quindi y,, y, sono pure costanti arbitrarie.

Per il seguito interessa mettere in evidenza una determinata soluzione par-
ticolare dell’equazione (R,) (non omogenea) e la soluzione generale dell’equa-
zione omogenea corrispondente ad (R,). A tale scopo pongo, per brevita,

”
(20) A=, (— 1)’<s~_,_) airmc ay agtt (s=10,1,2,...,%).

0
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Allora la (18) si pud scrivere:

-2

a8y’ v, = > Ab,_ A+ (b A, + b A,_),

dove

& una soluzione particolare dell’equazione (R,) (non omogenea), e
byd,+ b4, , (bys b, costanti arbitrarie)

& la soluzione generale dell’equazione omogenea corrispondente ad (R.).

3°) La soluzione generale dell’equazione (Rj) & (cfr. [2], p. 19, (12))

v s T ¥ 0 ar—gag-{-zg—sa?—r—g
(21) Vo= 2abios 20 2 (—1)’( ) (8 ) e
0

(22) by = a,y, , by = agy, 4 ar7,, by = ayy, -+ a1y + ayy,

sono costonti arbitrarie, quindi y,, y1, Y. sono pure costanti arbitrarie.

Per il seguito interessa mettere in evidenza una determinata soluzione par-
ticolare dell’equazione (R;) (non omogenea) e la soluzione generale dell’equa~
zione omogenea corrispondente ad (R;). A tale scopo pongo, per brevita,

s T s 0 ar—eqlte—sg3—r—g
@3)  As=2.2 (—1)’( ) ( ) e (5=0,1,2,...,7) .
[} 1] 0

e/ \s—r—o
Allora la (21) si pud serivere:

y—3
(21)I Ve = Zs Asbv—s + (bO‘Av + blAv—l + bﬁAr—z) ’
o

dove

y-—-3

Zs Asbv-l
[}
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& una soluzione particolare dell’equazione (R,) (non omogenea), e
b A, + b4, ,+ b, 4,_, (by, by, b, costanti arbitrarie)

¢ la soluzione generale dell’equazione omogenea corrispondente ad (Rs).

Convenzione importante. Nelle formule risolutive delle precedenti
equazioni ricorrenti figurano varie potenze della forma ax, con 7y, intero mon
negativo. Per tali potenze si deve qui convenire che quando risulta a, = 0 si
abbia:

o= Q% =
ak = 0" € s

essendo (cfr. [5], n. 2.2)

A
I

&
I
f
<

w=E ,=E&,=0, g=1,

§ 3. - Risoluzione dell’equazione (E,).
3.1. - Caso del passo 1> 0.

A) Considero dapprima la pilt semplice delle equazioni (E,) con k> 0,
ossia

(B,)’ Gyu(® + k) + @ u(z) = f(z) (h>0),
dove: f(x) & una data funzione (reale o complessa) univoca, definita in modo
qualsiasi su un intervallo (%, ..4,—) con o, —ax, > % (); i coefficienti
@y = @y(@; h), @,= a,(x; k) sono date costanti per I'incremento %, mai nulle
nell’intervallo (, ... (%, + ) —).

Mutando # in 2 — & la (E,)’ diventa
(24) Gou(®) + dyu{w — h) = flo — k) h>0),
dove necessariamente deve essere s, <@—h <<, ciod
(25) B+ <o <<a -+ h.

(") La necessitd di questa affermazione risulterd evidente in seguito; inoltre z, pud
anche essere 4+ oco.
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Posto [cfr. (9)]
(26) @& = 2 -} vh -+ Oh = §, »=0,1,2,..),
la (24) si scrive
(27) GuE,) + aulE, ) = fE,_)  (>1),
dove ora, per la (26) e per la periodicitd (di periodo k) dei coefficienti, si ha:
Gy = Go(®y -+ vh 4 0k B) = Gy(wy + Oh b)) = Gy (&5 1) .
Gy, = (% + vh + Ok k) = @y(w, + Oh; b)Y = @ (&, 1)

cioé @,, @, sono delle costanti rispetto a ». Ne segue che la (27) & una equazione
ricorrente della forma (R,), precisamente si passa da (R;) a (27) ponendo

(28) =),  b=1¢_), O>1).
Applicando la formula (15) risolutiva di (R,) e tenendo conto di (16) [cioé

che si ha b, = &y, = Gyu(&,)], si trova che la soluzione generale di (27) &
data da

(29) WE) = S A o) + dyulf) 4,

dove: y=wy,__.,>1, u(&) [che & costante rispetto a »] va preso ad arbitrio,
inoltre si ha

(30) A= ()do)(— /i) (5=10,1,2,...,7).
B) Dalla (26) segue
(26)’ &=+ 00, € i =a—(s+ 1)k, (E,=w,

e quindi la (29) si pud scrivere:

(B ()= S Auf(o— (s DB) + Gyulz, + 04, (1),

che da la soluzione generale elementare [in forma razionale, come & detto nel
n. 1.3, 20)] di (24), e anche di (B,)".
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Per interpretare chiaramente la (31), osservo che la (31) equivale ad un

insieme di successive uguaglionze. Precisamente, suddiviso intervallo (z,...; —),
di definizione della f(z), nei successive intervalli

(32) (@ we @y + R) =), (%4 Toon (m, + 20) ~)s (@ + 2h... (@, 3h) —), ...

[nei quali le variabili rispettive sono (cfr. (26)): o=y~ Oh, & =m,+ h+ Oh,
B=8y+ 2h+ 0%, ..., (0<O0<1)], la (31) equivale ad affermare via via:

W@+ b+ 0h) = A, flwy+ Oh) + @,u(w,+ 0h) 4, ,
U@+ 2h+ 0h) = { Ay f(@y+ k4 Oh) + A, f(w, -+ Oh) }+ Gou(m,+ 1) 4,

W@+ Bh+ 0h) ={ A f(wy++ 2h -+ Oh) + A, f(@o+ 1+ ORh) - A, f(z, + Oh)}-+
+ (@, + ORhYy 4, ,

.........................

Da qui risulta evidente che, preso ad arbitrio (w,-- 0hr) (0<B <), ciod il
valore di w(#) in (®,... (w,+ k) —), la soluzione u(x) risulta determinata in
@+ h...»,—). Se prendo semplicemente u(z)=0 per @€ (g -.. (,+ h) —),
ottengo la speciale soluzione particolare u(s) seguente {dove 0<f<1):

w(wy+0h)y=10,
W+ I+ 0h) = A, f(x, 4 0R),
W@+ 2+ 0h) = Ay f(@,+ h -+ 0h) + A, f(x,+ Oh) y

W@+ 3h+ 0h) = A, f(w,+ 2+ OR) + A, f(z, + h=4-0h) + A, f(w, - 0R)

soluzione che indicherd con F(z; k).
Tenendo poi presente la (30) per s=1», e notando che dalla (26) segue

(26)" v = (@fh) — (w, + OR)/h,
la (31) si pud scrivere

(81 (@) = F(; ) + w(m, + 0 1) (— @/~ - (— §,ja,) ",
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Osservo, infine, che nella (31) la wu(x,-+ 0h), 0<f <1, contenendo O [che &
una funzione (della @) periodica di periodo h, cfr. (12)], va considerata un’ar-
bitraria costante per I'incremento & [cfr. loc. cit. in (?)]. Sard quindi tale anche
il coefficiente di (— &,/d,)*": indichero questo coefficiente con &(z; h).
Concludo allora:
La soluzione generale elementare dell’equazione alle differenze (B,)' ha la
forma

w(w) = F(x; h) + Uw; h),
dove:
0, @€ (% ... (B + h)—)

33) Floih)={ v
2odflz—(+ 1)), v=19,_ypn TE @+ ...z —),

0

¢ (v. Introduzione, n. 1.8) la soluzione elementare dell’equazione (B,)' (5);
(34) Ulw; h) = s h) (— & )"

[E(x; k) arbitraria costante per Vincremento h, € (— oo ... + 00)] é (v. Introdu-
zione, n. 1.3) la soluzione generale elementare dell’equazione omogenea corrispon-
dente ad (E,)’ [ora, perd, a motivo del passaggio (31)’, la U(z; k) non ha pil
‘forma razionale nei coefficienti].

3.2. - Caso del passo 1 <0.
Considero ora ’equazione
(By)" @Gou(w + h) + @yu@) = fz) (b <0),

dove su f(#), d,, d, valgono le stesse ipotesi fatte al n. 3.1, A).
Essendo qui h=—|h|, la (E,)" si pud scrivere

Gou(w —|h]) + @ u(z) = f(x) (h < 0),

(%) Se f(z) & definita in un intervallo (z,4 ---x), con z, eventualmente uguale a
— oo, i pone ¥ = xg—vh—0h (v=v_nm 0<O0<1) e con analogo procedimento
si trova una soluzione particolare F(z; k). Se f(x) & definitain (— oo+ -+ oo) basta fis-
sare un w, ¢ poi considerare i due intervalli (— oo- - xy), (Zy- -+ o0).
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ossia

(35) (@) + dyu(e— |h|) = f(=) (h<0),

che ¢ un’equazione del tipo (24). Precisamente (sempre ricordando che qui
& h<<0), da (24) si passa a (35) cosi:

1°) si scambiano fra loro i coefficienti @,, d@,,
20) si sostituisce h con |n],
30) si muta f(z—|h|) in f(=).

Tenendo conto di cid, concludo facilmente (5):
La soluzione generale elementare dell’ equazione alle differenze (BE,)” ha la forma

w(@) = F(w; ) + Ua; b),
dove:
0, @ € (g ... (1, — h) —)

(36) Feyh)y=1{ 1 _
SA fm+sh), v= Pimagi(—ry s T E (@ — Ty —),
[

¢ (v. Introduzione, n. 1.8) la soluzione elementare dellequazione (B,)" [con A, =
= (1/a,)(— of01)°1;

(37) T(w; b) = &(; b) (— G fd)™

[E(w; h) arbitraria costante per Vincremento hy, @ € (— co ... + co)] & (v. Introdu-
zione, 1. 1.3) la soluzione generale elementare dell’equazione omogenea COrrisSpon-
dente ad (B,)".

§ 4. - Risoluzione dell’equazione (E,).
4.1. - Caso del passo h> 0.

A) Considero Pequazione (E,) con k>0, ossia

(B,)’ Gou(@ + 20) + Gyu(w + 1) + Gu@) = fa) (> 0),

(°) Bi tenga presente che, essendo % << 0, risulta:

[hl=—h,  (—=d/a)™ = (—a /@),  fz—s|h])=fx+ sh).
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dove: f(x) ¢ una data funzione (reale o complessa) univoca, definita in modo
qualsiasi su un intervallo (,..2;—) con @, —x, > 2h (°); i coefficienti
Gy = Go(®; h), @ = @1(w; k), @, = Gy(x; h) sono date costanti per Pincremento ,
e d,, d, non sono mai nulle nell’intervallo (w,... (w,-+ h)—).

Mutando @ in » — 25, la (B,)’ diventa

(38) Ao w(@) + @yu{s —h) + Gu(w —2h) = flx — 2 1) (h>0),

dove necessariamente deve essere @, <2 —2h < x;, ciod

(39) B+ 2h<o <@, + 2.

Posto [come nel n. 3.1, A)]

(40) 2=0,+vh4 0h=2¢, »=10,1,2,..),

la (38) si scrive

(41) Gou(§,) + dyu(E, ;) + G, _,) = f(&,_,) (r>2),

dove @, = Gy(&y; h), Gy = @,(&; h), Gy=a.(&; k) sono delle costanti rispetto a v

[cfr. le analoghe affermazioni del n. 8.1, A)]. Ne segue che la (41) & un’equazione
ricorrente della forma (R,), precisamente si passa da (R,) a (41) ponendo

v, = u(&,), b, = f(&,_,) (r>2).

Applicando la formula (18)’ risolutiva di (R,) e tenendo conto di (19) [cioe
che si ha by = G,y, = Guu(&,), bi= Gyy,+ Gyye = Gou(&;) + d;u(&,)], sl trova che
la soluzione generale di (41) & data da

r—2

(42) () = X A fE_ ) F{Gu(&) 4, + [@u&) + GuE)4,_,},

1]
dove: y=,_.,, >2, u(&) e u(&) [che sono costanti rispetto a »] vanno prese

ad arbitrio, inoltre si ha

0

S r Fer—s ys—rlgT
(43) Ag= 2, (— 1)'<8__T>“i ayrjagT (s=0,1,2,...,7),

(*) La necessita di questa affermazione risulterd evidente in seguito; inoltre z, pud
anche essere -+ co.
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od anche

[ g * * S r e Sor— ot
(43)" A= (Gof@y)  AS, con A7 =3, (—1)’(9_r> ag=rragTeldy
[
(s =0,1,2,...,9).
B) Dalla (40) segue

o=+ 0h, &=, + h+ O,
(40)’ «
b y=a— (s 2)1, &, =uw,

e quindi la (42) si pud scrivere:

¥y—2

(44)  w@ =34, flo—(s+ D) + (Bid, + BA,_) (>

0

Y
N

dove ho posto, per brevita,

By = d,uw(z, + 0 h)
(45)
By = aGyu(wy+ h+ 0h) -+ @, u(x, + 00).

La (44) da quindi la soluzione generale elementare [in forma razionale, com’®
detto nel n. 1.8, 29)] di (38) e anche di (B,).

Per interpretare chiaramente la (44), osservo che la (44) equivale ad un
insieme di successive uguaglionze. Precisamente, suddiviso intervallo (# ... ;—),
di definizione della f(x), nei successivi intervalli

(@5 vve (@ + B)—), (@o+ b oo (w4 20) —)
(46) { (w4 2R ... (w4 3h)—), (w0 + 30 .. (w, + 41) —),
[nei quali le variabili rispettive sono (cfr. (40)) w=w,+ 6k, = 2,4+ h -+ 0%,
T= @+ 2h 4 0h, =z, 3h+ 0h, ..., (0<8<<1)], la (44) equivale ad affer-
mare via via:
U@y~ 20+ Oh) = A f(wy+ O0k) + (B, 4, + B, A4),
W@y + 3k 0h) = Ay f(@, + h+ Ok) + Ay f(my + 0) + (By Ay + By 4,)
w(@w, -+ 4h+0h)= A, f(®, + 2h -+ 0h) + A, f(m, + h 4+ 0h) -
+ Ao (@, + Oh) + (By 4, + B, 4y) ,
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Da qui, ricordando le (45), risulta evidente che, preso ad arbitrio w(w, - 0h)
e u(wy+ b+ 0h) (0<0<1), ciod preso ad arbitrio i valori di w«(¢) in (@, ...
(w, + 2h) —), la soluzione w(z) risulta determinata in (@ 4+ 20 ... 2, —). Se
prendo semplicemente ()= 0 per ze (... (1,4 2h) —), ottengo la speciale
soluzione particolare u(x) seguente (dove 0<6< 1):

(@, + Oh) = w(w,+ h 4+ 0h) =
U@+ 2k 0h) = A, f(w,+ 0R)
W@+ 3h+0h) = A, f(w,+ b+ Oh) + A, f(z,+ Oh),

@yt 4l + OR) = Ao f(o+ 20+ 0h) 4 A, f(m, + b+ 0h) + Ay f(m, 4 Oh)

soluzione che indicherd con F(z; h).
Tenendo poi presente la (43)' per s=y e s=»—1, e notando che dalla
(40) segue

(40)"  v=(w/h) — (@, + Oh)/k, v—1=[(@—h)/R]— (2, + Oh)/h,
lar (44) si pud scrivere

u(x) = F(x; h) +
(44)’
+ [Igl (dg/&) (a4 Oh)/h(é /.~ ):r/h 1* + B (6 /“ — (- OR) /R (&z/do)(xmh)/hAj_l] .

Osservo, infine, che nella (44)' le B, e B,, date da (45), contenendo @ [che &
una funzione (della #) periodica di periodo h, cfr. (12)], vanno considerate
arbitrarie costanti per 'incremento % [cfr. loc. cit. in (2)]. Saranno quindi tali
anche i prodotti B, (@.[d,)~ ™™ B, (@,/d@,)~*+""™, che indicherd rispettiva-
mente con ¢{x; k), &y(x; h).

Concludo allora:

La soluzione generale elementare dell’ equazione alle differenze (B,) ha la forma

w(w) = F(w; h) + Ulz; 1),
dove:
0, @ € (@ ... (@ 2h) —)

y—2

(47)  PFlx; h) = {»- _
DA fle—(s+ 2)h), »= Viggpmy & E (@ + 2h oay —)
[}

i
l
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¢ (v. Introduzione, n. 1.3) la soluzione elementare dell’equazione (I,)" (3);
(48) Ula; h) = &(w; 1) (@)a3,)"" A* + 8 (o; h) (@)= P A%,

[Ci(@; ), Colz; ) arbitrarie costanti per Dincremento h, V=V oy B E (Foent00) ()]
¢ (v. Introduzione, n. 1.3) la soluzione generale elementare dell’equazione omogenea
corrispondente ad (B,)’ (*°) [ora, perd, a motivo del passaggio (44), la U(z; k)
non ha piu forma razionale nei coefficienti].

4.2, - Caso del passo h < 0.

Considero ora 1’equazione
(B,)" Gyw(@ + 2h) + Gl + B) + Gu(z) = f@) (< 0),

dove su f(x), d,, &,, G, valgono le stesse ipotesi fatte al n. 4.1, A).
Essendo qui b= — |k|, la (B,)" si pud scrivere

Aou(w —2|h|) + dyu(@w — |[b]) + du(@) = f(z) (h< 0),

ossia
(49) Gyu(@) + Gyu(s — |k]) + Gou(e —2|h|) = f(x) (h< 0),

che & un’equazione del tipo (38). Precisamente (sempre ricordando che qui &
h<0), da (38) si passa a (49) cosi:

10) si scambiano fra loro i coefficienti &,, @,
2°) si sostituisce & con |h],
30) si muta f(# —2|h|) in f(»).

Tenendo conto di cid, concludo facilmente (11):

(®) Cfr. annotazione (3).

(*) La soluzione generale dell’equazione omogenea esiste anche in (— oco... x):
la sua espressione si ottiene in modo analogo a guanto si & fato in (2, ... -~ oo), ponendo
perd w=ag—vh—0h v =v ; _mp, 0<<6<1) [v. annotazione (%)].

(*) Ne discende che (d,d,) ™" A;, (d,/d,)* WM A;_, costituiscono necessariamente
un sistema fondamentale di soluzioni per I'equazione omogenea corrispondente ad (E,)".

(*) Si tenga presente che, essendo h << 0, risulta:

lhl =1, (d‘o/dz)xllhl = (@,/a,)*™, (Gfdn) e Inbrinl — (Gyf@y)tmin,

f(m—s|h]) = flz 4 sh) .
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La soluzione generale elementare dell equazione alle differenze (B,)" ha la forma

w(x) = F(z; k) + Uw; b,
dove:
0, @ € (g ... (4, —2R) —)

(50) F(w;h)= { »—2 _
> A flo+sh), V=V sienyy BE @ — 2k —),
0

¢ (v. Introduzione, n. 1.3) la soluzione elementare dell’equazione (E,)", con

_— 8 7 - .. "
A=3 car(,” e

0
(51) Ulw; h) = 8ufw; B) (@/@0)™ A + &(w; b) (@ufa@y) P A},

[Culx; B), &(x; h) arbitrarie costanti per Vincremento h, v = Vo= ?

. s r - o .

o€ @t I =3 1y( " Jarara =r—1, 0 0
a _

(v. Introduzione, n. 1.8) la soluzione generale elementare dell’equazione omogenea

corrisponde a (E,)".

§ 5. - Risoluzione dell’equazione (E,).
5.1. - Caso del passo h>0.

A) Considero ora l’equazione (E,) con %> 0, ossia
(By)  Gou(@+ 3%) + Gul@+ 20) + dyul@ + 1) + Gu@) = f(z) (h>0),

dove: f(z) ¢ una data funzione (reale o complessa) univoca, definita in modo

qualsiasi su un intervallo (#,..%,—) con @,—=z,>3h (32); i coefficienti

o = Go(®; b), @, = ay(w; b), @, = 8y(x; h), d;=d,(x; h) sono date costanti per

Pincremento k, e &,, @, non sono mai nulle nellintervallo (o «vr (@ + B)—).
Mutando # in #— 3%, la (B,)’ diventa

(52) Gou(®)+ Ay u(@ — k) + Gyu(®z —2h) + dyu(w — 3h)=fw —3h) (h>0),

(**) La necessitd di questa affermazione risulters evidente in seguito; inoltre @,
pud anche essere 4 oo,
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dove necessariamente deve essere 2,<x—3h <, ciod
(53) Ty +-3h<r <z -+ 3h.

Posto [come nei nn. 3.1 e 4.1, A)]

(54) ==+ vh-40h=E§ (»==0,1,2, ..,

la (52) si serive
(85)  dyulé,) + @wE,_) + du, ) + GuE,_) = f&_) (>3,

dove @y= ay(&; h), @y =a,(&; h), Ga= @y(&0; D), 8= da(&; h) sono delle costanti
rispetto a » [cfr. le analoghe affermazioni dei nn. 8.1 e 4.1, A)]. Ne segue che
la (55) & un’equazione ricorrente della forma (R,), precisamente si passa da
(R;) a (85) ponendo

v=ul), b=f¢_), (>3).

Applicando la formula (21)’ risolutiva di (R,) e tenendo conto di (22) [ciod che

& b= Gyyo = @gu(&y), by= oy1 + Qo = du(éy) -+ du(&y), b= dyys+ Gy, -
+ Gayo = @u(&;) + @ u(f;) -+ @,u(f,)], si trova che la soluzione generale di (55)
¢ data da

Ev = y—:AS év—s—s
(56) u(é,) % K )+

{0 (E0) A, (@ (&) 8, 10(E) ] A, + [y u(E) +Gy (&) + G w(€o)] 4, },

dove: v=1y, . .>38, u(&), u(&), u(&) [che sono costanti rispetto a »] vanno
prese ad arbitrio, inoltre si ha

&

A, = z, ze (— 1) (7) (s f ) ar-egptre-sgimroejgr+i
(57) o o —r-—9
(s=10,1,2,...,9),

od anche

(57)" A= (—dofdy)* AT,
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con

3 T 'S 0 A - - . . )
AT =23, 20 (— l.)s"({))( ) )(Lg“""a{'('a,gf‘ﬂﬁ"s/a;ﬂ’ (s=0,1,2,...,%).

o o §—7r—ge
B) Dalla (54) segue

Eb=x,F0h, S =x,+h+0h, SL=wm,4+2h+0Rh, ..
(54)'

& . ,=w—(s+ 3)h, £ =,

e quindi la (56) si pud scrivere:

(58) (@)= 2—3 A fle—(s+3) W) +{BiAd+ B, A_,+ B4} (33),

0

dove ho posto, per brevita,

By = a,u(x, + 6h)
(59) By = dyulw, + h+ 0h) + @ u(z, + Oh)
By = @Qqu(®, + 2h + 0h) + Gyu(w, + h-- 0h) + du(x, + 01) .

La (58) da quindi la soluzione generale elementare [in forma razionale, com’s
detto nel n. 1.8, 20)] di (52) e anche di (B,)".

Ragionando ora sulla (58) in modo analogo a quanto ho fatto nei nn. 8.1
e 4.1, B) sulle (31) e (44) (**), concludo:

La soluzione generale elementare dell’equazione alle differenze (BEy) ha la
forma

w(@) = F(x; )+ Ulz; ),

dove:

0, we (@, ... (€,+ 3h)—)

60)  F(m;h) = {ms
DA f(@— (s + 3)R), V=V oy B E (@ A 3h . m—),

]

(*¥*) Qui, in particolare, si terrd presente la (57) per s=1, s=v—1, §=2—9,
e si noterd che dalla (54) segue

v = (zfh) — (2 + Oh)/h , v—1= {(@— )k} — (wy + OR)/R,
¥ — 2 = {(&— 2h)/h} — (@, + OB)/h .
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¢ (v. Introduzione, n. 1.8) la soluzione elementare dell’equazione (E,) (1);

(61) { Ulw; b) = & (— 8y[@0)™™ A + &, (— @y fd) """ A), +

+ 63 . (__ ds/do)(x"Zh)/h-A::_z

[essendo ¢y, C,, &, arbitrarie costanti per Vincremento h, v = Vig—apinr & € (Lo oo
+ o0) (¥)] é (v. Introduzione, n. 1.8) la soluzione generale elementare dell’equa-
zione omogenea corrispondente ad (E;)' (**) [ora, perd, a motivo di un passaggio
simile a (31)" e (44)', Ia U(z; h) non ha piu forma razionale nei coefficienti].

5.2. - Caso del passo 1 < 0.

Considero ora Pequazione
(By)" Gou(®w 4+ 3R) -+ G u(w+ 2h) 4+ dule+ )+ dyu(z) = flx) (h<0),

dove su f(z), d,, &, d., G; valgono le stesse ipotesi fatte al n. 5.1, A).
Essendo qui h=—|h|, la (B,;)" si pud scrivere

dyu(e — 3|h|) + dyu(e—2|h]) + Gu(z— |k]) + du(@) = f(=) (h<0),

0s8ia
(62) @yulw)+ Gu(e— |k]) + du(e—2|h|) + Gu(v—3|h|) = f(x) (h < 0),

che & un’equazione del tipo (52). Precisamente (sempre ricordando che qui &
h < 0), da (b2) si passa a (62) cosi:

19) si scambiano fra loro i coefficienti @,, @, e @, &,
20) si sostituisce % con |%|,
30) si muta f(# — 3|h|) in f(z).

Tenendo conto di cid, concludo facilmente (¥7):

(**) Cfr. annotazione (%).

() Cir. annotazione (°).

(**) Ne discende che (— @,/@,)*™*A,, (— /@) MR A} |, (—@Jd)=-2M/"A,_, costi-
tuiscono necessariamente un sistema fondamentale di soluzioni per 'equazione omogenea
corrispondente ad (E,).

(*?) Bi tenga presente che, essendo k<0, risulta:

Bl ==k, (@I = (=@, (— aya) eI = (— ) o,

(— d'o/da)(m—zlh[)llhl = (— ds/ﬁo)(a:+2h)/h’ f(:z:—~ s“"l) = f(x -+ sh) .



[21] RISOLUZIONE, RAZIONALE NELLE FUNZIONI DATE, ... 37
La soluzione generale clementare dell’ equazione alle differenze (B,)" ha la forma

w(@) = F(w; ) + U(x; b,

dove:

0, @ € (@ ... (Xy— 3h) —)

(63) Fla;h)= 1 »=s _
24 f@+sh), v=v, 0 BE@—3h..m—),
o

¢ (v. Introduzione, n. 1.8) la soluzione elementare dell’equazione (B,)", con

s r ,).‘ o - - N -
A= 3, 3, 1y )( ‘ )as—”’ dpree-sag-ejagtt ;
1]

s—r—op
(64) U (3 1) =0y (— G o)™+ AF A8 (— i) T AF -8y (— o) =M A%,

[essendo &y, &,, & arbitrarie costanti per Vincremento h, V=V asiemy BE
€ (g ... + 00);

- 8 r 7
Ay =23, (— 1)3_7( ) N arvee—sgrmegimrjayte (s=v—2, v —1, )
o o Q/\§— 1T —¢ )

¢ (v. Introduzione, n. 1.3) la soluzione gencrale elementare dell’eguazione omogenea
corrispondente ad (E,)".
§ 6. - Esempi .
6.1. - Equazioni del tipe (E,) (18).
I. — Risolvere Uequazione
20 u(w -+ 1) — cos 2ax - u(w) = 27 (x>0) .

19) Calcolo la soluzione elementare I(x; 1) che si ottiene applicando la (33).
Si ha ora, in virtu di (30),

1 [cos 2nx\*
As = - 9
27 27

(%) Per esempi di equazioni del tipo (E,) con &, = 1/h, & = — 1/h, cfr. [3], § 5.
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onde, applicando la (33) e per z & (1 ... -+ o0), la soluzione elementare ¢

. =l 1 [ecos 2ax\* 2t feos 2ax®
F(w; 1):28 ( )2721_—_25( >,
o

5 2 2 27

e quindi:
0, ze(0...1—)

Flr; 1) =

. (27)" — (cos 2mx)"

(27! , v=[z], xe(l..+ co).

27 — cos 2ax

Per la verifica, essendo ora h = 1> 0, va notato che il mutamento di z in
-1 muta v in » + 1.

20) Calcolo la soluzione generale elementare U(z; 1) dell’equazione omo-
genea corrispondente alla data equazione, soluzione che g’ottiene applicando
la (34). 8i ha:

Ulw; 1) = &(o; 1)-(

cos an)f
’

2n

e la verifica ¢ immediata.
II. — Risolvere Vequazione
2u(x + h)— eru(x) = ¢ (@ =0, h< 0).

1°) Caleolo la soluzione elementare F(x;h) che s’ottiene applicando
la (36). Si ha ora:

As = — g . (2 6—h)s = — Qsg—sh—h s

onde, applicando la (36) e per we(—h... 4 co), la soluzione elementare &

=1 y-1
Fla;h)=— 3, 29¢ et = 3 287
1] 0
e quindi

0, #e(0...— h—)

F(z; h) =
(1— 2" e ", v=[z/(—h)], z€(—h..-+ o).

Per la verifica, essendo ora h < 0, va notato che il mutamento di = in 2 + %
muta v in »— 1.
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20) Calcolo la soluzione generale elementare U(z; h) dell’equazione omo-
o 3

genea corrispondente alla data equazione, soluzione che s’ottiene applicando
la (37). Si ha:

eh Tih

Ux; h) = &a; h)~(§) ,

e la verifica ¢ immediata. La forma di questa soluzione coincide gid, manifesta-
mente, con quella che si pud dare con i procedimenti usuali.
6.2. - Un’equazione del tipo (E,).
Risolvere Vequazione
we + 2h) + ulz) =2 (>0, h>0).

10) Calcolo la soluzione elementare F'(z; k) che s’oftiene applicando
la (47). Si ha ora (tenendo presente la (43) e la convenzione alla fine del n. 2.2)

somme in ciascuna delle quali tutti i termini sono nulli tranne quello (quando
esiste) pel quale 2r — s = 0, cioé quello corrispondente ad » = s/2 con s pari,
ossia ad s = 2s’ (s’ intero), onde si ha:

» , s’ ,
A?.s' = Zr ("“ l)r(‘)s’—o') Ear—g’y = (”‘ 1)5 <2s' —s'>.1 = (_‘ 1>s ’ A2s'+1 =0 )
(8/=10,1,2, ..., v =[(»—2)2]=[»2]—1, »=[w/h]).
La soluzione elementare, applicando la (47) e per w € (2h... 4 oo), & quindi:
Blw; h) = 3y Ay {o— 25"+ D} =3, (—1)" {o— (s' -+ 1)-2h};
[} 0

ma essendo

- , 1v'+ 1) v o 1 ,
So-r =20 Sy =, + e 2
Q 0
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concludo che la soluzione elementare ¢, per ze (2% ... + ©0),

F(z; h) =

V(=1
2 2 2

w“{?liﬂ—l)”'gv,; 3}":m:7L+(_”v {o— (3+ 20"},

Si ha dunque (essendo »' = [»/2] —1, » = [z[h]):

J 0, ze(0...2h—)
Flz; ) =14 5—n (1)
2 2

{— (3 4+ 20k}, 2e@h...+ oo).

Osservo che mnell’espressione precedente di F(z; h) la funzione continua
(#—h)/2 & pure soluzione della data equazione, mentre la rimanente parte
3(—=1)"{e— (3 + 2v")h} & una particolare soluzione dell’equazione omogenea
corrispondente alla data equazione. Per eseguire le verifiche occorre tenere pre-
sente che mutando # in # + 2k la » si muta in » -+ 2 e la +' si muta in ¥’ + 1.

20) Calcolo la soluzione generale elementare U{w; h) dell’equazione omo-
genea corrispondente all’equazione data, soluzione che s’ottiene applicando
la. (48). Tenendo presente che ora & (&,/d,)" = 1%*= 10m+Mb _ 17+0 _ 10
(dove 0, e quindi 1° & una funzione periodica di periodo k), ¢ che & anche
AY = A, (in virtu della (43)'), la (48) da

Ulw; b) = &(@; h) A, + &(; h) 4,_,,

con v = [zfh], € (0 ... + o) e &(x; k), & (v; h) arbitrarie costanti per Pincre-
mento 5.

Poiché nel nostro esempio si sa risolvere 'equazione caratteristica dell’equa-
zione omogenea corrispondente (le radici sono -- %), dalla forma elementare di
U(z; h) possiamo ricavare Pespressione usuale della soluzione generale dell’equa-
zione omogenea corrispondente. Infatti, essendo, per quanto gia detto a 19),
A, =(=1)"=@)" =" =" per v=2', A, =07pery—2+1 ,

v

risulta che A, ha Iespressione:

P (—)

. T
i=

1
¥ = —
) =3

, T
A, = (2" + e

1
2

T
oh "’
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e analogamente

(0 — 1) L (0 — 1) A
. > + sen - se

A,_; = cos "

a6 — 1) (0 — 1)
2 b

riodiche di periode %, che U(w; k) si puo scrivere nella forma:

delle funzioni pe-

- 2] 70
Ne segue, essendo €os - ; sen —-, €os

U(z; ) = c?;l(w;h)-eosZ—z + @y h) - sen ze(0...+ o),

o2’

dove @,(@; h), @,(x; h) sono arbitrarie costanti per ’incremento %; quest’ultima
forma di U(z; b) & quella deducibile coi procedimenti usuali.
6.3. - Un’equazione del tipo (E,).

Risolvere Dequazione
ulw + 3h) — u(x) = @ (x>0, h>0).

10) Calcolo la soluzione elementare F(x; h) che s’ottiene applicando la (60).
Si ha ora (tenendo presente la (57) e la convenzione alla fine del n. 2.2)

I

8 7 o ,).‘ 0 _ 3 - o 7
As gr OZQ (_ 1) e (9) (S o Q) Er—p Ertogms = gr ( 1) (s__zr) E3r—s

(s=10,1,2,...,7—3),

somme in ciascuna delle quali tutti i termini sono nulli tranne quello (quando
esiste) pel quale 37 — s = 0: ¢io richiede che s sia multiplo di 3, cioé s = 3s’
(s’ intero), onde si ha

sl

29_) Exr—s = (— 1)28' <S,> ‘1=1, Aas'+1 = Aas’+2=0 ’

2

(3'=10,1,2,...,9"; o =[(v—3)/3] = [»/8]—1, »= [o/h]).

La soluzjione elementare, applicando la (60) e per z € (3h ... 4+ o), & quindi:

F(w; b)) = ﬁ‘s.l-{az — (38’ + 3)h}= z{m —(s' +1)-3h} =
= (v + 1) — (3/2)(»' + 1)(»' + 2)h,
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ossia
0, ze (0..30h—)
Fl@; h) =4 (' +1)32—3/2)0' + 2)h}, ' =[3]1—1, »= [a/k],
ze (3h... + o).
Per la verifica occorre tener presente che mutando @ in # + 3% la » si muta in
v+ 3 e la v si muta in »' 4 1.

20) Calcolo la soluzione generale elementarve U(z; k) dell’equazione omo-
genea corrispondente all’equazione data, soluzione che s’ottiene applicando la
(61). Tenendo presente che ora & (— @,/d)*" = 1% = 10M+Mm — 1v+0 _ 10 (go-
ve 0 e quindi 1° & una funzione periodica di periodo %), e che & anche A = 4
(in virth della (57)"), la (61) da:

v

Ulz; h) = (@ ) A, + &y(w; h) A, _| + &(z; hy-4, .,
con v = [z/h], # € (0 ... 4+ oo) e &l(a; h), &(x; k), &(x; h) arbitrarie costanti per
Pineremento .

Poiché nel nostro esempio si sa risolvere Pequazione caratteristica dell’equa-

. . . 1 .43 I .3

zione omogenea corrispondente (le radici sono1, — 9 -1 3{ y 1 \T) y
dalla forma elementare di U(w; h) possiamo ricavare Despressione usuale
della soluzione generale dell'equazione omogenea corrispondente. Infatti,
essendo, per quanto gia detto a 19),

A, =1 per » =3y, A,=0per y=3y+1e perv=23v 42,
risulta ehe (posto, per le tre radici cubiche di 1,

1 . V3 VA
Liy=1, 13,1=—‘2+27 1
si ha:

1
Ay =, (L, + 15+ 1) (=0,1,2..),
com’¢ facile provare. Ne segue:
1 . .
Av — 3 (11' + gizav/3 + 6—127:0/3) =

= ;[1 + {cos (27v/3) 4 isen (27/3)} + {cos (27v/3) — isen (20w/3)}] =

1 . 27y _l 2 J2nw l
=, [1+2,eos——3—J =, + 3COSlE (‘ﬁ—6>1.
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E quindi, procedendo in modo completamente analogo a quanto s’¢ fatto al
n. 6.2, 2°), si conclude che U(z; h) si pud scrivere nella forma

- 27w 2mw
Ulw; b)Y = @, (x5 k) + @u(w; h)-cos e 4+ @,(w; h)-sen T xe(0...+ oo0),

dove &,(@; ), @,(w; k), @y(x; h) sono arbitrarie costanti per lincremento h;
¢ quest’ultima forma di U(z; h) & quella deducibile coi procedimenti usuali.
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Sommario.

Si propone un certo metodo di risoluzione effettiva delle equazioni alle differencze [in
una variabile indipendente e con wn passo h (# 0)] lineari e a coefficienti periodici di
periodo k. Tale metodo & sempre possibile e del tutto elementare: la soluzione generale si
esprime in terming fintli e razionalmente mediante i coefficienti della equazione, la funsione
data f() e le funziond arbitrarie. In questa Parte I si suppone che la variabile indipendente
sia reale e si studiano le equazioni dei primi tre ordini.

Summary.

We propose a method for solving in an effective way linear difference equations [of an
indipendent variable and with a step h (5% 0)] having periodical coefficients with period h.
Such a method is always possible and compleiely elementary: the general solution
of an equation can be ewpressed as a rational function (with a finitenumber of terms) of
the coefficients , of the given function f(x) and of arbitrary functions. In this first paper we
suppose the indipendent variable is real and we study equations of the first three orders.






