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Biaxca MaxrFrreEDI (%)

Su l’esistenza e le proprieta

di certi moti periodici (Parte I). (*%)

1. - Introduzione.

In questa « Parte I» movendo dal concetto di «progressione di aritmeti-
citd » e dal conseguente concetto di «trans-accumulazione» (v. [11], e [11],),
si cerca di stabilire delle basi per un ampio studio su lesistenza e
le proprietd di certi moti periodici: precisamente, moti corrispondenti a solu-
zioni periodiche di una certa classe di equazioni differenziali non lineari, E™,
d’ordine » > 2 e con un termine forzante periodico di periode positivo non
nullo (v. n. 2).

Partendo da una progressione di aritmeticitd avente per generatrice una
soluzione x*(f) (di E™) limitata insieme alle sue prime n—1 derivate, e per
ragione 7, qui si precisano e si completano le affermazioni seguenti [11]:

1°) Le trans-accumulazioni (v. n. 4), sempre esistenti (v. n. 8), di tale
progressione di aritmeticitd, sono tutte soluzioni di F™.

2% Queste trans-accumulazioni quando sono in numero finito m ( > 1),
e soltanto in tale caso, sono tutte periodiche ed hanno lo stesso periodo
minimo m7 .

3% Le precedenti trans-accumulazioni periodiche risultano limiti di al-
trettante progressioni di aritmeticita, di generatrici ordinatamente z*(z),
o*(t 4+ 1), .., oF({E + (m— 1)7) e tutte con la stessa ragione mr.

Considerando i moti corrispondenti alle sopraddette trans-accumulazioni
periodiche, che diremo « moti periodici di B », si ha quindi:

Un moto periodico di E™ & sempre approssimato da infiniti moti di E™
formanti una progressione di aritmeticitd avente per generatrice una delle
precedenti funzioni #*(f), «*(¢ -+ 1), ..., *{¢ + (m— 1)) e la ragione mr.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Parma, Italia.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del Gruppo di Ricerca n. 1 del Comitato
per la Matematica del C.N.R., per Panno 1969-70. — Ricevuto il 12-XI-1969 .
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Poicheé Vintero positivo m, definito in 2°), dipendera, in generale, dalla parti-
colare soluzione x*(¢) scelta, si conclude (come in [12],):

Un’equazione differenziale E‘™ pud avere contemporancamente dei mots
armonict (caso m = 1) e dei moti subarmonici di diversi periodi minimi (in corri-
spondenza a distinti valori di m > 1).

2. - 1l considerato problema di Meccanica.
Si abbia un’equazione differenziale, di ordine » > 2, della forma
En: @™ () + flat), B0, ..., @TOE) = (D), tely, -+ oo),
dove:
1% Lie funzioni
(1), x1(1) ™I, 2™(1)

sono ordinatamente la funzione incognita e¢ le sue prime n derivate.

2% Le funzioni

g, gy eory Upey) con 4, € (— co, - oo} (r=0,1, .. 2—1)
o(?) con t €(ty, -+ oo)

sono date funzioni che si suppongono univoche e reali, continue e lipschitziane,
ed ancora ¢(t) si suppone periodica e di periodo minimo v (> 0).

Inoltre, nell’istante iniziale t,, fissato nello spazio totalmente illimitato
(to 5 Uy y vy Up—y) UN PUNLO Ag== (gg, gy ..., @gn-1), €, i coOrrispondenza, fissate
per la funzione incognita (f) le condizioni iniziali

(0) () = @y, 2V (ly) = ay , ceey TP () = Agp-1 ,

si suppone che la data funzione f(uy , %y , ..., Uny) Sia tale che il problema indivi-
duato analiticamente dall’equazione B™ ¢ dalle condizioni iniziali (0) abbia
i (fy, + o) una ed una sola soluzione dipendente in modo continuo dai dati
imiziali.

3. - Le progressioni di aritmeticita dell’equazione ",

Le progressioni di aritmeticita gia studiate in generale nel lavoro [11],,
avranno qui per « generatrice » una soluzione a(t) dell’equazione differenziale
E™ e per «ragione» il numero v [> 0, periodo minimo del secondo membro
@(?) di ], cio¢ saranno della forma:

() ,: (), «@--7), @t+2t), .., -+,
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Tali successioni si diranno brevemente le progressioni di aritmeticita della
equaztone E™,

(Nel seguito la frase « progressione di aritmeticita » verra abbreviata scri-
vendo: pr. di ar.).

Si nota subito che le varie funzioni di (z). sono tuite soluzions di B™ ¢ quin-
di le varie pr. di ar. di ™ sono dei particolari imsiemi di soluzioni di B™.

Vale in primo Iuogo il teorema seguente (cfr. [11],, p. 152):

Teorema («). «Se la soluzione x(t) di E™ é limitata e uniformemente con-
tinua nell’intervallo (¢, , --co), allora lapr. diar. (x), di B ha almeno un’accumu-
lazione (continua) in qualungue intervallo limitato (t,, 7) con t, << T << + co.»

4. « Le trans-accumulazioni di una pr. di ar. di E™,

Dal precedente Teorema (e¢) discende facilmente la seguente

Osservazione. Detti T, T' due istanti, con t,<<T << 1", la pr. di ar.
(), ha nell’intervallo (t,, T) almeno un’accumulazione che prolungata convenien-
temenie per continuitc dd wun’accumulazione nell’intervallo pit ampio (t,, T°).

Invero, detta « A(t), t€ (t,, T') » un’accumulazione di (), in (4, I"), se ne
consideri la sottofunzione « A(t), t € (4, , T) »: quest’ultima & certamente accu-
mulazione per (x), in (4, , T') e si prolunga con continuitd in (¢, , 7") nell’accumu-
lazione considerata inizialmente.

I’osservazione ora fatta ed altre ragioni, che si comprenderanno nel seguito,
inducono a porre (v. [11];, p. 60) la seguente

Definizione. Dato un insieme .7 di funzioni, di una variabile ¢, univoche
e reali in un intervallo (f,, + oo), una funzione « A(t), 1€ ({,, -+ oo0)», appar-
tenente o no ad £, si dirh una «trans-accumulazione dell’insieme .#» quan-
do ogni sua sottofunzione « A(t), t € (fy, T)» con t,<< T < + oo, & accumu-
lazione di 7. (Naturalmente, al diagramma di una trans-accumulazione spettera
pure il nome di trans-accumulazione.)

Il precedente Teorema () si pud, quindi, presentare nella forma seguente:

Teorema (). «Se la soluzione =(f) di B™ ¢ limitata e uniformemente
continua nell’intervallo (4, + oo), allora la pr. di ar. (x), di E™ ha in (, -+ oo)
almeno una trans-accumulazione (continua). »

Ti bene qui tenere subito presente che una trans-accumulazione puo essere,
e anche non essere, un’accumulazione in (f,, -~ oco) (3).

(®) A questo proposito sono espressivi i due csemypi indicati in [11], (pp. 60-61).
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Con il concetto di trans-accumulazione il teorema V di [11], (p.157) si
enuncia allora cosi:

Teorema (f). «Affinché la pr. di ar. (), abbia in (f,, -+ co) un numero
complessivo finito m (> 1) di trans-accumnulazioni distinte, & necessario e suf-
ficiente che (), abbia una trans-accumulazione periodica di periodo mr e,
quando & m >1, non di periodi 7, 27, ..., (m~—1)7.»

3. - Ricerca delle soluzioni periodiche dell’equazione E™.
Premetto il seguente

Teorema I. «Se esistono delle soluzioni periodiche per 'equazione dif-
ferenziale ™, i periodi (positivi) minimi di tali soluzioni appartengono neces-
sariamente alla successione

T, 21, 3,

Inoltre, se #(t), 1€ (f,, -+ o0) € una soluzione periodica di periodo mi-
nimo mt, con Pintero m >1, le m funzioni

w(t), =t -+7T), T +27), .. -+ @@Wm—1DT)

sono tutte soluzioni distinte e periodiche di E™. »
Per la dimostrazione rimando a [11]; (p. 62).
Nel seguito indicherd con

z*(8), tety, -+ o0)

una soluzione (eventuale) dell’equazione differenziale E™, soddisfacente alla
proprietd di essere «limitata in (f,, + co) insieme alle sue n— 1 prime deri-
vate ». Dird condizione €* una tale proprieta.

Teorema II. «Le trans-accumulazioni (sempre esistenti) di una pr.
di ar.

(2%):: aHt), oMt ), a4 20),

sono tutte soluzioni, in (f,, -+ oo), dell’equazione differenziale E™ e soddisfano
la condizione %*. »

La dimostrazione di questa affermazione ¢ data in [11];.

Associando al Teorema II il precedente Teorema (f) si ottiene facilmente
il seguente
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Teorema JII. « Affinché un’equazione differenziale E® abbia delle so-
luzioni periodiche & necessario e sufficiente che esista una pr. di ar. (z*), di
E™ con un numero complessivo finito di trans-accumulazioni distinte. »

Dal Teorema ITT, tenendo presente il Teorema I, si ha il

Teorema IV. «Se esiste una pr. di ar. (z*), dell’equazione differen-
ziale B™ con un numero complessivo finito m (>1) di trans-accumulazioni
distinte, e se £*(#) (3) & una di queste trans-accumulazioni, allora le m trans-
accumulazioni distinte sono

&X(1), E¥(t -+ 1), cey &5t + (m— 1)7);

esse sono tutte soluzioni periodiche di E®™ ed hanno lo stesso periodo
minimo mz. »

Osservazione. Quando ’equazione differenziale E™ ha pitt soluzioni
soddisfacenti Vipotesi del Teorema IV, e gli interi positivi m corrispondenti
sono fra loro diversi, allora, si possono avere contemporaneamente, per I’equa-
zione differenziale I™ soluzioni armoniche (di periodo 7) e soluzioni subarmo-
niche (di periodo minimo un multiplo di 7). Cid ¢ convalidato dagli interessanti
esempi dati da J. L. MAsserA in [12].

A complemento del Teorema IV si pud aggiungere:

Nella ipotesi del Teorema IV, le m successiont

x*(¢), ¥t -+ mt), a*(t -+ 2mr),
x*(t + 1), (it -+ (m 4+ 1)7), ¥t + 2m 4+ 1)7), ..,
¥t 4+ (m— 1)1), ¥t - (2m— 1)7), x*(t + (3m— 1)7),

fche sono tutte pr. di ar. aventi per generatrici ordinatamente le funzioni:
o*(t), *(E + 1), vy &FE 4~ (m— 1)7) & aventi tutti la stessa ragione mz] sono
convergenti, ed i limiti sono proprio le m soluzioni periodiche distinte aventi lo
stesso periodo minimo mt.

(®) Una trans-accumulazione di (z*), , in quanto & una funzione che soddisfa la con-
dizione €* (cfr. Teorema II), & pure contrassegnata con asterisco.
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Cid discende dalla dimostrazione del precedente Teorema (B) [cioe da quella
del teorema V di [1], (p. 157)].

I utile sottolineare che dalla conclusione precedente risulta:

Un cventuale moto periodico di B™ ¢ sempre approssimato da infiniti moti,

della stessa B™, formanti wna progressione di aritmeticitd, avente per gemeratrice
una delle precedents funzions % (1), &*(t-+7), ..., a*({E-+(m — L)1) ¢ per ragione mt.
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Summary.

Moving from the concept of < progression of arithmeticily > («bbrev. pr. of ar.)
and from the one of < trans-eccumulations, we are studying the pr. of ar. (a?*)T
generated from a solution x*(t) limited (together with its first n—1 derivatives) of
a n-order nonlinear differential equation H'™. Here we want to precise and complete the
following results we have obtained in [11]:

i) The surely ewisting trans-cccumulations of such pr. of ar. are all B™ solutions.

ii) These trans-accumulations, if in m-finite number (m>1), and only in this
case, are all periodic solutions and besides they all have the sawme minimun period mx,

iii) The m-periodic trans-accwmulations are the limits of m-pr. of ar. having as
generatriz respectively: o*(1), @*(t-+7), .., @%*(t -+ (m—D7), and having all the
same M7T reason.






