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Mario A, Puerist (%

Intorno alle funzioni reali semicontinue
che sono limiti di successioni monotone

di funzioni continue. (*%)

Intreduzione.

Gli spazi topologici perfettamente normali, come & noto (cfr. [1], [4] e [5]),
vengono caratterizzati dal fatto che in essi ogni funzione reale semicontinua
¢ limite di una successione monotora di funzioni continue.

Cid induce a porre la questione di riconoscere quali siano le funzioni reali
(semicontinue) in uno spazio topologico qualunque che risultino Limiti di sue-
cessioni monotone di funzioni continue. Qui si di risposta a questa domanda
stabilendo che se f & una funzione reale sullo spazio topologico E, tale f risulta
limite di una successione monotona di funzioni continue se e solo se essa & semi-
continua nella topologia definita su & da un « écart » tale che la topologia da
questo dedotta su I sia meno fine di quella di Z.

La caratterizzazione degli spazi perfettamente normali di cui sopra con-
segue in modo ovvio assieme ad una caratterizzazione degli spazi topologici
pseudocompatti secondo Hmwrrr (cfr. [2] e [5]).

1. — Premettiamo, in una possibile versione, un risultato sostanzialmente
noto relativo a successioni di funzioni continue.

Proposizione 1. Sia (B, T) uno spazio topologico ¢ sia (fu).en una suc-
cessione di funzionti reali continue definite in E. Allora esisie una semidistonza @

(*) Indirizzo: Istituto di Analisi Matematica, Universitd, 70100 Bari, Italia.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito dei Contratti di Ricerca del Comitato Nazionale
per la Matematica del C.N.R. per il 1968-69. — Ricevuto: 9-XII-1969.
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su B () tale che, denotate con G, la topologia su B definita da d, risulta che:

1% ogni f, é (umrformemente) continua in E per G,

29 G, ¢ meno fine di G.

Dimostrazione. Posto, per ogni (2, ¥)eZ xUE,

&1 | fule) = fult) |
nw= 0 2n 1 + ‘jn(’r) - /n(y) ‘

A, y) =

si riconosce facilmente che la funzione reale d cosi definita & una semidistanza
su 7 ().

Dopo cid, per un ¢ R¥ | sia 6 = inf (¢/27+1, 1/27+1) con neN prefissato.
Se, allora, « ed y sono elementi di ¥ tali che d(«, y) << 6, risulta

I I fn(g:) - fn(y) l

= é
2n 1 + lf"<.%') - fn(y) I <

e, quindi,

lf7z(w)—fn(fl/) I< 270 ‘f” 29 l f”(w) "“fn(y) [ <§ ‘f— % I fn(m)“‘f'n(:’/) !

e, poi, I Fal@) — fuly) [ < e
Si ¢, cosi, dimostrato che ogni f, & (uniformemente) continua in F per G,.
Inoltre, se z€ F e re R} , si assuma p €NV tale che per ogni y € I si abbia

< 1 } fn(w) - fn(:’/) 1 r

f==p-1 2—” 1 + lfn(w) - j’n(y) ; 2 )

Per la continuiti di ogni f, in (X, G) esiste un intorno ¥V di # in (&, B) tale
che per ogni ¥ € V si abbia

i l ‘ fn(w) - fn(y> I 1
201+ [fule) — ful) | 27

n=0

(1) » Eeart « secondo BOURBAKI e altri Autori.
(?) Si tenga presente che, denotata con ¢ Vapplicazione di R, in R definita ponendo,
per ognl xR, @) = 2/(1 + x), ¢ verifica le seguenti due condizioni:

z, yeRy, o<y = o) <oy), = yeR, => g+ y)< p®) + o).



[3] INTORNO ALLE FUNZIONI REALI SEMICONTINUE ... 83

Dunque, per ogniy € V si ha d(w, y) < r, cioé V & contenuto nella sfera aperta
di centro # e raggio 7. Da qui consegue che T, ¢ meno fine di G (3).
T di particolare utilith la successiva

Proposizione 2. Sia H un sotiospazio wvettoriale dello spazio vettoriale
F (B, R) delle funzioni reali sullinsieme E chiuso per la topologia della conver-
genza uniforme sw B e sia(f,),cn una successione monotona crescente di elementi
di H avente fe F(E, R) come limite e verificante la condizione segquenie:

(%) HMeR;3VneN: fan—Tfa< M1,
Allora, esiste wna successione monotona crescente (¢,),cy i elementi di H avente
ancora f come suo limite e verificante le condizioni seguenti:

1) VaeN: f,<g,,
2YveN, g, =f, => VaoelN, v<an: f, =1

Dimostrazione. Sia (e,),cy una successione monotona decrescente di

<o
numeri reali positivi e non maggiori di 1, tale che la serie > ¢, sia convergente.

L] n=0

La serie D ¢ (furrtr — futr)y €85e0d0 i (furits — furs) < € M1, per ogni
k=0

keN, & uniformemente convergente. Pertanto posto, per ogni n €N,

(1) - z (7 (,fn+k+1 - fn+l:) ’

a causa delle ipotesi fatte su H, risulta ¥ € H. I, inoltre,

== _z Crmn * (fra— fr) < z fL+1

k=n
w0
donde, essendo convergente la serie Y (fii— fi), risulta
k=0

lim f* =0

n-—> 0

AN
(*) Si noti che il risultato precedente, con dimostrazione consimile, sussiste nel caso
piu generale in cui ciascuna f, assuma valori in uno spazio semimetrico (I, , d,). Ba-

sterd assumere in tal caso, per ogni (z,y) € Ex I,

x, y)

i 1 dy(ful@), fuly))
o 20 1+ dy(ful®), 1)

Una siffatta presentazione consente, ad esempio, di riconoscere la metrizzabilita
dello spazio prodotto di una successione di spazi semimetrici.
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Pongasi, per ogni nel, g, = f, - ¥ . Evidentemente, per ogni nelN &
g» € H ¢ anche, a causa di (2) e delle ipotesi, lim g, = f e f, < ¢, per ogni n € N.

n—>co

R, inoltre, per ogni n N,

gn = ],n + Z 87; : (fn'{-k—\‘—len-i'lc) <
k=0

o0 ©
<fa o (farn— 1) + z e (favris — Fuir) < o + Z et (fotnsats — Faton)
k=1 k=0
< fn+1 + z 6r * (f(n+1)+k+1—f(n+1)+k) == fata + f:;:_l = Gty -
k=0

Dunque, 1a (¢,.),cy ¢ monotona crescente.

Da ultimo, sia v €IV tale che g, = f,. E, allora, ¥ =0, e, quindi, a causa
di (1), fopres = foge Per ogni keN. Pertanto f,=f, per ogni #cIV tale che
y<n e, quindi, f = f, per » <.

Osservazione 1. Nelle ipotesi e con le notazioni della Proposizione
precedente, se, di pin, esistono ceR e f &R tali che

Vaecl: a<flz)<<p, VaeN: oal, <f.<p1,,
allora si ha anche che
VnelN, VoeE: a<yp,(z)<<p.

Una conseguenza della Proposizione precedente viene indicata nel succes-
sivo

Corollario 1. Se F ¢é uno spazio topologico, affinché ogni funzione reale
semicontinua inferiormente in E sia limite di una successtone monotona crescente
di funzioni reali continue in I, occorre ¢ basta che cio accada per le funzioni reali
semicontinue inferiormente che somo limitate inferiormente in E.

Dimostrazione. La necessith & ovvia. Proviamo la sufficienza. Sia
f una funzione reale semicontinua inferiormente in ¥ e sia ¢ = ¢ o f, dove
p: R—]—1, 1[ é definita nel modo seguente

&

VWER: (P(w):—:m.
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2]
<t

La @ ha come inversa la : ]—1, 1[ — R definita nel modo seguente

Vae]—1,1[ p@)=r——

@ | :

La g, al pari di f, & semicontinua inferiormente i B ¢ per ogni » € I risulta
—1 << g@w)<<1l. A causa delle ipotesi, esiste, allora, una successione mono-
tona crescente (¢,).cy di funzioni reali continue in Z che ha g come suo limite ¢
supponiamo, come & lecito, che per ogni # eV risulti —1, <y, <1,.

Per ogni neN risulta, allora, ¢, — ¢, <2-1,. A causa del risultato della
Proposizione 2, €(I, R), insieme delle funzioni reali continue in B, essendo chiuso
per la topologia della convergenza uniforme, esiste una successione monotona
crescente (h,),on di funzioni reali continue in X tale che lim &, = ¢ e ¢, < h,

n— 0

per ogni # € V. Bvidentemente, per quanto & stato notato nell’Osservazione 1,
per ogni 7 € N e per ogni @ € F risulta — 1 < k(@) < 1. Dopo cid, posto, come &
lecito, f, == p o hy,, 18 (fa),ey ¢ una successione monotona crescente di funzioni
reali continue in I convergente ad f.

Sussiste P'ulteriore risultato dovuto a . BAIRE:

Proposizione 3 (R. BARE). Sia d une semidistunze sw uh insieme
B, sia A una parte di B e sia f: 4 — R una funzione reale definita tn A, Wi
semicontinua inferiormente e limitata inferiormente da un numero reale M. Allora
esiste uma successione monotona crescente (Pu),eny i funziond reali definite in B
verificante le condizioni sequenti:

19 VaeeN: M- -1, <@,
200 V(w, y) eBXE, VaeN: |p2)—e.y) | <nde, y),

39 lim(pn]A =f.

n—>o

Dimostrazione. Pongasi, per ogni €N e per ogni zekl,

@a(®) = inf (f(2) + n d(z, 2)).
zEA
Evidentemente si ha che
Vaecl: M <pr) <@uule).

Sia (z, y) e EXE e sia n €N. Per ogni z € A risulta

f&) + n d(x, 2) <f(2) +n d(y, #) + n d(=, ¥)
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e, quindi,
Pu(®) < @aly) + 0 dlw, ).

Analogamente, risulta
Puly) < @al@) + 0 dlz, y)

e, quindi, I(Pn(w)_(pn(y) ! <n d(w, y).
Restano cost provate 1°) e 2°). Al fine di riconoscere la 30) osserviamo, in
primo luogo, che

Vzed, VachN: pal2) < f(2).

Sia, ora, € A e sia ¢ RY¥. Essendo # semicontinua inferiormente in 2,
esiste un & € R tale che per ogni © € 4, con d(z, 2) < d, risulti f(2) — (£/2) < f(2).
Sia v €V tale ehe

J2) — (ef2) — M
é

e sia » <n. Se # ¢ un arbitrario elemento di 4 ed & 6 < d(z, 2), risulta
f&)—(/2) < M +n 6 < f(®) + n 6 < fle) +n Az, 2),
mentre, se & d(z, 2) << J, risulta
1&)—(2/2) < f(o) < fl@) + n d(z, 2).

In ogni caso ¢, allora, f(2) — (¢/2) < f(z) + » d(», ) e anche, a causa del-
Darbitrarvietd di @, f(2) — e << @a(2). Questa, assieme alla (1), prova lasserto.

Corollario 2. Se d: EXE — R ¢ una semidistanza sull’insieme B ed f
¢ una funzione reale semicontinua inferiormente in B, esiste una successione
monotona crescente di funzioni reali continue in I convergente ad f.

Dimostrazione. B ovvia conseguenza del risultato del Corollario 1
e della Proposizione 3.

Osservazione 2. Scambiando f in —f e semicontinuitd inferiore con
semicontinuitd superiore, il Corollario 2 pud enunciarsi sostituendo semicon-
tinuitd inferiore con semicontinuitd superiore, crescenza della successione
ivi prevista con decrescenza della stessa.
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2. — Abbiamo, ora, i mezzi per dimostrare il

Teorema. Sef ¢ una funzione reale sullo spazio topologico (B, B), le se-
guents due proprieta sono equivalenti:

a) f é limite di una successione monotona crescente di funzioni reali continue
in B (e, quindi, { é semicontinue inferiormente in B per G);

b) esiste una semidistanza d su B tale che, detta G4 la topologia su B dedot-
ta do d, G, risulia meno fine della topologia G di B ed f ¢ semicontinua inferior-
mente in B per Tg.

Dimostrazione. a)=>Db). Consegue dalla Proposizione 1.

b) = a). T ovvia conseguenza del Corollario 2 non appena si tenga presente
che, essendo G, meno fine di G, f, che ¢ limite di una successione monotona
crescente di funzioni reali continue in F per G,, ¢ limite di una successione
monotona crescente di funzioni reali continue in # per G.

Osservazione 3. Scambiando f con — f, anche il risultato del Teorema
precedente pud enunciarsi sostituendo semicontinuitd inferiore con semicon-
tinuitd superiore, crescenza con decrescenza.

Dal Teorema precedente, in riferimento a spazi topologici perfettamente
normali, consegue una possibile dimostrazione di un risultato ben noto che ca-
ratterizza la perfetta normalitdh (cfr. [7]; oppure [1], p. 299):

Corollario 3. Se Il ¢ uno spazio topologico, le seguenti due proprieta
sono equivalents:
a) E é perfetiamente normale,
b) ogni funzione reale semicontinua inferiormente in B ¢é limite di una suc-

cessione monotona crescente di fumzioni reali continue in L.

Dimostrazione. a)==>D). Sia f una funzione reale semicontinua
inferiormente in F e sia B una parte numerabile ovungue densa della retta
numerica. Per ogni beB sia

U, :}(] b, — D .

Poiché f & semicontinua inferiormente in E, U, ¢ aperto in I e, quindi, a
causa di a), esiste una funzione reale g, continua in F assumente valori in [0, 1]
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—1 —1
tale che p,(1) = B,(U,), cioé (G ({1})) = U,. A causa della Proposizione 1,
esiste mma topologia G, di spazio semimetrico su  meno fine della topologia
T di E per la quale ogni ¢, ¢ (uniformemente) continua. Da cid segue che ogni
U, & aperto in F per G,.
Ora, se ¢ & un qualunque numero reale, essendo B ovunque denso in R,

risulta

-1

fda, =D = uv U,

vEsN]la, =1
-1

e, quindi, /([ @, —[) ¢ aperto in F per G, il che, a causa della arbitratiera di a,
prova che f ¢ semicontinua inferiormente in E per G, e, allora, la b) consegue
dall’implicazione b)==2a) del Teorema.

b)==-a). Sia ¢ un arbitrario insieme aperto in . A causa di b) esiste, allora,
una successione monotona crescente di funzioni reali continue in ¥, che si pud
sempre supporre assumano valoriin [0, 1], convergente a ¢, . Cid, notoriamente
(cfr. ad esempio [1], Prop. III), equivale alla perfetta normalith di Z.

Un’ulteriore conseguenza del Teorema viene indicata nel successivo, gid
noto,

Corollario 4. 8Se (E, T) ¢ uno spazio topologico pseudocompatto secondo
E. Hewitt (Y) ed f é una funzione reale definita in B limite di una succes-
sione monotona crescente (decrescente) di funzioni reali continue in B, f ¢ dotata
di minimo (massimo) valore in X,

Dimostrazione. Consegueda a)=-b) del Teorema se si osserva che,
E essendo pseudocompatto, (F, B,) lo & del pari poiché i,: (I, B) — (B, B,) &
continua. Ulteriormente, uno spazio semimetrico pseudocompatto & (numera-
bilmente) compatto e, da c¢io, la tesi.
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Summary.

Conditions are given characlerizing veal functions on topological spaces which are

limits of monotone sequences of continuous functicns.






