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Giacomino BarTrioxi (%

Su una generalizzazione

delle funzioni iperboliche e delle funzioni cireolari. (**)

1. — Le ben note espressioni delle funzioni iperboliche e delle funzioni
circolari mediante la funzione esponenziale si possono scrivere nella forma

L - 1 [elx e~ 1z b . 1 ele el .
(1) CO8 w~—-2~ 'F)er s sen m-—«-'z‘ blwl‘_}_’(’:“j—); M
9 . 1 eix e—ix L 1 eiz e~z
2) cosy = 3\ + iR sen ¢ = A + ——(_ 0

dove sono messi in evidenza i numeri 1 e —1 (radici quadrate dell’anitd posi-
tiva) e i numeri 7 e — ¢ (radici quadrate dell’unitd negativa). La forma dei se-
condi membri delle (1), (2) suggerisce la seguente naturale generalizzazione delle
funzioni iperboliche e delle funzioni eircolari.

Essendo # un generico intero > 2, considero le radici n-esime dell’unitd
positiva e le radici n-esime dell’unitd negativa, che indico rispettivamente coi
simboli

(3) 1

(4) 1

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, 43100 Parma, Italia.
(**) Riecevuto: 15-XI1-1969.
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e pongo:
1 [eln1* ela,2?® elnn® 1 2 el
(5) Cosh, @ =~ | —— 4 —— + .. F | == ——,
% ln.l ]n,‘.z Tnm L ]n,p
(6) 1 {elna® eiz,zm , \ eTn,n‘lc 1 i eln,p®
COS,, 1. & == — = T T e T oI | B =
’ n \ Iny Ine nn n5? Ins

essendo &k =0, 1, 2, ..., n— 1. Chiamo poi le (5), (6) funzioni iperboliche e fun-
zioni circolari generalizzate, e precisamente chiamo la (B) coseno iperbolico,
di classe n e di ordine &, di x, ¢ 1a (6) coseno (circolare), di classe n e di ordine F,
di x [si vedrd in seguito (v. n. 4) che & ¢ Pordine di infinitesimo, per & — 0,
della funzione sbessa].

Risulta cos, in particolare,

cosh @ = cosh,, 2, senh & = coshy;  ;
COS & == €08y @, SeN @ = €08y, & .

Nel seguito di questo lavoro si vedrd che le formule notevoli, relative alle
ordinarie funzioni iperboliche e funzioni circolari, si estendono, opportuna-
mente, alle funzioni iperboliche e funzioni circolari generalizzate.

2.1. — Le ben note identitd che si possono scrivere nella forma

coshz + 1 senh x = ¢l=, cosh # 4 (—1) senh & = e1=;
cos o +isenax =e®, CoOsS @ -+ (— i) senx = e~
8i generalizzano nel modo seguente:
(7)  cosh,o@ + 1, , cosh,; @ + 15 cosh,, ® + ... + 17,7 cosh, ,; & = e'nr”,
(8)  €OS,q® 41,5008, 4 + 1) €08, @ + ... + 17,708, g @ = el_m’,
(p=1, 2, ..., n).

Dimostro 1a (7). Per la definizione (5), il primo membro della (7) ha Uespres-
sione

1%, ene®

n—1 ' n=l
Se 1, cosh, 4 = EO:L Tnp = 2

T 9
L
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o anche, cambiando Yordine delle sommazioni,

n-—1 ) 1 » n—1 Ton)®
Zh ]1‘;1) COShn b = zq @lnnqx zk * .
n : ’ n T S 1

Ny

Ma qui nel secondo membro l1a somma interna ¢ diversa da 0 solo per ¢ =p, e
vale in tal caso n. Si ha quindi semplicemente

-1
(9) Zk 11,:,1; GOShn,k X == elﬂ'px ’
[}
che & proprio la (7) scritta in forma compatta.
Analogamente si dimostra la (8).
2.2. — Le ben note identita fondamentali che si possono scrivere nella forma

cosh x senh = cos & sen
foand 1 = 1 )

7
senh @ cosh x — sen & cos

si generalizzano nel modo seguente:

eoshn,0 @ eoshn’1 @ cosh, , ¥ coshn’n_]L x
cosh, . @  cosh,,x cosh,,’1 x cosh,,,,,_2 @
{10) (3oshn,n_2 x cosh,,’,,_1 @ coshyo @ CoSh, g @ | = 1,
cosh,,,1 @x cosh,,’.2 @ cosh,,’3 @ coshn’o x
COS, o @ COSp s & COSp o @ COSp oy @
— €08, p—y @ COSnp & COSny @ COSp py &
(11) ~— COSp n-g & — CO8y 0y & COS, o & COSp 3 & | == 1,

—CO0Spy &  —— €GOS, , —CO0Spa & ... COSy o &
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dove i primi membri sono determinanti circolanti, rispettivamente di prima e di
seconda specie.

Accenno alla dimostrazione della (10). Mediante la teoria dei determinanti
circolanti si prova che 1a (10) & equivalente alla

n
H,, z,v " recosh,  w=1,

la quale pud ottenersi moltiplicando membro & membro le (7) e tenendo conto

n

n
che é H'I elna® —— &° f‘q Ing 1.
1

Analogamente si dimostra la (11).
Ad esempio, per n» =3 si ha, sviluppando i determinanti,

cosh} @ 4 cosh? @ -+ coshi, & — 3 coshy o cosh,; # coshy, & = 1,

CO8; o & — cos, , & + CoS; , & + 3 COS3q &GOS ; & COSyp & =1 .

2.3. — Le ben note formule di addizione si generalizzano nel modo seguente:

n—1
(12)  cosh,: (z + ¥) 2; cosh,, ; @ €oshy iy + 3, cosh, ; © cosh, iy ¥/,
k41
k n—1
(13)  €OSnx (@ -- Y) = 3, €08, 1 & COSy 1y Y — D, COSy 1 @ COSy niis U
0 k41

dove nei secondi membri va inteso che la seconda sommatoria sia priva di ter-
mini qualora si abbia k 4+ 1 >n—1.
Dimostro la (12). Per definizione si ha

1 n elnptv) n 1
cosh,; (@ +9) =~ >, —F— = z » o €% glnpY
n T 1 T Jpo

Applicando la (7) segue

1 n—1
Gosh,,’,c ( +y) = - Z (zz "y cosh, @ Z’" 1 cosh,, m J)

Z wl,3" osh, @ cosh, my ,
D 0

I o

v-MS
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o anche, cambiando Pordine delle sommazioni,

]‘ n—1 n

cosh, ;. (# + ) = - > m cosh,, @ cosh, Y > 1::;’“"‘.

] 1
Ma qui nel secondo membro la somma interna & diversa da 0 solo quando V'in-
tero I - m— & ¢ un multiplo di », e cio¢ per I +m—k =0,0l +-m—k=mn
(essendo questi i soli easi possibili), e vale in tali casi #. Segue allora facil-
mente la (12).
Analogamente si dimostra la (13).
Ad esempio, per n =3 si ha, scrivendo per esteso le sommatorie,
cosh; o(7 - ) == coshyp @ coshy oy + cosh, 1 @ coshy, ¥ + coshy , @ coshy; ¥
1 coshy (% + y) = coshsp @ coshy, ¥ + cosh,; @ coshy oy + coshy, @ coshy, ¥
coshy o(@ -+ y) = coshy, coshy» Y -+ cosh,, @ coshy; ¥ + cosh, » @ coshy, ¥,

€085 o( + Y) = €083 & COS3 oY — COSyy & GOy § — COSyy & COSg1 Y

08y 1(& - Y) == OS50 & COSg1 Y ~+ €083 & G089 Y — COSp & COSz Y

COS3 5(@ ~+ Y) == COSy o & COSg 5§ -1 COS3 1 & CO8y1 Y 4 00855 % COS30 ¥ -

3.1. — Sussistono le seguenti formule di derivazione:
D, eosh,,,o T == cosh,,’n_l z, D, coshn’k & = GOSNy, oy @ (k =1, 2, ..., n — 1),
D, €08y & === COSp nq &, D, COSy g & == COSy 1mqg & (=1,2,..,n—1)
Si stabiliscono poi facilmente le formule di derivazione successiva per le
funzioni considerate.
3.2. — Dal n. precedente segnono le relazioni differenziali
D? cosh i &= eosh,,’,c @ (k =0,1, 2, ..., n—1).

Le funzioni iperboliche di classe n sono dunque soluzioni dell’equazione
differenziale

(14) Yy (@) —y(@) =0,
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ed anzi ne sono un sistema fondamentale di integrali, dato che il loro wronskiano
¢ il determinante figurante a primo membro della (10). L’integrale generale
della (14) si pud allora scrivere

n—1

?j(m) == zk C: OOShn,k €,
o
essendo ¢y, ¢, ¢, ..., ¢,-, delle costanti arbitrarie.
Partendo invece dalle relazioni differenziali

Dieos, @ =—cos,, & (k=0,1, 2, .., n—1),

si ragiona analogamente per le funzioni circolari di classe # in relazione all’equa-
zione differenziale
y(@) 4 y(@) =0

4. — Sussistono i seguenti sviluppi in serie di Mac Laurin:

l ”;k N mk+n mk-{-Qn | wk+hn N
SNy & = — B aes
(15) COSta EY (k4 w)! + (5 4+ 2n)! + Yok ) d
ok pktn | pkt2n N 1 , apkthn
X = — — —.. el ) L —
(16) CO08n 2 kU (k) T (k- 2n)! 1) (k + )l +

Dimostro la (15). Per espressione di ¢* come somma della serie esponen-
ziale, dalla definizione (5) si ha:

1e 1 ote (1,2

cosh, @ = — >, — D,
’ T e T v!

o anche, cambiando 1’ordine delle sommazioni,

wl‘

v—k
PR

1+
COSh" X = — Z'v
, n 4

HM:

p!

Ma qui la somma interna ¢ diversa da zero soloper » — &k = hnconh = 0,1, 2, ...
e vale in tal caso ». Si ha quindi semplicemente

akthn

+ oo
eosh,r2 = >, ———
¥ Ozh (k- Ia)!’

che & proprio la (15) scritta in forma compatta.
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Analogamente si dimostra la (16).
Ad esempio, per » =3 si ha:

[ coshgomw = 1 4 (@3/3!) + (2°/6!) -+ ... -+ (a*/(3h) N+

{ coshy; » = (/L) + (24 4- (@77 + ... + (a)1+3"/(1 + 3h) !) + ..

| coshy, @ = (¢%/21) -+ (&5 ) + (2*/81) + ... + (z20)(2 + 3R)!) + ...,
[cosgow = 1 —(a%31) -k (@61)— ... + (—1) (a*(BR)1) + ...
€08y, @ = (@ [L1) — (@if41) + (@[T 1) — oo + (— 1) (2¥94(L + 3R)!) +

| cosgp @ = (0221) — (#°/5!) + (@*/8]) —... +(—1) (a*/(2 + 3h)Y) + ...

Dalle (15), (16) si vede chiaramente che le funzioni cosh, , z e cos, , # per
x reale assumono valori reali, e che per # — 0 sono infinitesime di ordine k.

5. — Le ben note relazioni
cos ¢ = cosh iz, sen ¢ == i-1senh ix,
si generalizzano nel modo seguente:
@n €08, @ == (1, ,)7* cosh, x(1, , ) (p =1, 2, ..., n).

Dimostro la (17). Fissata una radice in,,,, le (3), (4) possono pensarsi ordi-
nate in modo tale da aversi

ln’q = in‘:n 1., (q == 1, 2, ceny ’H»).

Si ha allora, per la definizione (6),

elnp In,g® — 1 2, elngliy,po)

n
3~ Wy S

COS, p & =
’ ln sp Tmy q) e

Bl

e di qui si ha proprio la (17).
In particolare, qualora = sia dispari si pud prendere i,,’,, =—1, e si ha
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allora

COSy . @ == (—1)* cosh, x(— &) .

6. — Le funzioni iperboliche di classe 3 si possono anche esprimere nel se-

guente modo:

coshy g @ = (1/3) (¢* + 2¢ %% cos (L /3 @)] ,
coshg; @ = (1/3) (62 + 2¢7%% cos (1 1/3 2 — (27/3))] ,
coshy, @ == (1/3) (e= + 2¢7%% cos (} /3 & — (4/3))) .

Le funzioni circolari di classe 3 si esprimono in modo simile.
Per le funzioni iperboliche e le funzioni circolari di classe 4 si ha:

cosh,, @ = & (cosh @ -+ cos #),  cosh,, » = } (senh & + sen ) ,
cosh,, @ =} (cosh o —cos #),  cosh,, & = § (senh 2 — sen ) ,
c08, 5 @ = cosh (z/4/2) cos (x/4/2)
€8sy @ = (1/4/2) (cosh (w/4/2) sen (w//2) + senh (z/4/2) cos (w/4/2)) ,
008y 5 @ = senh (w/4/2) sen (z)4/2) ,
e08y5 % = (1/4/2) [cosh (w/4/2) sen (w/4/2) — senh (z/4/2) cos (z/4/3)] .

Le Figure della pagina seguente contengono i diagrammi di alcune delle fun-
zioni ora considerate (1).

(*) I caleoli necessari per il disegno di tali diagrammi sono stati eseguiti dal « Centro
Caleolo » dell’Istituto di Matematica dell’Universitd di Parma.
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SU UNA GENERALIZZAZIONE DELLE FUXNZIONI...
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Summary.

The expressions of the hyperbolic functions and civeular functions by means of the
exponential funclion suggest a naiwral generalization of themselves. Such new generalized
hyperbolic functions and cireular functions then are studied.



