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Mario A. Pugrisi (%)

Intorno ad una classe di spazi topologici localmente
di Lindelsf. (*

Introduzione.

Suppongasi che F sia uno spazio topologico localmente di LixpELOF, cioé
che esista un ricovrimento aperto (U;); e, di B tale che per ogni § € J Paderenza
U, di U, , quale sottospazio di 17, sia uno spazio di LanpeLOF. I stato dimosérato
da K. Morira in [5] che, se esiste un raffinamento aperto localmente finito di
(Ui);es, B & una somma diretta topologica di spazi di LINDELGF nel senso che
esso gode della seguente

Proprietd (x). B ¢ riunione di wna famiglia di insiemi aperti a
due a due disgiunti, ciascuno dei quali come sottospazio di B & uno spazio di
Lindeldf.

Come & ovvio, ancora seguendo MoRrITA, da cid si deduce che ogniqual-
volta lo spazio localmente di LINDELOF E & paracompatto, il ricovrimento
aperto (Uj),;c, di cui sopra, essendo dotato di un raffinamento aperto local-
mente finito in grazia alla paracompattezza, B verifica la Proprietd ().

Se si lascia cadere Vipotesi di paracompattezza ed anche, pio in generale,
quella che (U,); ¢, , di cui sopra, sia dotato di un rafinamento aperto localmente
finito, nulla si pud asserire circa la validitd della Proprieti (*). Purtuttavia,
se (Uj);e, & dotato di un raffinamento aperto localmente numerabile (cfr. la
successiva Definizione 3, oppure [4]), si stabilisce, ed in cid consiste lo scopo
della presente Nota, che F risulta ancora somma diretta topologica di spazi di
LINDELGF nel senso sopra precisato, cid che, se B & regolare, consente di rico-
noscere, a posterior:, che ¥ ¢ paracompatto.

(*) Indirizzo: Istituto di Analisi matematica, Universitd, 70100 Bari, Italia.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito dei Contratti di Ricerca del Comitato Nazionale
per la Matematica del C.N.R. per il 1968-69. — Ricevuto il giorno: 3-X11-1969,
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1. — In quanto segue ¥, I', ¢ sono insiemi.

Se R & una relazione fra elementi di # ed elementi di ¥ (cio¢ una parte di
I x I ed S ¢ una relazione fra elementi di I ed elementi di @, come & noto con
So R si denota la relazione composta di B ed S cioé ’insieme degli (2, 2) € B X &

tali che esista y € F per cui (z, y)e R e (y, ) e S.
-1
Se R & una relazione fra elementi di I ed elementi di #, con R si denota la

relazione reciproca di R, cioé 'insieme degli (y, «) € F x F tali che (@, y) € R.

Osservazione 1. T immediato riconoscere che:

(1.1) Re B <) = R =R,
(R); e, € (BEXF) =
(1.2) =1 —1 =2 1
= UR, = U R, nk; = n R;,
iCr icr ier ISy
=t -1 -1
(1.3) RePIXF), Se BPIF <G = SoR = Rof,

(Ri)iEI € (SB(E XF))Ia (S).)AEI, € (%(F X G))L e

= (US;) o (UR)= u (5 o R).
AEL iEr (L,AYE XL

Cid premesso, sussiste la seguente

Proposizione 1. Sia B una relazione riflessiva ¢ simmetrica sull’in-
sieme B (1), sia (I,), c y lo successione di relaziond su B definita per ricorrenza po-
nendo By = B e, per ogni n€ N, Rppy = R, o R e sia Gp= U R,. Allora, G, ¢

ncN
una relazione di equivalenza su I tale che R c G, . Inolire, se G ¢ una relazione

di equivalenza su B tale che R C G, risulia G, c G mentre, se ® ed y sono elementi
di B, risulla (z, y) € G, se e soltanto se esiste una successione finita (2;)y<pcn &
elementi di I tale che 2p =, 2, =y e per ogni k =0, 1, ..., n—1 risulta (2,
2rq) € R. Se, poi, W ¢ un numero cardinale wnfinito tale che per ogni v € ' si abbia
card(R(z)) < w, allora per ogni x€ B si ha anche card(G (z)) < w ().
-1

(1) Cioé la diagonale 4, di X & contenuta in Re B = .

(?) Se S ¢ una relazione su &, per ogni z € I, S(x) denota I'insieme degli y € ¥ tali
che (xz, y)e S.
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Dimostrazione. Issendo d,c R =R,c@,, G, & riflessiva. Per di-
mostrare che (7, ¢ simmetrica, osserviamo preliminarmente che

(1.5) v (T’: f/) ENXN: R, o Ry = Rp+a+1 )

come si riconosce facilmente ragionando per induzione completa su g.
Dopo ¢id, per induzione completa su # e tenendo conto di (1.3) e (1.5), si
riconosce che ciascuna R, ¢ simmetrica. Da qui, a causa di (1.2), consegue che

G(g: u R, = U Rn:Gn

nEN neEN

e, quindi, ¢, é simmetrica. A causa di (1.4) e (1.5) si ha che

Glt o GR == U R17+II+1 C G}z

(p,0) ENXN

risultando, con cid, G, transitiva e, quindi, una relazione di equivalenza. Che
Rc @, ¢ del tutto ovvio. Inoltre, se G & una relazione di equivalenza su F tale
che Rc@,, essendo, per ogni ne N, R, c &, come siriconosce facilmente per
induzione completa su 7 e tenendo conto della transitivita di G, consegue anche
G,c@.

Proviamo, ora, per ogni n € N risulta (», ¥) € B, se e solo se esiste una sue-
cessione finita (2;)y<,<, di elementi di ¥ tale che v =z, , y==12, e per ogni &k =0,
1, ..., n—1 risulta (2, , 2.4,) € B. A tal fine, per un n € N sia R, I’insieme degli
(@, y) € I x I/ tali che esista una successione finita (2,)y<,<, di elementi di # tali
che # =2,, y ==2, e per ogni & =0, 1, ..., n—1 sia (2, 2,4) € B. Proviamo
che per ogni # € N & R, = R, riconoscendo, dapprima, per induzione completa
su n, che per ogni ne Né R,c R, . B, ovviamente, R, = R, . Supponiamo che
per un certo n € N sia R,c R, e sia (, y) € Roy, . Poiche, per (1.5), & R,y =
= RoR,, esiste z€ I tale che (2,2) € R, e (2, ¥) € R, e poiché R, c E, esiste una
successione finita (2:)y<,<, di elementi di X tale che ==z, y =2, ¢, per ogni k=0,
1, .., 9—1, (2, #xty) € R. Posto 2, =y, risulta (2, , 2,+,) € B e, quindi, (», y)
€R.,,. Dunque R, CR,,,. Ancora per induzione completa proviamo che per
ognine Ne& R, cR,. Cid vale per n = 0. Sia, per un certo n e N, B, c R, e sia
(z, y) € R, ,. Esiste, allora, una successione finita (z.)y<yzny, 4 elementi di B
tale che @ =2,, ¥ =%, €, Per ogni kb =0, 1, ..., 5, (&, 2) € B. Risulta
(®, 2.) € B, €, quindi, (#, ¥) € R,oR = R,y . Dunque R, C R, .

Da quanto precede consegue, allora, che (x, ¥)e G, se e solo se (z, ¥) eR,
per un opportuno me NV cioé a dire se e solo se esiste (2)ci<, bale che
% =@, 2, =9 e perogni k =0, 1, ..., n—1 si ha (¢, #1,) ER.
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Da ultimo, sia W un numero cardinale infinito e supponiamo che per ogni
zell sia ca,rd(R(fc)) < . Proviamo che per ogni # € E e per ogni % € ]V risulta
card(R,(z)) < w. Sia we B. I, allora, card(Rq(a)) = card(R(x)) < 0. Sia, ora,
per un certo n € N, card(R,.(x)) <w quale che sia 2 € B. Essendo

Rn+1(a’1) = U Rn(z) ’

2E R

risulta eard(R,.(z)) <76 . Infine, essendo (%)

G p(2) = U R.(2),
~ neEN
risulta anche G (o) <w.

Osservazione 2. Se, in particolare, per ogni « € I, R(x) & numerabile,
risulta anche @ (%) <w per ogni . € I.

I1 risultato precedente viene utilizzato, nella proposizione successiva, in
una questione concernente famiglie di parti di un insieme. Richiamiamo, pre-
liminarmente, la seguente definizione (cfr. [1], § 1: def. 3):

Definizione 1. Se (X,);c, ¢ una famiglia di parti dell’insieme Z e X &
una qualungue parte di B, chiamasi stella di X in I per (X,),c, Vinsieme I, degli
1€ tali che X n X; non sia vuoto.

Proposizione 2. 8¢ (X,);e, ¢ una famiglia di parti non vuote dell’in-
sieme I, esiste una particolare (1), di I tale che se é ' € Me p" € M con ' u,
da V' €1, ei" €1, consegue X, n X, vuoto, mentre se ¢ ue Mei'el, et e, I,
allora esiste una successione finita (4x),<.<, & clementi di I tale che ig=14', 4,—=1"
e per ogni k=0,1, ..., n—1 st ha X"k n X,ﬂl non vuoto. Se, pot, W' & un numero

. . . . * . .
cardinale wmfinito tale che per ogni A € I la stella 1 x; di X, in I per (X,),¢, (Def. 1)

. . . . P . . N
abbia numero cardinaleinferiore a w, per ogni u € M risulta anche card(l,) <'w.

Dimostrazione. Sia R Vinsieme degli (i',4") eI xI tali che X, n X,
non sia vuoto. Evidentemente I & una relazione simmetrica e riflessiva su I.
Se, allora, (R,),cy © la successione di relazioni su I definita per ricorrenza

ponendo E, = E e, per ogni n € N, F,y = K, o R, posto ¢, = U R,, in forza
nEN
della Proposizione 1 @, risulta una relazione di equivalenza su I.

(3) Se (B;);e,; ¢ una famiglia di relazioni su F, posto R= U R,, per ogniz € B, ri-

€1
sulta RB(x) = U R;(%).
icr
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Dopo cid, sia M = I/G, e sia ¢ la surgezione canonica di I su 3. Posto, per
-1
ogni u e M, I,=qp(u), 1a (I,),ec4y, ancora a causa della Proposizione 1, risponde ai

requisiti della tesi in quanto per ogni x € 3 e per ogni ¢ € I, risulta ¢(i) = u e
I, = G (i) (*), mentre, da ultimo, per ogni 2 € I si ha R(4) = I;; .

\

Osservazeone 3. Se, in particolave, I, & numerabile per ogni 1€ I,

X2
allora I, ¢ numerabile per ogni € I

2. — I risultati precedenti vengono qui adoperati in una questione concer-
nente spazi di LINDELOF e spazi paracompatti.
Ricordiamo alcune definizioni:

Definizione 2. Se (Ui;e, e (V;);c, sono ricovrimenti dell’insieme F,
si dice che (U,);¢, ¢ un raffinamento di (V;);e, se € solo se per ogniie I esiste un
jed tale che U;CV;.

Definizione 3. 8i dice che una famiglia (4,);o, di parti di uno spazio
topologico Il ¢ localmente numerabile se esiste un ricovrimento aperto (U,),, di
I tale che per ogni 2 € L la stella I ;; di U, in I per (4,);c, ¢ numerabile.

Sussiste il seguente

Lemma 1. 8Se (4;);e, ¢ una famiglia localmente numerabile di parti di
uno spazio di Lindelof E, Dinsieme I, degli 1 €1 tali che A, sia non vyoto
& numerabile.

Dimostrazione. 8Sia (U,),c, un ricovrimento aperto di I tale che per
ogni A € Llastella I ;2 di U,in I per (4,),c, sia numerabile. Poiché % & uno spazio
di LINDELOF, esiste una parte numerabile H di L tale che B= u U,. Siaiel,

iex
e, quindi, 4, non vuoto. Esiste, allora, J, € H tale che 4,n U, ¢ non

vuoto e, quindi, €I, . Pertanto risulta I,c u I, donde, H al pari di
"° AEn
ciascun I ;/1 essendo numerabile, cousegue che I, & numerabile.

Passiamo @ riconoscere che

(4) Se f & un’applicazione dell’insieme F nell’insieme E', posto B, = {(», y) € EX E |

~1
j(@) = f()}, per ogni X € P(E) risulta B,(X) = f(f(X)).



6 M. A. PUGLISI [6]

Proposizione 3. Se F é wuno spazio topologico avente un ricovrimento
chiuso (Fy),e, di insiemi tali che ogni F'; sia un sottospazio di Lindelof di B e se
(F3); e, ha un raffinamento aperto localmente numerabile (Ui, ellora B é somma
diretta topologica di spazi di Lindeldof.

Dimostrazione. Issendo ciascun U, contenuto in un opportuno F;
che ¢ chiuso, si ha T,c F;, e, quindi, U, ¢ un sottospazio di LINDELOF.

Per ogni 1€ la famiglia (U, n U,),¢, essendo localmente numerabile, la
stella I, , di U;in I per (U,),¢, risulta numerabile a causa del Lemma precedente.

Pert‘mto, in forza della Proposizione 2 e per quanto notato nell’Osservazione 3

del n. 1, esiste una partizione (I wucy A I tale chese u' e " sono elementi distinti

di Mei'el,, i"el,., risulta U, n U, vooto e ogni I, & numerabile. Inoltre,

seueMeie I, e z” €I, , esiste una successione ﬁmm (T)or<n di indici tali

che 4 =¢', 4,=14" e per ogni k =0, 1, ..., n—1 risulta Uikﬂ Uik+1 non vuoto.
Dopo cio, sia, per ogni ye M,

Evidentemente, i ¥, sono insiemi aperti, a due a due disgiunti e la (V) uen
& un ricovrimento ‘z,perto di E. BEssendo, di conseguenza, ogni v, anche chiuso,
siha U;c V,perogniiel . Da cid consegue che

e quindi, 7, essendo numerabile ed ogni U, un sottospazio di LI\DDLOF che V,
& un sottospazm di LINDELOF.
Dopo c¢id & di ovvia dimostrazione il seguente

Corollario. Se E ¢ uno spazio topologico regolare avente um ricovii-
mento chiuso (F;);, di insiemi tali che ogni F; sia un sottospazio di Linde lofdi B
¢ s¢ (F)),c, ha un raffinamento aperto localmente numerabile, B ¢ paracompatto.

Dimostrazione. Invero, ogni sottospazio di uno spazio regolare & re-
golare e ogni spazio di LINDELOF regolare & paracompatto. Pertanto Z & somma
diretta topologica di spazi paracompatti e, quindi, & paracompatto.

Po10g ) 1 P

Osservazione 4. Il Lettore non mancherd di osservare che gli enun-
ciati della Proposizione 3 e del Corollario precedente non sono in disaccordo
con quanto esposto nella Introduzione, in quanto, considerata la famiglia
(U;);e, ivi prevista, basta assumere F, = U, per ogni j € J.
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Summary.

If (U));cs ts an open covering of a topological space I such thai every T; is a

Lindelof space and if morever the cover (Uj);=, possesses a locally countable ref-
inement, then B is the union of a family of two by two disjoint open sels each ome, as a
subspace, being Lindeldf.






