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AxtoNio Fasaxo (%)

Una dimostrazione della convergenza

del metodo di Rothe

st

§ 1. - Introduzione e posizione del problema.

Consideriamo il seguente problema:

[ 0*u du
= — 0 <1 0
PR O<o<d, 1>0)
1y 5 lim w(z, t) == (i), Lim (2, 1) = p(t), (t >0)
x—>0+ e L
lim w(ax, t) = F() (0 <<x<<1),
10+

dove: F(x) ha derivate continue fino a quella di quarto ordine inclusa nell’in-
tervallo [0, 1], ¢(t) e w(#) hanno derivate prime e seconde continue per ¢ > 0.

Molti Autori, tra i quali C. CORDUNEANU [1], V. V. BoBKOV € O. A. LISKO-
vETs [2], [8], hanno trattato il problema di costruire la soluzione di (1) con il
metodo di E. Rorur [4] (1). Pero, per quanto mi risulta, questi Autori hanno

(*) Indirizzo: Istituto Matematico « Ulisse Dini» (viale Morgagni 67/A), Uni-
versitd, 50134 Tirenze, Italia.

(*%) Lavoro eseguito nell’'ambito dell’attivita del Raggruppamento di Ricerca Ma-
tematica n. 6 del C.N.R. per 'anno 1967-€8, presso I'Istituto Matematico « U. Dini»
dell’ Universitd di Firenze. -— Ricevuto: 2-IX-1968.

() Intendiamo qui riferirci al cosiddetto « metodo delle rette trasversali», intro-
dotto appunto da E. ROTHE e successivamente studiato da D. R. HarTrEE ed altri [5].
Per le notizie bibliografiche cfr. [6], [7], [8], [9]. Moito recentemente & stato applicato
anche ai problemi del tipo di Srmrax [10].
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considerato, nel contesto di problemi piti generali, il problema (1) nelle condi-
zioni sotto le quali la soluzione presenta una notevole regolaritd, quale ad esempio
la limitatezza delle derivate rispetto alle variabile ¢. Questa viene a mancare
per esempio nel caso in cul sia verificata una almeno delle condizioni:

(2) Hm () = lim F(s), lim w(t) = lim F(z) (3).
>0 T—>0+ t—>0+4 R

I daltra parte noto che, anche nel caso di dati al contorno discontinui,
il problema (1) pud essere ricondotto ad tn problema in cui non vi sono discon-
tinuitd sui dati (al contorno), isolando questo ultimo in un secondo problema
per il quale le soluzioni sono, ad esempio, tabulate. Tuttavia un uso diretto
del metodo di RoTHE ha interesse, prescindendo dai fini del calcolo numerico,
per condurre facilmente una analisi delle proprietd generali delle soluzioni dei
problemi di diffusione. Infatti, il metodo riduce un problema alle derivate
parziali ad un sistema di equazioni differenziali ordinarie e facilita percio lo
studio delle soluzioni. Tn questo lavoro ci proponiamo, percid, di provare la
convergenza del metodo di RoTHE per la risoluzione del problema (1) anche nel
caso riassunto dalle ipotesi (2) (3).

Come & noto (cfr. [4]), il metodo consiste nella seguente approssimazione.
Scelto arbitrariamente un «istante» 7' >0 e diviso I'intervallo [0, IT in =
parti di ampiezza 6 = T/n, la funzione incognita u(», t) viene approssimata,
per t =1, =sd (s =0, 1,.., n), ordinatamente con le funzioni v (2) (4) defi-
nite dal seguente sistema:

S V(2) = vy(a) = v,_y(2) O<a<l; s=1,2 .., %)
(3) v,(0) = p(t,) = Ps 5 V(1) = T/J(ts) =Y, (s = 1, 2, cey 1)
(®) = F(x) 0 <x<1),

che ammette una ed una sola soluzione v(@) (s ==1, 2, ..., n), dove la singola v,(z)
appartiene alla classe C,.,,.

La dimostrazione che verra data in questo lavoro, e che tiene conto delle
ipotesi (2), si basa sui risultati conseguiti da C. Puccr [12], relativi alla compat-
tezza delle successioni di funzioni pseudoequicontinue, risultati che lo stesso

(*) In [1] il dominio considerato non & il semplice strato 0 < 2 < 1, ma il semispazio
% >0. Le difficoltd cui si accenna sono perd di ugual natura.

(®) Una prova numerica della convergenza in condizioni simili & stata data per un
classico problema di diffusione del calore in un semispazio da D. QuineHINT [11].

{*) Seriveremo semplicemente v,{x) quando ¢id non porti equivoco.
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Autore ha applicato ad un problema di tipo parabolico, usando il metodo alle
differenze finite [18]. Diversamente, tali risultati verranno qui usati per costruire
una successione di funzioni convergente mediante le soluzioni v™(@) del si-
stema (3). Precisamente le dimostrazioni date si basano sulle definizioni, poste
in [12], di pseudoequicontinuitd, di biconvergenza ed in particolare sui teoremi
111, VII, XVIIIL.

11 procedimento seguito si puo cosi sintetizzare: dopo aver osservato ([11])
che v,(z) — vo(x) — 0 in qualsiasi intervallo chiuso contenuto in (0, 1), costruiamo
l’insieme chiuso E,, privando il rettangolo B = {0 <e<l, 0t T} degli
intorni {0 <z < g, 0 <1< oje {l—o<o<l, 0<t< o}, dove g ¢ un nu-
mero positivo minore di 1— g e del resto arbitrario. Indichiamo poi con 4,
(n=1, 2, ...) gli insiemi costituiti dai punti comuni ad R, ed alle rette ¢ =,
con s =0, 1,..., n, e in ciascuno di essi definiamo la funzione:

(4) u(x, 1) = vP(@) per t=1" (s =0,1,.., n)

Dimostreremo il

Teorema. Nelle ipotesi fatte su F(z), p(t), () la successione {u‘“’(w, t)}
biconverge in R, ad una funzione u(x, t), v soddisfacente il sistema (1).

Per Iarbitrarietd di ¢ la funzione w(w, f) cos). definita soddisfa ad (1) in ogni
punto interno al rettangolo R.

I’esistenza della funzione limite di {u‘;”(w, t)} & mostrata nel § 2. Nel § 3
si dimostra che essa & soluzione di (1), mentre nel § 4 vengono dimostrati al-
cuni teoremi semplicemente enunciati nei§§ 2 e 3. Infinenel § 5 si dimostra come
possano ridursi le ipotesi assunte sui dati al contorno.

§ 2. - Esistenza della funzione limite.

11 teorema VII di [12] consente di affermare che dalla successione {u"(, 1)}
pud estrarsi una sottosuccessione biconvergente in E, ad una funzione continua
w(w, 1), qualora venga provato che:

T) 1a successione di insiemi {4,} converge () ad R,;
II) le funzioni u™(x, t) sono equilimitate;
ITI) le funzioni w™(x, 1) sono pseudoequicontinue.
Premettiamo, ai fini della dimostrazione della proprietd III, il seguente

(5) Per le definizioni di limite inferiore (Li), limite superiore (Ls) e limite di una sue-
cessione di insiemi vedasi ad esempio [14], pagg. 241-245.
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Teovema 1. Le funzioni u, 1), U w, 1) (5) (0 = y 2, ...) sono equili-
mitate. (Verra provato nel § 4.)
I) Dimostriamo che Lid, — Ls 4, = R,. Preso infatti un qualunque

n—> N—> O

punto di B, ed un suo &- intorno, per n> T/e, A, ha certamente punti in quel-
Pintorno, mentle per ogni punto esterno ad R, esiste un intorno che ha inter-
sezione vuota con tutti ghi 4,: dunque Li A,l _Rg ed inoltre R O Ls 4, .

fi> @ N > 0
Percid, essendo Ls A,21id,, segue Iasserto.
2 - ? f]

> oo n—> o

II) La equilimitatezza delle funzioni u™(w, 1) segue immediatamente da
quella delle funzioni »™(x), per le quali si ha:

[ o%@) | <max (| F) |, [p@)], | pa) |)
per €0, 1], t>0; n =1, 2,..; s =0, ,.., n
(cfr. [11], § 3).

IIT) Perché le funzioni «™(z, ¢) siano pseudoequicontinue occorre che,
scelto & >0 arbitrario, esistano un numero 0, >0 ed un intero 7, tali che,
presi due punti (=, t), (2' , ') in A, , risulti:

[ w™(@, 1) — w™(', 1) | < e, per m>m, e per |z—a' | +|t—1'| <0, .
Tale proprietd segue osservando che, in forza del Teorema 1, si ha:

(5) [ €™ (@, t,)— u"™(’, 1,) < M|a—a|
(6) | w™(a', 1) — u""(w’, ts) | < NG,
comungue si considerino in 4, i punti (@, 1), (@', t.), (&', t,y), per # =1, 2, ey
$=1,2,..., 0 con M ed N costanti positive indipendenti da n ed s.
&
Percio, scelto ¢ >0 e del resto arbitrario, e posto d, = mln( 537 8)
{

2N
qualunque sia la coppia di punti (@, 1), (2, t') appartenenti ad un A, , si ha:

(7) | w™(w, 1) —u™ (@, )| < e, per |o—a' | +|t—1 | < J, .
Occorre precisare che soltanto per n=>mn , con n, = H(T/d,) (*), i valori di

(°} Le funzioni ™ (x, t) ammettono derivate rispetto ad =z, continue rispetto ad x,
fino a quelle di quarto ordine.
(") Indico con E(a) il massimo intero contenuto in a.
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t e t’ nella (7) possono essere diversi. Infatti solo in tal caso esistono in 4, linee
che distano fra loro meno di 6, .

Concludendo, in virtu delle dimostrazioni fatte in questo paragrafo, ¢ lecito
affermare che in B, ¢ definita una funzione continua u(w, t), limite di una oppor-
tuna sottosuccessione estratta da {u‘"’(a:, t)}.

§ 3. - La funzione limite come soluzione del prohlema (1).

Dimostriamo preliminarmente che u(z, t) & derivabile almeno due volte
rispetto ad x ed una volta rispetto a f.

Sussiste infatti il seguente teorema, la cui dimostrazione & data nel § 4:

Teorema 2. Le funzioni ul(m, t) e ul (v, 1), (0 =1, 2,...), sono equi-
limitate.

Dai teoremi 1 e 2, ragionando come nel paragrafo precedente, si conclude
che:

Le funzioni u™x, 1) ¢ u™(x, 1), (n =1, 2,...), sono pseudoequiconiinue.
x ) 2 ! ) H b b Q

Alle successioni {u™(w, 1)}, {ufZ(z, 1)} pud essere cosi applicato il teorema VII

di [12]: esistono sottosuccessioni {u(w, 1)}, {ul'(#, 1)} (%) biconvergenti in
R, a due funzioni continue u,(z, t) ¢ us(2, i), per le quali dimostriamo il seguente

Teorema. Le funzioni wy(m, 1), (2, 1) sono rispettivamente le derivate
U, ), U(®, 1) della funzione limite.

Poiché la sottosuccessione {u™(x, 7)} biconverge in R, ad u(z, t), per il
teorema IIT di [12], fissato arbitrariamente un numero positivo g, esistono
corrispondentemente due numeri 6, e %, tali che, comunque si prendano:

(8) (z, 1), (&', 1) ERQ§ (@, 1), (@, V)edy, w*a,
con w' >mn, e |t—1'|<d,, si ha:
| w(@, t)— ™ (w, V') | < /3, Lu(@, 1) — w2, 1) | < ef3.
Si ha percio:

[ u(@, ) — w(@', t)— [u™ (@, t')— u" (@', t')] | < 2¢/3,

(8) & ovvio come tali sottosuccessioni biconvergenti possano ottenersi estraendo
dalle successioni di partenza elementi di uguale indice.
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ovvero, per la continuitd di u‘;’"(w, t):

(9) | w(w, 1) — w(@', 1)— (@— o) u™[o—9-(x— &), 1] | < 2¢/3,
0<<d <.

In forza del teorema IIT di [12], applicato alla successione {u™"(x, ¢)}, bi-
convergente in R, ad w,(w, t), esistono due numeri 6, e %, tali che, se n’ >n
e |t—1'|<dl, &

(10) |z—a']] u e — 9 (¢ — o), V]—wfe—29 (a—a'), t] | <

< u e — O (x— '), ] —wlz—3-(z—a'), ] | < &/3.

Sia dunque 2/ > max(n,, n!) e [t—1t | <min(d,, &)); dalle (8), (9) e
(10) si ottiene:

[ w(w, ©)—w(@', ) — (@— ") m[v—9-(z— "), ]| <&,

cioé
wl{x, 1) — u(x’, 1) ,
(11) —— = w[z—>39 (@ —2"), 1],

che per la conbinuita di w,(z, t) comporta lesistenza di u,(=, ) in R, e Vugua-
glianza:

(12) Ug(2, 1) = uy(2, t).

Ripetendo ora il ragionamento per {u{’(w, 7)}, si dimostra che:
13) U@y 1) = Uy(w, 1) in R,
¢ quindi il teorema.

Infine, con dimostrazione analoga a quella del teorema XVIIT di [12],
si conclude, con modifiche esclusivamente formali, che se dalla successione

(14) ;

{ ' (x, 1) — " (x, t — ) }

puo estrarsi una sottosuccessione biconvergente in R ,» 11 limite di quest’ultima
¢ u,(w, t). D’altra parte per la definizione (4) di u™(@, 1) e per la (3,) la (14)
coincide con {u‘m’;’(w, t)} e dunque, per quanto precedentemente dimostrato,
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u(x, t) esiste e soddisfa Pequazione:

(15) Wy 1) = Upelw, 1)

in tutti i punti di R,.

I1 dominio di definizione della funzione wu(x, ) puod essere esteso, sfruttando
Parbitrarieta di g, a tuttii punti interni ad . Se infatti, per un dato p, un punto
(7o, 1) interno ad R non appartiene ad E,, scelto un numero positivo o' < p,
tale che (w,, 4,) € R, , ¢ possibile estrarre dalla successione {u™(2, #)}, bicon-
vergente in R, , una nuova sottosuccessione {u"‘"’({v, t)}, biconvergente in &, ,
la cui funzione limite coincide con u(w, t) ovunque in R, e ne rappresenta quindi
Pestensione in B ,— R, .

Inoltre la semplice definizione di biconvergenza in un punto e la continuitd
delle funzioni ¢(f) e w(f) portano ad affermare che la funzione w(wz, ) soddisfa,
per ogni t > 0, le condizioni imposte per # = 0 e ¢ = 1. Essendo poi vy(z) = F(z)
e richiamando nuovamente la definizione di biconvergenza, si ha che wu(x, 1)
verifica la condizione iniziale per ogni « diverso da 0 e da 1.

B dunque accertato che tale funzione risolve il problema (1).

La dimostrazione del teorema di convergenza, enunciato nel § 1, va infine
perfezionata, mostrando che la sottosuccessione {u™(z, t)}, per la quale sono
state stabilite le dette proprietd di convergenza, pud essere identificata con
{u™(z, t)}. Tale identificazione & immediata se si fa riferimento alla unicitd (%)
della soluzione del problema di partenza, come & osservato in [13].

§ 4. - Dimeostrazioue del Teorema 1.

Poiché, in forza della equilimitatezza delle funzioni »(z, ¢) in 4, , la equi-
limitatezza di «®(z, t) segue dalla formula di TAYLOR:

wa', 1) = u (@, 1) + (@ — ) uV (@, 1) + § (@ — @) e O (5 — @),

@

0< P,

valida ovunque in 4,, il teorema sard provato se si dimostra la equilimita-
tezza delle funzioni #™(z, t).

xx

(?) 11 classico teorema di unicitd della soluzione dei problemi del tipo (1) ([15], pag 35),
¢ sicuramente valido per la classe, includente la u(x, t), delle funzioni limitate per z € (0, 1),
te(0, 7] e che hanno ivi derivata prima rispetto a ¢ e prima e seconda rispetto ad =
continue.
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A questo scopo dimostreremo che:

a) le funzioni w2 (@, 1) sono equilimitate in A, n R, con R’ z{g <<
<1—p; 0K T}; b) le funzioni uM(z, 1) sono equilimitaie nella rimanente

Tz

parte di A, .

a) La soluzione dell’equazione

(16) Sv(@) = (@) —vo(@), 0<@<1; ©,(0) =q, 1,1) =

dove

D =1~ exp (— 2/4/9).

Per p <2 <1— g, quando & — 0 tutti i termini della (17) tendono a zero
esponenzialmente, ad eccezione di

(18) %j;’fg exp(m‘i—;;[) a&

Isoliamo il punto 2 con un intorno (#— o, # + ¢) interamente contenuto
nell’intervallo di integrazione. Tenuto conto che D -»1 esponenzialmente per
6 — 0 e che il contributo dell’integrale sopra scritto negli intervalli (0, #— o)
e (¥ + o, 1) tende a zero esponenzialmente per § — 0, resta da valutare il com-
portamento di

T+
V(&) | &€ — x|
19 0> expl — —|d
09 J 2 el ) e
per & — 0.
Si ha

(20)  y(&) = vy(w) 4 (E— @) vy(w) + L (6— ) vg[@ + 9 (£— z)], 0<d<L
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11 contributo del primo termine del secondo membro della (20) nell'inte-

grale (19) é:
g
rol®) | T —expl — —=
0( ) [ I ( \/(5)] )

il contributo del secondo termine ¢ nullo, mentre quello del terzo ¢ in valore
assoluto maggiorato dall’espressione

0L |1-—ex (- i)(], +.‘7-_* 1)?.)
[ ST V'S EFVAE

essendo | v, (@) | < L in [0, 1].
Dalla (16) discende infine:

U l
1) (@) | = | (@) — vo(x) | < L + 0 e<o<l—p; n=1,2..),
b}

1 1 e

dove 0, ¢ un infinitesimo per 6 —0 dell’ordine di exp(— 1/4/06).
Dalla (21), iterando il procedimento, si ha:

S

(22) | v (@) | <L + 0 (o<ae<l—p;s=1,2 ., n; n=1,

e

o)

Le funzioni #™(z, t) sono percid equilimitate in 4, n B’

aw N

b) Le funzioni »™'(x) sono soluzioni del sistema di equazioni differen-
ziali:
(23) S0V (@) = V(@) — v,_ (@) (s =1, 2,..., n),
con le condizioni

Ps — Ps~ " ¥s — Ps—

(23 2) 9 (0) = = 5 =, v (1) 2 5 ! 1< s<n),
) @, — I'(0) v, — F(1)
(23 1) 0(0) = = > "(1) :LL_;S_

Dalla (17) avremo allora con ovvie sostituzioni:

T (LN U e W S AV | D
-2 [eol =) = =T 5t
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dove:

1

'::_ 5) of @ &
25) I(x) ::fz:)\‘/(g) a(\—;—(_), {./3> ag (s=1,2, .., n),
0

avendo indicato con E(w/4/6, £/4/5) la somma di esponenziali che figura nel-
P’in tegrale al secondo membro della an.

Per § -0, se # = 0, ovvero se « & infinitesimo di ordine non inferiore a d,
il termine:

bt

(26) a(oin/5) = 2L expi apy/5) -

porta nella (24) una singolaritd di ordine 1 /9, che si riflette, attraverso gli in-
tegrali I, sulle successive funzioni v(x), ciascuna delle quali, fissato s, ne viene
influenzata in un intorno dello zero, pur essendo limitata per » = 0 [si ricor-
dino le (23 a) e Vipotesi di esistenza e continuita di @'(t)]. Un fatto strettamente
analogo si verifica nell’intorno di # = 1.

Scomponiamo ¢’(2) nella somma:

27) V(3) = 2,(w]7/8) + w,(w/+/3) (1<s<n),

dove la funzicne z,, che & singolare per § — 0, ¢ definita con la formula ricor-
rente:
1

(28) o/ = [FE D (2 2ae @ <),

o

essendo
(29) Bla\/0, /) = exp(— | E— @ | [1/8) — exp(— (£ + @)]1/5) .

Poiche le w, sono complessivamente limitate in un intorno dello zero [efr.
le (24), (25) e (27)], 1a b), e quindi il Teorema 1, sard provata se faremo vedere
che:

a) definito Tindice s o ¥ modo tale che tsg_1< o< tsg, la funzione zsg(x/\/g)
resia limitata per 0 —0 per ogni v € [0, 1].
Le funzioni 2, dipendono da z soltanto nella forma x/4/9. Posto:

(30) Y :w/'\/gr Y :é:/'\/57



{11] UNA DIMOSTRAZIONE DELLA CONVERGENZA ... 313

avremo:
K(5
(267) aly) = f;) e
+ o
(28" 2(y) = [ & zeal) Bly, ) dn () (2<s)
0
con K (9) = ¢, — F(0), funzione limitata di J, essendo:
lim K(8) = ¢(0) — F(0).
5> 0
Si ha pereid:
I
(31) 2(Yy) = 3 Pyy)e (s >1)
con P,(y) polinomio in y di grado s —1.
Le (26') e (28) sono equivalenti al sistema:
[ Zy) =) —aaly) (832, 9>0)
2(0) =0
(32) 3
lim 2,(y) =0
y—>+ o
z(y) = (K/0) e (y=>0),
dal quale, ricordando la (31), si deduce:
P!—2P, + Py =0
(33) P0) =0 (s >2)
Pyy) =1
(19) L’estensione del limite superiore di integrazione a + oo nella (28') modifica le

2s(/4/8) di un infinitesimo O, . Tale correzione & percid inessenziale ai fini della dimo-
strazione della proprieta o).
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Posto:
$—1
(34) -Ps(?/) zzps,k?/k ('9/>’27 7/>O)7
Foem 3

le (33) forniscono per i coefficienti P, le formule ricorrenti:
pl,o =1
2(8'—1) Ds,s—1 == Ps—1, 52 (s >2)

k(k_‘]) ps'k—g(k—'l) ps.k—l +ps—1'k-2 :O (3 <k<8—1, 8 >4)

L ps,‘z == ps.l (3 = 3)
Partendo dalla prima, con 1'uso iterato della seconda, si determina:

1

251 (s — 1)1

(36) ps,s—q -

Supposti noti i coefficienti Po—i s~ (0 =0, 1, ..., k—2), Papplicazione
ripetuta della terza delle (35), con I'uso della quarta dopo P'ultima iterazione,
conduce all’espressione di Dt

kj | k=31 1 '
(37) Ps 1 = 5 Ips_k - {; Y. W) i D) Ds—i 1mi =+

i

., 11
e 253 ;1 Ps—rtaap -

Dalle (36) e (37) si trova:

1
(38) Deje = TG =31 (s>4)
ed ancora dalle (37) e (38):
/ S r
(39) Pooms = 5975 — 4)1 (s > 5)
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Per induzione si ha infine:

1) (s +7—3)

s(s +
Ds,sr == 2str=2 (p — 1)1 (s — 7 — 1)!

(40)
Infatti, fissato s ed ammessa la (40) per il valore », la validitd per il valore

r 4+ 1 & provata dalla identitd [cfr. anche la (37)]
s~%—9‘-——3——-i> 9’—1(8”“?‘_1)(84-7'—1—2)’
r—

s—r—2

RS T

che segue da alcune note identitd tra i coefficienti binomiali (1)
La (40) puo essere scritta nella forma

7

—2

I s—%+4%

S 1 (2s)! §2 i=0
7*’”_2(10—1)12283(31)2 1 3>kﬁz L k=i
§—=| 8= U
< 2 2) =\ 2
)
ny n—1 n n -2 - h—1
(a) R) " \n—1) T \n—1) T T —1)”
» 41 n— n— 2 . h—1
(b) h(h " 1) =n (h ) + (n — )<h~— 1) + ...+ h (h—— 1).
8i seriva il primo membro della () nella forma
s=ro2 s+ r— s+ r—3—1
- —2(r —
Z(s—{—? 2 z)( 9 ) (r 1)2( s >

=

e si estendano entrambe le somme fino al valore s + 1 dell’indice: applicando alla prima

somma la (b) ed alla seconda la (a) si ottiene I’espressione
—1 — 2
(o-_1)<8+ \—2(_1 (s"” )
r r—1

che si riconosce identica al secondo membro della (%)

I termini aggiunti sono:
A r—2 41 rofr—2 41
-1 —2(r—1
So-roo (1) g (220,
ossia [v. ancora le (b) ed (a)]
2r 2r —1
(r—l)( >~2(r~—1)( >_O.

” r—1

21
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I1 fattore in parentesi non supera 1 e tende ad uno per s — co.
Esprimendo (2s)! e $! mediante la formula di STIRLING (*), si ottiene la
seguente maggiorazione di p,,:

1 1 )
(41) Por< gz’ 0 (A<h<s—1, s>3)

con
1 3 1 .
. emealogy) /| =5) (=3 me

Se dunque consideriamo la serie

1

24/

yk 1 , 611
(k— 1! 2\/?5 ye

(43)

“Mg

la sua somma & maggiore, qualunque sia g, di Py(y) s~**C, (s=1, 2,...), come
si deduce dal semplice confronto dei termini corrispondenti.
Definita infine 1a funzione

(44) «d) = §s,
ed osservato che, essendo 0 < «(8)— o< 6,

(45) lim (d) =,

§—>0
abbiamo, per la (32),

x|
24/7 6

(55°10%) | 23y | = [0%/C:] 67| 2, 3) |

ossia, per la prima delle (30),
l CS‘I)
lzsg w/’\/d l< 0’/2
e passando al limite per § —0:

Lo©) = 70)]

@ i o <A 0

Da questa limitazione segue la proprietd «) e con essa Paffermazione b)
e quindi il teorema.

(**) V., ad esempio, G. SansoNw [16], pag. 291.
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La (46) mostra anche che per le funzioni z; vale la proprieta:

B) zso(w,‘\/?)) tende a zero se x ¢ infinitesimo con 8, qualungue sia Uordineg
di infinitesimo.

§ 5. - Dimostrazione del Teorema 2.

Considerazioni analoghe a quelle fatte all’inizio della parte precedente
indicanc come sia possibile limitarsi alla sola dimostrazione della equilimita-
tezza delle funzioni «™ (, 1), ossia delle funzioni vV (x) in 4,.

Anche qui ¢ opportuno dimostrare la equilimitatezza delle dette funzioni
separatamente:

a) negli insiemi 4,0 B’ (» =1, 2,...) [v. § 4, a)]; b) nella restante parte
di 4,.

a) Valutando v;'(a;) & partive dalla formula (24) con Pintroduzione in I,
della formula di TAYLOR per v,(z) arrestata al terzo termine [si ricordi 'ipo-
tesi di esistenza e continuitd di F'V(z)], si deduce che:

| " (@) | < L' + 0, (o<e<l—0p;n=1,2.),

con L' >|v¥(@) | in [0, 1], e con immediata estensione:
(46) |V (@) | <L + 0, e<z<l—p; s=1,2,., n;n=12..).
b) Derivando quattro volte i due membri delle (3,), si oftiene per le fun-

zioni v}¥(x) un analogo sistema di equazioni differenziali, con le condizioni
agli estremi:

s 20 T2 s — 29y + Py

(47 a) l?iV(O):L—(’iéT}———q)i—-, qu(],):%’ (3 <s<n);
' 2 — 20, -+ F(O ,— 29, + F(1)
(47 D) q:;‘(O)z‘P-___%Z__(_), o) = B2t U
a3 ““FO —F"O ’ — FQ ‘—F”l
iq o) = AT EO IO gy L FO 7

o &

Poiche ¢"(t) e y"(t) esistono continue, i valori di »;"(0) e v}"(1) pers >3 sono
limitati per 6 — 0, mentre i secondi membri delle (47 b) e (47 ¢) presentano
singolaritd, di ordine 1/d2.
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T risultati della parte I possono essere utilizzati per la presente dimostra-
zione, esprimendo le »!¥(x) attraverso le funzioni 2, e w, con 1'uso della (27):

I

(48) v (@) = {0y (@) — v,_ (@) }/0 = (2s— 2ea)[O + (10— 1w,/ =

8

=2X(w/\/5) + wrzl\/5),

con ovvia definizione di ¥ e w¥ .
11 calcolo di w} puo essere effettuato con la (24), tenendo conto delle (26)
e (28):
X 1

Po— Py _1_ 101(5/’\/5)

@0 atm 5 el ) L [ (e

0

- 101(3"/’\/5)} +0,.

Il secondo termine al secondo membro & limitato perché w, & limitata con
derivata seconda continua [si ricordino i procedimenti di valutazione dell’in-
tegrale (18)].

11 termine non limitato nell’espressione (49) di w,” & percio:

(50) Wy(r/5) = {H(5)/0} exp(— /1/5) ,
con H(J) funzione limitata di §, essendo:

lim E(8) = ¢'(0).

6->0

I1 termine di w7 non limitato per § — 0 si esprime con una formula ricor-
rente identica alla (28):

(51) /3 = | S B2, £ (s >2).

Essendo la funzione di partenza (50) analoga alla (26), per le funzioni z~use
valgono le proprietdh «) e f).

Per completare la dimostrazione del Teorema 2 mostreremo ora che: le
funzioni zj‘g godono delle proprieta «) e f3).
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Dalle (48) e (31) risulta, con il cambiamento di variabile (30),

. K(5) .
(52) ) = 0 [Pyy)— Pualt)] ¢ (2<s<n).
Posto:
§—1
(53) 0.y) = Py)— Pel¥) = 2 €52 ¥"
k=1

abbiamo, tenendo conto dell’ultima delle (35),

s—2

(54) Qs(y) == ps,s—l ?/s—l + z (ps‘k" ps——lll:) ‘.?/k + (ps".’ - Ps—1_2) 3/ ]
k=2

e per la (40):

2+ 3k -+ 8 — 6s

(55) QS,I: = ps.k (28 3 (s — ) (2 < k < 8§ — E = t’:)}
(55') §s1 = sz (s > 4),
(55”) Qs s—1 = Ps,s-1 (S > 2)-

Dalle (52) e (53) si ha:

s K ol .
¥ ) | <—~! (;! e S| gx] Y=
k=1

(56)
1{ —Y ! oy i 13
:5‘26 {Zk!(b,kl?/ i Ekl%,kl?/ }7
dove 1a somma Y, & estesa ai valori di k tra lel, con
(57) 2 =B(/5),
mentre 1a somma z',: & estesa ai rimanenti valori dell’indice k.
Tntroduciamo in 3, e >, due distinte maggiorazioni per |gsr|. Precisa-

mente, posto:

31
(58) I QS’I.:I = 5 's_ ps,lc -Qs,k (2 < k <S*—27 S > 4),
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dove [cfr. (55)]

(59) Ly =

si verifica che per 2 <k 2, o:

‘ 1 ] 1
6s
e di conseguenza
(60) Qop <4 gy = 4B, 2 <k< ),
con
82
— 1 S 1.
1) b=y ImB

Osservando invece che per & = s— 2 Pespressione £, ; assume (per s ab-
bastanza grande) il suo massimo valore, possiamo usare in z,': la maggiora-
zione:

s2—T7s+ 6

(62) R0 <Qys = s

2
4Bs<§sBs (A<k<s—2).
Ricordando allora le (58), (55"), (55") ed usando le maggiorazioni (60), (62)
per Qs,k e (41) per Ps,x 5 81 deduce dalla (56):

o | x|
Bsosle(y”< a2

3 s g s s—1 yE
63 - -+ — = I
(63) {vn S T aE, 2, <k-—1>z}

I1 secondo termine in parentesi & minore di

s @ yk s
— —_— =y R
24/7 ,~.=zzs+1 (k—1)1 " 24/2 Yt

dove E, _, indica il resto della serie esponenziale, esprimibile nella forma:
s

:l/"'s 0. u
R,_, =22 o (0 < 0,<1).

s st
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Poiché infine, a causa della (57), sussiste la relazione:

s =B AL, con limf, =1,

§—» o

pers =s, e 6 ~0il termine suddetto ha limite nullo.
Se allora nella (63) per s =38, adopriamo la sostituzione (44) e ricordiamo
le (45), (42) e (61), nonche la (30), troviamo:

e s3] el0) — ()
(64) }Slfglztg(fv/\/O)K—l—W?Q——l

che, analogamente alla (46), compendia le proprietd o) e b).

€,

§ 6. - Indebolimento delle ipotesi su o), p(b), F(x).

6.1. — Sia 7 (0, T) un punto di discontinuity di prima specie di almeno
una delle funzioni g(t), (), @'(?), »'(1), @"(t), »"(t) le quali abbiano finiti in quel
punto i limiti destro e sinistro.

Assegnato per t =1 alle dette funzioni il valore del rispettivo limite sinistro,
il metodo & convergente nella regione Ra(t_), costituita dai punti di K, cont < 1,
e definisce in essa una funzione continua u(w, t). La funzione w(z, f) si assume
poi come valore iniziale per il problema nel rettangolo R— RQ('{) , per il quale ¢
dimostrata la convergenza in ogni dominio costruito analogamente ad E,,
sopprimendo da R— Et) i necessari intorni quadrati.

8.9.— La derivata prima di F(z) abbia in z € (0, 1) una discontinuitd di
prima specie. F(x) sia continua in [0, 1]; negli intervalli 0 <& < @, v<®<1
le derivate, fino a quella di quarto ordine, soddisfino le ipotesi fatte nel § 1
ed abbiano inoltre finiti in » i limiti destro e sinistro.

Lo schema (3) definisce ancora 7 funzioni vs(x), ma nella classe C,, . L’espres-
sione (17) per v,(w) & ancor valida, ma il metodo di valutazione dell’integrale
(19) va modificato se % e (x— o, 3+ o), spezzando Pintervallo di integrazione
in tre parti con estremi #— g, @, #, © -+ ¢ ed usando in ciascuna di queste la
formula di TAYLOR per v,(£), arrestata al terzo termine. Se ne deduce, ricordando
la (16),

(65) (@)= 54\;% exp(—— | gi/—(;f \>+ V(@) — & sign (v— &)+ Avy + O(@— )+ 0,

dove O(z— =) & infinitesimo con x— @ qualunque sia J, e deve intendersi:

(66) Af =@ +)—fl@—) .
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. - " A . .
In un intorno del punto @, v,(%) non & limitata per § — 0, a causa del ter-
mine:
A ,,,
cl'bo

(67) Aloi/3) = 5% exp(— i%‘;—g”—’)

singolare come 1/4/5 per & = &, ovvero se 53— 7 & infinitesimo di ordine non
inferiore a /5.

Si rende dunque necessaria una nuova restrizione di R, e degli insiemi 4, .
Indico con R, la regione ottenuta da R, con la soppressione dell’intorno {w— o<
<e<a+g, 0<t<g}(®). La definizione dei nuovi insiemi A & conseguente.

La validitd delle limitazioni (22) e (46) per vi(z) e ;¥ (z) ¢ confinata agli
ntervallip <o <s—p, 2 +p<a<l— 0, con

L = sup|vy(w) |, L' =sup|oy¥(@)| in {lo, ») U (z, 173.

La dimostrazione dei Teoremi 1 ¢ 2 va percid completata con la dimo-
strazione della equilimitatezza in 4’ delle funzioni () e v (3) nell’in-
torno v— o<z <z + .

Detto z, il termine di V() singolare per ¢ — 0 in un intorno di @, esso &
esprimibile con la formula ricorrente:

1

(68) 2.(2/4/?) - /z_%‘j__/%/& exp(_ L%Eﬂ_) dr (5 >2),
0
con la funzione iniziale (67).
Dimostriamo che Esg(x) gode della proprietd «).
Adottando le nuove variabili:
(69) y=@—a)\/3, n=@E—8))/3,
seriviamo
(70) aly) = ng Zealn) eXp—|m—y|)dn (%)
con
(67) Bly) = o g,

{(**) Ovviamente dovrd essere o<T—o<T+ o<1 —p.
(*) Per I'estensione dell’intervallo di integrazione da — <o a -+ oo 8i veda la anno-
tazione (8).
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Dalla (70) si ottiene per derivazione il sistema di equazioni differenziali:

(71) 2(y) = 2(y) — Za®) (s >2),
Hm 2z,(y) =0 per ogni s.

y—>+t

Tnoltre & di immediata dimostrazione che tutte le funzioni z,(y) sono pari
ed esprimibili nella forma:

,
Ay

2 /3

(72) W) =zly]) = Plyl)ye ¥l (s >1),

con P,(|y]|) polinomio di grado s—1 in [y |.
Essendo poi z( |y |) ovunque derivabile per s > 2, si ha:

(73) 2,(0) =0 (s

V
\l:

che completa il sistema di equazioni (71).
Posto allora:

s—1
(74) Plyl) =210l
k=0
le (67'), (71) e (73) danno:
51,0 =1

2(s—1) Py a1 = Dagyems (s

\Y
»

(75)

Lo

(k= 1) Pop— 2(k—1) Pops + Begpe =0 2 <k<s—1, §>3)

| Psp = Pspo-

Usando le (75) nel modo descritto per le (35), si perviene alla formula:

- — 1 28—k — 2 5
(76) Poi = S i\s — b — 1 I<k<s—1, s>2).

Ripetendo per la (76) i procedimenti di maggiorazione descritti per la” (40),
si ottiene:

- 1
(77) Per <5

A Cs

1
VES
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con
_ 1 (o
(75) U= ey )ofs—),  lmT, =1,
Avremo dunqgue:
l?/ IL — 8!1/] .

Vs P |y )]0 < éo k!

Per s = S, ricordando le (44), (45), (72), (78), (89), si ottiene infine:

(79) lim | 2, (w/y/9) | < | 4o, |11/72
0->0
che prova per la funzione %, la proprietd «).

La formula (65) puo essere utilizzata anche per il caleolo di v}"(w) = [v}(z) —
—9,(#)]/0 in un intorno di 7. Si mette cost in evidenza che in questo intorno
le funzioni »}"(x) hanno singolarity di ordine 6~%2.

La dimostrazione del Teorema 2 si completa sulla base dei risultati qui
ottenuti con i metodi descritti nel § 5, facilmente estendibili al caso presente.

La convergenza del metodo ¢ dunque dimostrata in Ré

6.3. — Conservando le altre ipotesi fatte sulla funzione F(x), supponiamo
che essa abbia in z € (0, 1) una discontinuity di prima specie.
La (64) viene allora modificata per I’aggiunta del termine:

sign ")-AU" X |»—3]
(80) —8ign (v — @ 35 P V3 )

col significato (66) per il simbolo Av, .
Le funzioni v,(#), s >1, sono da ricercarsi ora nella classe Ups—; ed hanno
una singolaritd di ordine 1/4, generata dal termine iniziale (80) e rappresenta-
_ bile nelle funzioni Z,, soddisfacenti le relazioni ricorrenti:
+ o

(81) Zy) = [} Z,) expl— | n—y | ) dn (s >2),

—

Iy, A’U . -
(82) Zu(y) =— 55 signy-e7M,
con y e n date dalla (69).
Dimostriamo che le (81) hanno un comportamento analogo a quello delle
funzioni 2, del § 4.
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Le funzioni Z,(y) sono tutte dispari ed hanno la forma:
Ay, _
(83) Zy) = — 53 sieny- Py |) e (s >1),

dove i polinomi P, sono identici ai polinomi (34) del § 4.
Infatti:

(84) Pylyl)=1
e, dovendo le Z,(y) soddisfare l’equazione

(85) ZY) = Z(y)— Zia(y) (s >2),

s

avremo, qualunque sia y,

(86) Pl—2P, + P, =0 (s >2)
(le derivate sono fatte rispetto a |y |).
Infine, per la continuitd delle funzioni Z(y) per s > 2 in y = 0, dovra essere:

(87) P,(0) =0 (s >2).

Le (84), (86), (87) coincidono con le (33) e definiscono quindi gli stessi poli-
nomi.

Risulta cosi dimostrata 1’analogia tra le funzioni Z, e le funzioni (28) del
§ 4 e per conseguenza la convergenza del metodo nella regione R;.
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Summary.

The convergence of the straight-lines metlod for the solution of a classical parabolic-type
problem is proved in a critical case. A particular sequence of functions (pseudoequicont-
inuous functions) is shown to be generated, wich converges to the solution of the starting
problem. The initial assumptions on the boundary conditions are reduced in the last
paragraph.
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