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Saggio di risoluzione di un problema a derivate parziali

col metodo delle differenze finite. (

§ 1. - Introduzione.

1.1. — Per la risoluzione di problemi a devivate parziali si ¢ iniziato ad
usare, da non molto tempo, il cosiddetto « metodo delle differenze finite »
(v. i « Riferimenti »). Nel presente lavoro intendo dare un saggio di tale metodo
risolutivo, applicandolo nella forma che mi sembra pit semplice.

11 metodo delle differenze finite consiste, sostanzialmente, nel trasformare
il dato problema (a derivate parziali) in un nuovo problema, del tipo «a dif-
ferenze finite », sostituendo le derivate con dei rapporti incrementali secondo
certi « schemi». Se il dato problema & di natura conveniente e se lo schema
usato & ben scelto, il nuovo problema risulta piu facilmente risolubile, e la sua
soluzione tende a quella funzione che ¢ proprio la soluzione unica del problema
dato (in tal guisa, per questa soluzione risultano provati i teoremi di esistenza,
di unicitdh e di approssimazione).

11 procedimento risolutivo descritto, quando sia condotto con tutto rigore,
ha purtroppo Pinconveniente di essere alquanto laborioso. Questo inconve-
niente, perd, mi sembra assai compensato dai due fatti seguenti: il procedi-
mento & elementare nelle sue linee generali, inoltre & costruttivo per la cercata
soluzione.

1.2. — TFissate cinque costanti reali a, b, ¢, o, f, con a<<b, ¢>0, a< s,

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universita, 43100 Parma, Italia.
(**) Lavoro eseguito nell’'ambito dell’attivitd del Gruppo di Ricerca n. 40 del Co-
mitato per la Matematica del C.N.R., per I'anno 1967-68. — Ricevuto: 22-VI-1968.
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nello spazio cartesiano (z, t, u) considero i campi seguenti (v. Figura 1):

Iintervallo (chiuso) (@..0) ={a<z<b},
il rettangolo » A = ABCD — {a‘ <a<h 0<ig c},
il parallelepipedo » P — {a <a<bh 0<t<e, a<u< /3}.

'i6 premesso, mi propongo il seguente
Problema a devivate parziali (del primo ordine e quasilineare) :
w (@, 1) = Mw, 1) WOz, 1) + e, 4, u(z, 1)),
™
u(w, 0) = @), z€(a.. b),

dove:

w(w, 1) ¢ une funzione incognita, e si ¢ posio brevemente

dulz, t) du(x, 1)
'lb‘”‘”(:l}, t) —_— = , ’16(0‘1)(%‘, t) — 5 7
inoltre
o), we(a..b), Mw, 1), (@, t)e &, fle, t, w), (», t, wye P

sono date funziond reali (unmivoche), continue, aventi equiliminati © rapporti incre-
mentali primi e secondi rispetio ad z ¢ ad w, ed ¢

(2) o< p(z) < .
Da questo Problema (1) conviene staccare i due problemi particolari otte-
nuti supponendo, ulteriormente,
Mz, 1) >0, oppure M, 1) <0.
Tali problemi particolari si chiameranno nel seguito, rispettivamente, il Pro-

blema (1) e il Problema (1-).

1.3. — Pongo ora

m, = min @(z), M, = max @),
cEta... b XSO
A = max | Az, )|, F = max | f(x, ¢, u) |,

“, EP @ t,u) € P
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e sia ¢’ >0 il numero cosi definito [cfr. la (2)]:
(3) ¢ =min[e, (b— a)/A, (m,— «)/F, (F—IL)/F] (}).

Considero poi, in corrispondenza a ¢/, i punti ¢, D/, I’ (v. Figura 1).

t
c C
c’ C' ’
L Figura 1.
. A B
0 a b x

Cid premesso, valgono i seguenti teoremi:

Teorema I. I Problema (1%) [con Az, 3) > 0] ha una ed una sola solu-
zione u(z, 1) (continua, con derivate continue) nel triangolo ABC' (%).

Teorema II. Il Problema (1-) [con Az, t) < O] ha una ed una sola solu-
zione w(x, 1) (continua, con derivate continue) nel triangolo ABD' (3).

Teorema III. Il Problema (1) ha una ed una sola soluzione u(z, t) (con-
tinua, con derivate continue) nel triangolo ABE' (*).

Nel § 2 eseguo 1a dimostrazione del Teorema I, nei§§ 3, 4 accenno alle analoghe
dimostrazioni dei Teoremi II e ITI. Infine, nel § 5 indico una generalizzazione.

(1) Quando uno dei numeri 4, I & nullo, nella (3) la frazione o le frazioni corrispon-
denti si intendono uguali a -+ oc.

(2) Precisamente, la derivabilitd di u(z, t) si ha solo in ABC' — BC' (ciod in AB('
privato del lato BC'). Naturalmente, le derivate parziali «®% (x, t) e /P (z, 1) nei punti
di AC'— ¢’ e di AB — B, rispettivamente, sono solo derivate destre.

(®) Precisamente, la derivability di «(x,?) si ha solo in ABD'— AD'.

(4) Precisamente, la derivabilita di w(x, ?) si ha solo in ABE' — (4£' 4 BE').

19
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§ 2. - Dimeostrazione del Teorema I.

2.1. = Alcune utili notazioni.

In corrispondenza ad ogni numero naturale 2, pongo:

(4) o = (b—a)j2n, &y = ¢/;2n

essendo ¢’ dato dalla (3). Nel seguito tali numeri %, e k, saranno indicati bre-

vemente con h e k.

t
¢’ C’
Figura 2 (caso »= 3).
k{ 4
- Al ‘ | NGB -
0! a T b x
2):

Introduco poi i seguenti simboli (v. Figura

1% (a... b), = [insieme dei numeri # = ¢ + ph (con p intero > 0) appar-
tenenti ad (a... b)],
g = ABC(',
I, = [insieme dei punti (z, t) = (a + ph, gk) (con p, ¢ interi >0)

appartenenti a 7.

2°) Essendo ¢ un qualsiasi numero con 0 < 6 < b— a, pongo:

(@...b—08)y = (a... b—8) 0 (a... b),,

J @ = [triangolo (chiuso) simile a J, disposto come I , avente il
lato (@...b— 9)],

TO=TOnT,.

3°) Essendo P = (#, t) un punto qualsiasi di 7, pongo:
P, = (z,, t,) = [punto (unico) di J, pit prossimo a P e avente coor-
dinate minori o uguali alle rispettive coordinate omonime di P (3.

(*) La corrispondenza, cosi fissata, fra i punti di . e i punti di 7~ » ¢ univoea da I a
Z », manifestamente perd non & tale la corrispondenza inversa.
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40} Essendo g(x), y(x, 1) due qualsiasi funzioni, pongo:

g(@ + ) — g()

gi(z) = : , BE(@..b—TN)n,
yz+h, 1) — yx, 1) ylw, t4+-k) — p(, 1)
P, 1) = . , YO g 4y = % y (@, 8)e TP,

gi(@) = [g@)],
YN, 1) = [y, 01, pw, ) = [ a, D] = [yNa, ],

e cosi via [k e k sono sempre i numeri b, e k, definiti dalle (4)] (°).

2.2, - Linee generali della dimostrazione del Teorema I

Dato che la dimostrazione (complessivamente alquanto lunga) si riduce a
provare varie successive affermazioni, credo opportuno elencare dapprima tali
affermazioni, insieme alle relative considerazioni di collegamento.

Anzitutto passo dal Problema (1+), a derivate parziali, al seguente

Problema a differenze finite [nella funzione incognita u.(z, 1), (z, t) € 7,]:
Wl N, t) = A=z, t) uNa, 1) + (2, 1, walw, 1)), (v, 1) €T

a)
un (2, 0) = @(x), ze(a...b),.

Affermazione I. Il Problema (1)) ha una ed una sola soluzione (v. 1. 2.3)

(5) Up = Un(, t), (z, )T ,.

(%) Per chiarezza in cid che segue, osservo che si ha:
[ (@) go(@) ) = gy(2) g{(x) + g{N(@) gl + B,

[p(, v(@)H = bz, o(@) + y@Tz + b, v(@) @),
dove:

w[l'oliw’ V) = [zp(w + }L’ ’U) - ’P(m: 1})]/71/ 5
plo )z, ) = [p(@, v + 1) — plx, ML, 1 =z h) — v(x)

[per 1 =0 si porra pl®i(x, v) = 1].
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Affermazione II. Le funzioni [formate con la (5)]

(6) = L 1), wl®t = 0N ), (¢, ye TP,
(7 wll = 2z, q), wltt = by ), (@, ) e TEM,

per mo==1, 2, ..., sono equilimitate (v. n. 2.4).

Affermazione IIX. Le funzioni (5), (6), per n =1, 2,..., sono equi-
continue (v. n. 2.5).

Prolungo ora le funzioni (5), (6) ponendo [si tenga presente la corrispon-
denza fissata al n. 2.1, 39)]

Un(P) = un(P,) , Ped,

wl NPy = P, , w(P) = ul>P,), Ped — BC'.

Si ottengono cosi delle « funzioni a scalini ».
Affermazione IV. ILe funzioni

(8) Uy = Uy(2, 1), (¢, )Y T,
per 0 =1, 2, ..., tendono uniformementie ad una determinata fumzione
(9) Uy == U,y (7, 1), (@, )T,
€ questa funzione ¢ continua (v. n. 2.6.1). Parimenti, le funzioni
(10) wlt®l — (g gy Y = ulg, 1), (%, t) € T — BC',

per n=1, 2, ..., tendono rispettivamente alle derivate parziali (prime) della (9),
cioé a

(11) wln = u$d (z, 1), wQD =ul (@, 1), (1) eI — BC,

e queste derivate sono continue (v. nn. 2.6.2, 2.6.3).

Affermazione V. La funzione (9) ¢ soluzione del Problema (1F), ed
¢ Vunica soluzione (nell’insieme delle funzioni continue in I~ con derivate continue
n J — B(') di tale problema (v. n. 2.7).
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Nel seguito di questo § mi occuperd soltanto delle dimostrazioni di queste
cinque affermazioni, e dopo cio il Teorema I sara quindi dimostrato.

2.3. - Dimostrazione dell’Affermazione I.

Nella (1F), (7) sostituisco ai simboli dei rapporti incrementali le loro espres-
sioni, e risolvo l'uguaglianza, cosi ottenuta, rispetto a Uz, -+ k)

(12) U, 1+ k) = [1— (k/h) Mz, )] ual®, €) +
o (R M, ) wam Ry ) =R (et wae, 1), (% ) eI

Conviene allora riguardave la funzione incognita u, spezzata nelle 2» + 1
parti seguenti:

[ wn(z, 0), ze(@...h),
w2, k), ze(a...b—h),
(13) w(z, 2k), ze(a...b— 20),
(@, 27 k) T =a

In virth della (12), le funzioni (13) si determinano successivamente (per via
ricorrente) a partire dalla (13),, nota per la (A7), . Invero:
La (12) per ¢ = 0 si scrive:

(12y) wa(w, k) = [1— (k/h) Az, 0)] u(z, 0) +
+ (k/h) Mz, O) un(z + Ry 0) -+ & f(, 0, w,(w, 0)), 2E (@ .. b— 1)y

dove il secondo membro risulta noto, perch¢ i primi due termini sono noti
per cid che precede e il terzo & pure noto in quanto la f & calcolata in un punto
di & [essendo, per la (2), o << u,(®, 0) < f]. Risulta quindi noto anche il primo
membro, cioé la funzione (13)..

() Tale simbolo (1), indica, qui e nel seguito, la prima nguaglianza del sistema
(1,5), analogamente (1)), indiea la seconda ugnaglianza del sistema (1,7), e parallela inter-
pretazione per altri simboli dello stesso tipo.
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La (12) per ¢ = % si scrive:
(12,) Un(®, 2k) = [1— (BJh) Mz, )] w,(z, k) =
+ (kfh) M, k) wy(w + hy k) +F f(2, &y w2, B)), x€(w...b— 2h),,

dove il secondo membro risulta noto, perché i primi due termini sono noti
per ¢id che precede e il terzo ¢ pure noto in quanto la f & calecolata in un punto
di &2 [infatti, tenuto presente che ¢

(14) Me, 1) >0, 1— (kfR) Az, 1) >0 (%),

usando le disuguaglianze My < Un(@y 0) < M, — F < fla, t, u) < F, dalla (12,)
si ha m,— kF <un(z, k) < M, + kF, e quindi anche m,— ¢'F < u(x, k)<
< M, + ¢'F, da cui, essendo per la (3) a<m,—cF, M, - c¢F <f, segue
infine o << u.(w, k)<< f]. Risulta quindi noto anche il primo membro, cioé¢ la
funzione (13),.

E cosi via. Resta quindi concluso quanto dovevasi provare.

2.4. - Dimostrazione dell’Affermazione 1I.

2.4.1. — Le funziowi (6),, per n =1, 2, ..., sono equilimitate.

In ciascuna delle due uguaglianze di (1) passo, in ambo i membri, ai rap-
porti incrementali (primi) rispetto ad # con I’inecremento k. Si ha allora [cfr.
annotazione (5)]:

[l (@, 0 = Ae, 1) ua, ) + {00 - By 1, wa(w, 8) wl, 1) +
+ 2%, 1) ul N - By 1) - N (@, t, wi(w, 1)),
15) (@, §) e T
L w @, 0) = ¢liz), ze(@..b—h),,
dove:

o0 (@, t, u) = [flz + b t, w)— f(z, t, w)]/h,
@, t, w) =[f@, t, u +1)— f(z, &, W]/, U= wn(@ + by 1) — un(,1) .

(®)) La (14), si motiva a partire dalla (3) nel modo seguente: ¢'< (b — a)/A,
A< (b —a)fe', Mz, 8Y< hfk, (k/h) Az, t)< 1.
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Nella (18), sostituisco ai simboli dei rapporti incrementali secondi le loro
espressioni mediante la 4% e risolvo I'uguaglianza rispetto a uf"Mz, ¢ + k):

WbV a, ¢ 4 k) = [1— (kfh) Az, §) + & [N o + b, 1, walo, )] N, 1) +
+ [(kfh) M, 8) + & ANa, )] wlNo 4+ By 1) + F fo0)(m, 1, wn(w, ).

Prendendo il valore assoluto in ambo i membri di questa uguaglianza e della
(15),, si puod scrivere:

(16) | ult @, ¢ 4 k)| <[1— (k) Ma, ) + b L] | N, )| +
+ [(k/h) M, ) + & L] | ulN@ + by 1) | 4+ L, (x, 1) e T,
(n | ulNw, 0) | < Ly, 2e{@..b—h)y,

¢id che si ottiene tenendo presente le (14) e che, per ipotesi, esistono quattro
costanti Iy, L,, Ly, L, tali che

W) | <Ly, |z, 1)| <L,

(18) ! f[l'o'ol(my i, u) l < L37 [ f[o'o'll(mi 1, %) ‘ <Ly (> 1.
La (16) per t = 0 da, tenendo conto della (17) e ponendo L, + L, = L (>1),

(19,) | ulz, k) | <Ly + kL) + kL, @€(@..b—2h),.
La (16) per t = k da, tenendo conto della (19,),
(19y) |ulNa, 2k) | <L+ +k L)*+ K Ly[1 4+ 1A+ kL), we(@..b—3h).

Cosi proseguendo, si trova in generale

(19,) | ul*w, gk)| <Ly (1 + kL) + kLo [1 + (1 + kL) + ... + (1 + kL)1),
we(@..b— (g + 1)h),,

ciod

[N, gk) | < Ly-(1 4 kL) + Ly-[(1 + kL)r—1]/L.
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Osservando che ¢ qui (1 -+ kL) < e®™ < ¢°'% si conclude

[ W™ Nw, ¢) | < L, % + I,- @ =1L [ )eT™; n=1, 2,1,
che esprime proprio ’affermazione da dimostrare.

2.4.2. ~ Le funzioni (6),, per n =1, 2,..., sono equilimitate.

Segue subito dalla (17F), per le ipotesi e per quanto provato al n. 2.4.1-

2.4.3. — Le funzioni (7);, per n =1, 2, ..., sono equilimitate.

In ciascuna delle due uguaglianze di (1) passo, in ambo i membri, ai Tap-
porti incrementali secondi rispetto ad # con l'incremento k. Si ha allora, ana-
logamente a quanto fatto al n. 2.4.1,

[l Y, 1) = Na, 1) ulYz, 1) - 10 @ + 20, 1, un(w + by 1)) w20V )
+ 22[1’0](537 ?) uf.g'o](m + Iy 1) + {}‘[2’01 (2, 1) u’[‘l,ol(a}, + 2h, t) +

+ Yz, 1, w(, 1)) + 2 200 + Ry by wa(w, 1)) 4N, )+

(20) L 1 4[0,0,2"] o {1,0] Lol 1} ]2}
+zf (60 + 2k, t, u,(, t)) [, 1) + @ -, t) !
(@, 1) € ToW
| w2, 0) = (), we(@...b— 2,
dove:

fo N, ¢, u) e foM(y ¢, ) hanno un significato conforme al n. 2.4-1,
1w, 4, w) = [f@, t, w +1)— f(=, ¢, W],
V=% [n(@ + 2k, 1)— 2 wyw + b, 8) - wn(z, O3
o0 e, 1y w) =[f(z, t, w + 20")— 2 f(&, 1, w +1") + fw, B, w)]/i",
U = & [tal + 20, £)— un(w, D]
I1 sistema (20) &, rispetto alla funzione ull, dello stesso tipo del sistema

(15) rispetto alla funzione u[%"). Pertanto, ragionando come al 1. 2.4.1, terrendo

presente le ipotesi e quanto provato finora, si conclude proprio con l’afferma-
zione da dimostrare.
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2.4.4. ~ Le funzioni (7),, per n =1, 2, ..., sono equilimitaie.

Segue subito dalla (15), per le ipotesi e per quanto provato finora.

2.5. - Dimostrazione dell’ Affermazione III.

2.5.1. ~ Le funzions (5), per n =1, 2,..., Sono equicontinue.

Devo dimostrare che: preso ad arbifrio un ¢ >0, esiste un determinato
0, >0 tale che

(21) | Unl P)— u,(P) | < € [P, PPeT,; n=1,2,...; PP <p] (.

A tale scopo, ragiono come si fa per dimostrare il ben noto criterio di Ar-
ZELA per la equicontinuita.

Essendo P = (#, 1), P' = (2, V) e J,, almeno uno dei punti (z', {), (#, t')
appartiene certamente a Z,: sia, ad esempio, (z', t)eJ,. Si pud scrivere
allora:

(22) Un(P') — Un(P) = [U(&, 1) — wu(®, 1)] + [wa(2', t')— u,(2', 1)] .
Dico che esiste una costante {2 >0 tale che
(23) | ual@y ) — un(m, )| < Q|3 — |, |u@, t)—usa', 1) | <Q|t'—1],
(n =1, 2,..).
Infatti, la (23), vale certamente per ' = 2; se & invece @’ 5= @, sia 2’ >,

essendo 2'— x = rh (con 7 intero positivo conveniente), si ha (come si veri-
fica facilmente)

r—1
(24) (') 8) — Uy, 1) = b D>, ulPYa + sh, 1);
o

ma, tenendo presente le equilimitazioni dimostrate precedentemente, esiste

(°) Per intendere giustamente questa affermazione conviene notare subito che pos-
sono non esistere coppie di punti P, P'€J, con PP’ < g, per un certo numero finito
di valori iniziali di ». In tal caso bisogna intendere che la (21) & verificata.
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un £2 >0 tale che sia
I ur[.l,(’] l <‘Q (ﬂ‘ = 17 27 ):

onde dalla (24) discende la (23);. Analogamente si prova la (23),.
Segue cosi, dalla (22),

(25) | #a(P)— un(P) | < Q-[| & — | + |t —1¢]|].

Se ora esistono [efr. ’annotazione (°)] coppie di punti P, P'€ 7, con PP' <
< g/(282), e quindi anche

(26) | o' —w|<el29),  [¥'—1]<e/29),
la (25), applicando le (26), dd proprio la (21), ed & g, = &/(20).

2.5.2. — Le funzioni (6),, per n =1, 2,..., sono equicontinue.

8i prova analogamente al n. precedente.

2.6.8. — Le funzioni (6),, per n =1, 2,.., sono equicontinue.

Segue subito dalla (1}), per le ipotesi e per quanto provato finora.

2.5.4. — Per il seguito interessa considerare le seguenti funzioni della va-
riabile ¢ >0:

(27) &(0) = 8 up| un(P') — u,(P) |,
PP Eg,; PP'<e
n=12, ...

(28) 7o) =sup[|ul"YP)—ulYP)|, |ulP)—uLNP) ],

P eET™ P <o

n=1,2,...

per le quali si ha manifestamente

(29) lim &(g) = lim 9(g) =0 .

o->+0 o—+0

2.6. - Dimeostrazione dell’Affermazione IV.

2.6.1. — Le funzioni (8), per n =1, 2,..., tendono uniformemente ad una
determinata funzione (9), e questa funzione & continua.
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Dimostro dapprima che: preso ad arbitrio un ¢ >0, esiste un intero n, >0
tale che

(30) | 1 (P)— u(P) | < & (PeT n, W< n).

+), anche il sistema analogo

n

A tale scopo considero, oltre ad (1
wl (@, 1) = Ma, 1) uldV (@, 1) + f(, ¢, u,.(2, 1)), (@, ye TH
(1)
u,(, 0) == @), ze(@..b),,

dove i rapporti incrementali sono fatti (naturalmente) con gli incrementi A’ =5, ,
k' =k, (come indicano gli apici).

Supposto ' > n, nella (1), (considerata in ™ C 7 %" conviene far figu-
rare i rapporti incrementali wl%z, 1), ul¥Y(w, t), fatti con gli incrementi
h =1y, k=F%,. Posto #— n=r, onde h=2"h', k= 27k, si ha [cfr. 1la (24}]

1271 , T
wlb (g, 1) = 5 3wl (@ + s, 1), ul Nz, 1) = 9— 2 uloH (z, ¢ + sk'),
0 - o
da cui

. 12721 , :
Wb (@, 1) = wlw, 1) + 5 S [wl (@, t)— ulbT (@ + sk, 3)],
[

27—

. 1 . .
wle (@, t) = ulo Nz, 1) + o S [ul Y (@, 1) — uloT (@, t + s%)],
0

e la (1,7), diventa:

WS, 1) = Aa, 1) ulPNa, 1) + f(2, 1, w(w, 1) +

122 [1,0]" [1,01
+5 ozs{l(w, ¢) [ulbT (2, ) — ulb™(x + sk, )] —
— [l (@, ©)— ulPY (@, t + sk")]}, (x, t)ye T™.

Sostituisco qui ai simboli «*Xz, 1), wl(=, 1) le loro espressioni, e risolvo la
uguaglianza rispetto a wu(z, ¢ + k). Sottraendo dalla uguaglianza cosi otte-
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nuta la (12), si ha:
u @, t +k)—w,(x, §t + k) =
=[1— (k/W) U, )][%, (2, 1) — wu(a, )]+ (k/B)A2, O, (2+h, ) — w,(m-+h,t)] +
+ k[f(z, 1, wulz, 0))— f(a, 1, w2, 1))] +

+ 5 z {Me, &) [ulr™ (=, ) — wlb (@ -Fsb/, )] — [l (@, 1) — ull (@, ¢ + s)]}.

In questa uguaglianza prendo il valore assoluto in ambo i membri: tenendo
presentele (14), la (18), seritta nellaforma | f(w, 4, ') — f(@, ¢, u) | < L, | w' — u |,
e infine la funzione (28) [osservando che & sh’ < (21— 1)h' <k, sk' < (2" — 1)k’ <
<< k] ottengo:
(1) | (@, 1K) — wnla, t-+E) | < [1— (k/l) M@, 1) +EL,] | v, ) — w2, 1) |+
+ (R Mew, ) | Ul + By 8)— wun( + Rk, )| + E[A k) + k)], (@, )eT™.
Si ha poi, manifestamente,
(32) I ,u’n’(‘/m O)_ 'Z&,,(CI?, 0) I =0 ) x e ((l' b)n .
Ora, le (31), (32) sono, rispetto alla funzione u,.— w,, di tipo analogo alle
(16), (17) rispetto alla funzione «[“°l. Pertanto, ragionando come al n. 2.4.1,
concludo:
(33) | 4, (P)— w,(P) | < [A 5(h) + q(k)](e™ — 1)L, , Ped,.
Dopo cid, per ogni P .9 osservo che (cfr. An. 2.2)
’l&n:(P) "_ un(P) =
= 'll/n:(P"~) - un(»Pn) = [un'(Pn') - uﬂ'(Pn)] _IL [/Mn'( un n):l

Nell’ultimo membro, tenendo presente la funzione (27) [osservando che &
P, P, << (h* 4 k*)*] e applicando la (33), si conclude infine

[ %,(P)— un(P) | < e((h* + £2)%) + [Aqh) + nk)](e*™*—1)/L,, PeT.

Poiché qui il secondo membro tende a 0 per » — - oo, la (30) & dimostrata.
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La funzione (9) ¢ poi uniformemente continua come segue facilmente osser-
vando che per P, @ € J si pud scrivere

u+m(P) — U, m(Q) -
= [, o (P) — wn(P)] + [a(P) — 1a(@2)] + [%(@) — 20, o(@)]

e tenendo poi presente quanto sopra dimostrato. L’affermata continuita
della (9) ¢ quindi provata.

2.6.2. — Le funzioni (10);, per n =1, 2, ..., tendono alla derivate (prima)
rispetio ad x della (9), cioé alla (11),, e questa derivaie ¢ continua.

1) Dimostro dapprima che esiste finito

(34) lim u{b(P) | Ped — BC.

n—>+ o

A tale scopo, considerato oltre a P = (x, {) anche il punto P’ = (2',t)e I
con @' >x, pongo
Wy oo(P') — Uy o (P) N Uy P — u (P,
+alP’) +(, RH(P,P):(E (L)

' — Ly — Xy

B, (P, P) =

(con # abbastanza grande affinche sia 00; > 2,).

Essendo @, — «, =1k (con r intero positivo conveniente), si ha [cfr. la (24)]

17t
R{P, P') = - S ul N, + sh, t,),
o

da cui

1 1
wYP)— R, (P, P') = - S, [l @, , 1) — wl @, + shy 1,)] .

0

Di qui, tenendo presente la funzione (28) [osservando che ¢ sh<(r—1)h =
= (4, — @) — h<< @' — ], segue

(35) | 2 P)— R,(P, P')| <n(a'—a),
ossia

Ru(P, P') —n(z' — z) < uP) < R, (P, P') +n(&'—a).
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Qui per # — - co i membri estremi hanno rispettivamente i limiti B oy P)—
—n(e’'—a) e R (P, P')+ n(@ — ), che differiscono in valore assoluto per
2y(@' —=) -0 quando @' —ax-+. Resta quindi concluso che il limite (34)
esiste finito.

2) Segue ora subito che &

(36) lim ul»! (P) = u®2 (P), PeJ — BC'.

N> 4 oo
Infatti, la (35) per n — + co da:

(37) | lim uf*(P)— R, (P, P')| <yla'—a),

N 4~ O
da cui, per &' — & +,

lim *(P) = lim R, (P, P').

n—> - o'z

Con ragionamento analogo, se & &’ < x, si ha
te] oDV h

lim «(P) = lim R, (P, P').

fn—> 4 oo z'—>rz—

Onde la (36).

3) Infine, nella (36) la tendenza al limite ¢ uniforme rispetto a P in
ogni campo ¥ [efr. n. 2.1, 2°)]. Infatti, per P€T® si pud scrivere

| Wl P) — u$2(P) [ <
<[ ul"YP)— Ry(P, P')|+| R\(P, P')— R, (P, P') |+ | R, (P, P')— ub2(P)|.

Qui si osserva che, per quanto provato sopra: preso ad arbitrio un & > 0, esi-
stono un g,, con 0 < g, < 6, ed un intero #, > 0 tali che ciascuno dei tre termini
del secondo membro sia minore di £/3 per ' — z — Oey B >W, .

La funzione «{'?) risulta cosl (ragionando come al n. 2.6.1) continua in J©@
(per P'arbitrarietd di 6 la continuitd si estende poi a tutto I — B(Y).

2.6.3. — Le funzioni (10),, per n =1, 2, ..., tendono alla derivata (prima)
rispetto a t della (9), cioé alla (11),, ¢ questa derivate ¢ continua.

Si prova analogamente al n. precedente.
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2.7. - Dimostrazione dell’Affermazione V.

2.7.1. — La funzione (9) ¢ soluzione del Problema (1+).

Infatti, per ogni P — B(C' e ogni we (a... b), dal sistema (17F) segue,
tenendo presente il n. 2.2,

wloN(P,) = MP,) ulPUP,) + H(Pr, uaP2))
Un(@n y 0) = @(@,) .
Facendo qui # — -- co, per quanto provato finora e per le ipotesi si ottiene

w¥B(P) = AP) u§A(P) + (P, u, . (P))

(@, 0) = =),
cio¢ proprio affermazione da dimostrare.
2.7.2. — Lo funzione (9) é Dunica soluzione (nell’insieme delle funzioni con-
tinue in I, con derivate continue in J — BC') del Problema (1%).
Sia 4 = (P) una qualsiasi soluzione, del tipo detto, del Problema (1+).
Dico che &
(38) u(P) =u_,,(P), Ped.

Per semplicitd di dimostrazione posso supporre che le derivate parziali uy'® e
%P di u, siano anche uniformemente continue (1°). In analogia con le (27),

(28) pongo:

&x(0) = sup I'“’:'.:(—P’)_“*(P) l )

PP E T PP <e

7:(0) = sup [ u@P)—ug™(P) |, | ug?(P)— () |],

PP Eg B0 PPI<g
onde

lim e,{p) = lim#,(g)=0.
g—>-+0 e—>+0

(1% In caso contrario, invece di considerare il triangolo aperto S — BC’, prenderei in
considerazione un triangolo chiuso del tipo ¥ c g — B(', ece. .
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Si avra poi, per ipotesi,
(@, 1) = U, 1) uf (e, t) + fz, t, uy(, ), (z, 1) € T — BC'
(1%)
uy(x, 0) = @z}, ze(a... b).

Nella (1}), (considerata in ™ C I — B(') conviene far figurare, al
posto delle derivate, i rapporti incrementali w2z, 1), 4%z, 1). Essendo, per il
teorema del valor medio,

U, 1) = ulOE ) (< E<ath), w0z, )= uCV(, 1) (< T<t - k),
si ha

wy (@, 1) = ullNa, 1) + [WEO@, t)— ubVE, 1)],

ug(@, t) = ug’”(l’”: 1) + [ue (@, ) — u (2, 7)),
e si procede poi in modo analogo al n. 2.6.1. Si ottiene cosi:

[ %(P) — a(P) | < (B2 + 52)%) 4 [A 9 (B) ++ ()] (e 2 — 1)/, , Ped.

Poiché qui il secondo membro tende & 0 per # — -+ oo, la (38) & dimostrata.

§ 3. - Dimostrazione del Teorema 1I.

In relazione al triangolo ABID', si considera il Problema a differenze finite:

'1,4,7[10’1](1,‘, 1) = 2(;’3, t)ug'ﬂ(m, ?) ‘;L‘f(wy i un($7 t))
1)
Uy(w, 0) = @(a),

dove i simboli gia usati hanno il solito significato, e inoltre (essendo sempre
h =h, >0)

Ul — h, 1) — u, (2, )
— :

wl g, 1) =

Su (1,7) si procede poi in modo completamente analogo al § 2.
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§ 4. -~ Dimostrazione del Teorema III.

In relazione al triangolo ABF', si considera il Problema a differenze finite:
wlP (@, 1) = A(x, ) uE""](m, t) + 2w, 1) ulNw, 1) + fl2, t, u(z, 1))
(1)
U (X 0) = (P(w)a

dove i simboli gi& usati hanno il solito significato, e inoltre

A(w, t) = L[A, 1) — | A=, 1)]], Ae, 1) =3[, ©) + | M@, 1)

1.

Su (1,) si procede poi in modo analogo al § 2, osservando, in. particolare, che:
1) In luogo del sistema (15) si ha il sistema

WV, 1) = A(w, t) ul N w— R, 1) + 2e(w, 1) w2, 8)+

+ [AY g, 1) - OO + By 1wz, )] ul N, 1)+

+ 20w, 1) ulNw + By 1)+ [N, 1, wlw, 1))

wl Yz, 0) = ¢M(=),
dove le funzioni A%, 20 sono limitate, perché
| A%, 0) | <| A, 1) |, | A, 2) ] <] AN, 1)] .

2) In luogo del sistema (20) si ha il sistema
[ Wl 1) = A(w, ) W Uw—D, §) + (@, 1) ul N, 1) +
+[2 AN, ¢) 4+ O + 2By 4 uu(w + By 1))] wlBNw, t)+
+ [z, £) 2Nz, 1] wl N2 -bh, 1)+ { AN, 1) ul Yo+, 1)+
+ {0, 8, wy(@, 1) + 2 [ Ryt wa(e, 1) W N, 1) +

+ 1100 (g o 20, 1, wa(z, 1) [ul N, 1) + ol + by 1)]7}

| w2, 0) = @@).
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§ 5. - Generalizzazione.

Le considerazioni precedenti si estendono, opportunamente, ai Problemi
a derivate parziali della forma:

4 ou,
== D5 Apal@ry ey By l) o @y ey Ty by Up ey )
1

ox,
(r=1, 2,..., N),

0w,

ot

UpBy 5 oeey @y 0) = @@y, 0ry @)

dove le u, = u(;, ..., @,, t) (r =1, 2,...,, N) sono funzioni incognite e le

o s J -
Prl®ry ey 3,)y Ao@ry oy @, O)y @y, oy @,y & Uy, oy uy), (=1, 2,.., N;
s =1, 2,..., ») sono date funzioni.
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Summary.

The author gives a sample of a solution of a partial differential problem by means of
the finite differences method.
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