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CORRADO SCARAVELLI (%

Su la risoluzione

di una classe di equazioni alle differenze finite. (%)

Introduzione.

Questo lavoro ha avuto origine dal desiderio di « trasportare» nel Calcolo
delle differenze finite un certo argomento di Caleolo infinitesimale. Il « modo
del trasporto», non certo univoco, & qui ottenuto cercando di restare il piu
possibile aderenti all’argomento infinitesimale e, ancora, cercando di mante-
nere una buona generalitd. Cid mi ha condotto ad usare nomenclature e simboli
gid da me introdotti in un precedente lavoro (cfr. [3]) (*).

I1 soprannominato argomento di Calcolo infinitesimale ¢ il seguente:

« Fissato un qualsiasi polinomio intero, in una variabile #,

-Pn = -Pn(m) = My 3" A+ Oy 1 + e + Apey & + Oy

« (di grado<<n, ma non identicamente nullo), si considerino le equazioni differen-

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universita, 43100 Parma, Italia.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell'attivita dei Gruppi di Ricerca del Comitato
per 1la Matematica del C.N.R. — Ricevuto il 20-X1-1968.

(4) In particolare, ricordo che con a, = a,(x; h) (s =0, 1, 2, ...) indico le « costanti
per 'inecremento % », ciod le funzioni periodiche di periodo k; con a5 = x(w — h) (— 2R) ...
.o (@ — (s — 1)h) indico le « potenze di passo 7 » del Caleolo delle differenze. Lssendo
poi D, ;, il cosiddetto prederivatore rispetio ad 2, col passo h, pongo per brevitd D ,f(x) =
= f"M(w) (r = 0, 1, 2, ...), intendendo che sia D2,f(x) = fi®"Nz) = f(x).
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« ziali, lineari e omogenee, nell’incognita y = y (=),

n

(1) S (1) PPy o,
)
(1) zr (— 1) (r +1) P:) Y ,
0
< r + 2 () o n—r)
(1,) ZT (— 1) 9 Py =0,
0

« ossia pilt brevemente le equazioni

(1) S (— 1>f(" M )P Y= 0 (m =0, 1,2, .

Py m

« 81 osserva che, applicando alle (1,), (1), (1,), ... rispettivamente gli ope-
« ratori
D, D2, D3, (dove & D == d/d=),

«si ottengono ordinatamente le semplici equazioni
-Pn y(n+1) — 0 , -Pn y(n+2) ] , —Pn y(n+3) = 0 ,

« Ne segue che le equazioni (1), (1,), (1), ... sono tutte integrabili in termini
« finiti, e non & difficile scriverne i corrispondenti integrali generali (occorrera
« distinguere vari casi a seconda del grado di P, (®).»

Per «trasportare » questo argomento nel Calcolo delle differenze finite,
procedo come segue:
1°) Al dato polinomio P, = P,(x) sostituisco un dato polinomio intero

in & e di passo h (cfr. annotazione (1) ed anche [3h

-4 tn = =Dl ~ 1la -~
P, =P, (@) =ay o™ + a, a0 11 G g T - @,

M

(di grado <m, ma non identicamente nullo).

20) Alle equazioni differenziali (1,,) precedenti sostituisco rispettivamente

(*) Nel caso particolare importante che P, sia un polinomio di ApprLL di grado #,
le soprascritte equazioni sono state completamente risolte in [1].
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le equazioni alle differenze, lineari e omogenee (3), della forma:

(20) S (= 1)y POl(w) y* (e 4 1h) =0,
4
(21) 2 (=D + 1) Pl y" T @ k) =0,
[}
S r + 2 (7,h) {n-—r.h)
(%) (=100, PR @y (@ k) =0,
0 z2

ossia pitt brevemente le equazioni:
< T () 1,2 , o

(2m) S (=1 | Be) g Ry =0 (m =0,1,2,..).
£ ,

3%) Provo (efr. §§ 1, 2, 8) che, applicando alle (2,), (2,4), (2,), ... rispeltiva-
mente gli operatori (%)

2 3
Dx,h H Dac,h. ) Dm,h ’ crt s
si ottengono ordinatamente le semplici equazioni

Pu@)y® P (@)=10,  Pu@)y" ™" () =0, P, (@) g™t (@) =0,
Cid porta a concludere che le equaziont (2,), (2,), (2,), ... sono tullte risolubili
in terming finiti: indico qui le loro soluzioni generali, distinguendo i vari casi a
seconda del grado di P, (z).
Aggiungo anche alcune esemplificazioni.

Osservazione I. T da notare che oltre alle equazioni (1,,) si possono
anche considerare le equazioni alle differenze, lineari e omogenee,

n oA g

@) S, (— 1)r( ‘ M)P,‘]{h‘“’”(m +7h) Y () =0 (m =0, 1, 2, ..).
0 m

Infatti, applicando a queste equazioni (2,) (m =0, 1, 2, ...) rispettivamente

gli operatori D'} (m =0, 1, 2, ...), si ottengono ordinatamente le semplici

(3) Considero soltanto il caso « omogeneo» in quanto ad esso si riconduce il caso

«NOI OINOZENeo ».
(%) Cfr. I'annotazione (1).
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equazioni
Po(m = (0 -+ m = 1)) gty g (m==0, 1, 2, ...)

che sono tutte risolubili in termini finiti. Le rispettive soluzioni generali si dedu-
cono in modo perfettamente analogo a quello seguito per le (2,).

Osservazione II. Se i coefficienti @, = ,(z; %) del polinomio P, (x)
hanno limite finito per & — 0, si pud affermare che quando  — 0 le equazioni
alle differenze (2,,) [o ;m )], e rispettive soluzioni, tendono ordinatamente alle
equazioni differenziali (1,), e rispettive soluzioni.

§ L. - Riseluzione in texmini finiti dell’equazione (2,).
Risolviamo la precedente equazione alle differenze, lineare e omogenea,

(20) P lh(m) :Ij("'h)({l}) Pu M(.’I‘) ’I/(n 1, h)( ! h) .P(" h)(,v) J(n—" h)( ' oh) . +

n nlh nlh
- (— 1) PUP(w) y(w + nh)== 0,
L.1. - Una proprietd del primo membro di (2o).

La prederivata [cfr. I’annotazione (1] del primo membro di (2,) si riduce a
un solo termine, precisamente é&:

3) (3 (1) PiP(a) g~ @ + 1h)]® = P, (@) y""(z) .
0
Infatti, tenendo presente la formula

{f(@) g@} ™" = f(@) ¢*™(@) + f*P () gl + 1) ,
il primo membro di (3) diventa

{Pun(@) 3" @) + PSP() (w4 B} —
— {P(@) y"P(w + h) + PEP(w) ¥ (@ + 2R)} +
+ {PEP(@) y" P (@ + 2R) + PEP(z) Y P (@ + 3h) — ... -
+ (=D P @) ¥ (@ 4 nh) + PER@) y(@ + (0 + 1) B}

eseguendo poi le varie riduzioni e notando che & P‘"“””(m) =0, si ottiene proprio
il secondo membro di (3).
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1.2. - Soluzione generale dell’equazione (2o).

1.2.1 — Prederivando ora lequazione (2,) e tenendo presente la conclu-
sione del n. precedente, si ottiene la semplice equazione P, () gt (g) = 0,
ossia

(4) ’IJ("-H”‘)(.’I}') =0 .

La soluzione generale di (4) ¢, manifestamente,
o~ -~ o~ e n I~ I
(5) Y = pn[h(m) = G, pnlh J’, ¢, g1}l 2 _I_ . __éu Crm1 piin + Cp = zs Cs 279 h’
[}

polinomio intero in =z, di passo b, di grado <, e di coefficienti arbitrarie co-
stanti per l'incremento 7. La soluzione generale di (2,) si ottiene allora dal
precedente polinomio p,,(#) imponendo che esso soddisfi all’equazione (2,),
ossia che valga la condizione

(6) (= 1)rPER gy pl=rt (g - rh) =0 .

QM:

11 primo membro di (6) ¢ una costante o per Vincremento h: infatti la prede-
rivata di tale primo membro [tenendo presente (3) ove si ponga y(x) = pu()]
& uguale a P, (@) p&it")(z), cioé & zero, per essere pl,H M (z) = 0.

nik

La condizione (6) diventa percié (osservando che « &, evidentemente, fun-
zione delle precedenti ¢o, Ci, --oy Cn)

(6") Ty C1y vy Cn) =

Lreffettiva espressione di a(C,, C; , -, ¢.) siottiene ora notando che il primo
membro di (6), qualora in esso si eseguano i calcoli indicati, prende la forma di
un Polinomio g, (@) intero in x, di passo h (e di grado < n) (®). Quindi « & proprio

(5) Infatti:
19) Essendo x e v interi positivi, abbiamo
gitlh gl o ppdn (,uh + (@ — Mh))vlh

da cui, applicando all’ultimo fattore del secondo membro la nota formula di VANDER-
MONDE [cfr., ad esempio, [3], loc. cit. in (4)],

1 »
ittt g lh fL“‘“’Er(T) (Mh)(v——r)lh (@ — Hh)rlh;
0

ma & et t(@ — ph) = (n — h)...(x — (g — DR) - (@ — ph)(© — (u+1D)1)... (& — (pt+r— k)=
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il «termine noto » del polinomio g,,,(): pertanto o & dato dal primo membro
di (6) quando si ponga @ = 0 in tutte le sue potenze di passo h. Risulta cosi:

~ 7 T =8\ ~ .
P N . ropl o )t 2 {a ("S)])‘: 6
o == 0,(~— Hrrl aper zos(n——?). (7’_9) cs (1h) 0 (¢),

od anche [invertendo 1’ordine delle sommatorie e tenendo presente che (#5) ¢~
1Y

= (r! [s A=)

2, csz (— 1)’7‘(%—9)'( )(7"/8' W e =0,

oppure

(6") z{z (1)1 ()h—k} (n—5)1%, =0.

s

Concludendo: il polinomio (5), ove le costanti ¢, soddisfino al legame (6"'), ¢i
da in termini finiti la soluzione generale dell’equazione (2,) (7).

= gtk onde

2

P
gk gl 27‘ (9) (/,t]b) (r=n)n lp+r)in ,

1]

che dice: wn prodotio xrlh z*% 5i pué riguardare come un polinomio inlero in = di passo h
e di grado 1 -+ ».

2% La stessa affermazione vale pilt generalmente per un prodotto (x - a)sis.
“( - D)%, poichd, applicando ancora la formula di V ANDERMONDE, risulta

~ i~ ‘lL —~ ? g
(@ +— (L)Mlh (w4 b)vlh - zT (,u,) ale =)k prln zs (1}) plv=s)lh psln
0 ' o 8

che & una somma di termini della forma 5,’3 @8 2212 onde siamo ricondotti al caso pre-
cedente.
Nella (6) compaiono, precisamente, i prodotti del tipo a#!* (z 4 rh)*!z,

() Intendendo naturalmente che sia (#h)(r=*M& = 1 per » == ¢ = 0.

(") Se P, (z) ¢ un polinomio di ApprLL, di passo h, ciot se si ha Pup() =@, " anl?
(efr. [8]), essendo P(" W () = [0 (0 — IMIP (—ryin(®), 1o (2,) si serive

o(—1
Zr (( 7)) ] I)(n r)lh(w) J<n-—rh)(a/ + 771) == 0

e la (6") diventa

11‘

Z::s {i T. (:) hr=e an—r} (n—s)! c=0.

3
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1.2.2, — Per ottenere proprio I’espressione esplicifa della soluzione generale
di (2,) basta distinguere successivamente vari casi.

Caso 19. Se P,z) & di grado = (perché &,=£0), da (6") si ricava

(1) T = TS {Z (—1yr ! () hf—sa,,,_,} (n—s)! 3,

~ s
n! g 3 8
e la soluzione generale di (2,) ha I'espressione (5) con ¢, dato da (7).

Caso 20, Se P,,w) & di grado n—1 (perche @, = 0, a, =2 0), da (6'') si
ricava

. - (— 1)z m=2 fn_1 - Yo~ N
(8) Cpy = (0 — l)!711 EOS{ z’ ( 1) . (S) h a’n—r} (’”'—'5) : sy

s

e la soluzione generale di (2,) ha I'espressione (5) con ¢,., dato da (8).

Caso 3°. Se P,,(z) ¢ di grado n—2 (perche @, = a, =0, 2,54 0), da
(6") si ricava

—~ (_ 1)11—-3 3 jn—2 7 ~ -
(9 Cpop == mm > {zr (—1)rr! (s) hr—s aﬂ_r} (n—s)le,,

0 5

e la soluzione generale di (2,) ha l'espressione (3) con ¢,., dato da (9).
E cosi via.

L.3. - Due esempi semplici.
1% Risolvere l'equazione
{a?*— cos (2mw/h)} y > (z) — 2 2 y W (@w - h) + 2 y(z + 2h) =0 .
La sua soluzione generale é, tenendo presente la (8),
Y(#) =Gy {a®'* 4 cos(2ma/h) — 20%} + ¢, (@— 20).
2% Risolvere ’equazione
{z + sen(2ma/h)} y>M (@) = ym(z + D).

La sua soluzione generale ¢, tenendo presente la (9),

y(@) = ¢ {x?* 4 2[sen(2mw/h) — hla} + ..

18
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§ 2. - Risoluzione in termini finiti dell’equazione (2,)
Risolviamo la precedente equazione alle differenze, lineare e omogenea,
(20)  Popalw) yon(m) — 2PN () yr-v M@ 4 h) + BPGP (@) yr-t W (@ - 2h) —

(=) (0 £ 1) POB(a) (o + nh) =

2.1. - Una proprieta del primo membro di (2).

La prederivata seconda [cfr. I’annotazione ()] del primo membro di (2,)
si riduce a un solo termine, precisamente &:

nlp

(10) (2 (—1) (r 4+ 1) PP (z) yr=r W@ + rR)]=0 = P, u(@) yi7+=0(w) .
Q
Cio si verifica facilmente usando la formula

@)@l = (@) e (a) + 2f00w) 900w + 1) + [0(@) gl + 20)

in virtu della quale il primo membro di (10) da Iuogo ad una espressione che,
con riduzioni immediate, & proprio il secondo membro di (10).

2.2, - Soluzione generale dell’equazione (2)).

Prederivando due volte ’equazione (2,) e tenendo presente la conclusione
del n. precedente, si ottiene la semplice equazione P, (@) y(» =M (z)= 0, ossia

(1) Y= (@) = 0.

La soluzione generale di (11) ¢, manifestamenteo,

ne1
(12) Y = p(n+l)§h(w) = ¢, plnt1)in e anlh ... ey, pitn A Cppy = zs C. $(7z+1—s)1h,
0
polinomio intero in «, di passo %, di grado <\« -+ 1, e di coefficienti arbitrarie co-
stanti per Uineremento k. La soluzione generale di (2;) si ottiene allora dal pre-
cedente polinomio P(,iq.(z) imponendo che esso soddisfi all’equazione (2,),
ossia che valga la condizione

7

(13) S (= 1) (r - PGP (@) pl i@ + rh) =

nlh (n+1)n
0
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Il primo membro di (13) ¢ un polinomio oy 2" -+ o inlero in 2, di passo h
¢ di grado 1: infatti la prederivata seconda di tale primo membro [tenendo pre-

sente (10) ove si ponga y(z) = Py ()] ¢ uguale a P, () pﬁj:jﬁ;’ﬁl(w), cio¢ ¢

gar N ) (nt2hyr 0y
Zero, per essere Py, (@) = N
La condizione (13) diventa percid (osservando che &, ¢ «, sono, evidente-
mente, funzioni delle precedenti ¢y, ¢, ..., Grr1)
0(Coy Cry voey Cntp) =0
(137

—~ —~

O(l(c(), Ciy -vvy cn+1) =0.

Lreffettiva espressione di wo(Coy €1y oy Ont1) © 6a(Co s C1y oovy Oniq) Si ObLieNC oOTR
notando che 4l primo membro di (13), qualora in esso si eseguano i caleoli indi-
cati, prende la forma di un polinomio .4y () intero in @, di passo h (e di grado
<n + 1) (¢). Quindi il polinomio o, #*'* 42, & proprio la somma degli ultimi
due termini di gniy2(%): pertanto =, e =, sono dati dalla prederivata del primo
membro di (13) e dal primo membro di (13), rispettivamente, quando si ponga
x = 0 in tutte le loro poterze di passo h. Risulta cosi:

-

n41—s

o = PIACENAURIEY ey S 4+ 1—17)1 ( ) T, (FR)n
0

“’*ﬂil(—l)’ r+1)! (r+1)a S n—1)! nol s (r4-1) B)(re1-91h =0
P FEOE(r 1) @y ;s( D i e e, ((r+- _

~ r+1 ’Ilr—:-—l — s

= ir \“1)7 (7‘_§~1)!‘C‘l’n—r Es ('”_ 7)! (

R
I

Pl — 8

)’gg (FRYrE=NE == O (°).

Se ora mutiamo # in »— 1 nel secondo termine del primo membro della prima
eguaglianza, unerdo poi i due fermini in uno solo; e se mutiamo s in s + 1
nel primo membro della seconda uguaglianza, dopo aver notato che & (rh)*+1=91*
=0 per s =0, il sistema si scrive anche:

n ~ 7 n -+ I — ~
Si—=Lyrta,., Do 1 —)! (n s S) s (PRI = 0
0 0 -

n

zr (_l)r (7. -+ 1) ! E/’n—r is ('n"“‘ 7‘) ! (

n—8

) Cst1 (Th)(r_s;lh: 0,

[ r—s

(8) Cfr. loe. ecit. in (). .
(°) Intendendo che sia (h)("=% =1 per 7 =s == 0; e (rR)U+1-94= | per » = 0,
s = 1.
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ed infine, semplificando i prodotti di fattoriali e coefficienti binomiali, invertendo
Vordine delle sommatorie ¢ tenendo presente che & (#h)7 9% = (31 /s 1)}~ ,

n .

>, {ZT (— 1) 7! (

s s

) furs Z’n—’”} (n 4+ 1—s)! ?s == 0

s {Zr (— 1) o 4 1)1 () hir=s ?o} (n—8)1 Gy = 0.

0 s

Concludendo: il polinomio (12), ove le costanti ¢, soddisfino al sisteme (13'),
ei da in terming finiti la soluzione generale di (2,). Naturalmente per ottencre
Vespressione esplicita della soluzione generale di (2,) basta distingueve vari
casi a seconda del grado di P,,,(x}, cosl come si & fatto per la (2,). Per brevita,
ometto i calcoli relativi a questi vari casi.

2.3. - Due esempi semplici.
1%) Risolvere l’equazione
(14)  (w2hn L 2117 y(2,h)(m)__ 22z - 2) yW (@ £ h) - 6 y(@ -+ 2h) = 0.

11 sistema (13'") & ora

~

6h(h—1) Gy + 22h— 1)y + 2 =0

2h(Bh—2) ¢, + 2(8h—1) Gy + 3¢5 =0,
e la soluzione generale di (14) ¢
Y = eof @' L 6h(L — R) g1 - 4h(1 — 3h)(1 — h)} -
-+ {mm -+ (1 — 2h)arlr % (9h2 — 8h + 2)} .
29) Risolvere 1’equazione
{3z + cos (2az/h)} 2" (x) — 6 y'v¥(x + k) =0.
Lia sua soluzione generale &

Y =6 {a*" 4 [cos(2mz/h) — 3R] a2l 4

-+ ;- [cos(2nw/h) — 3I])[cos(2awm/h) — 6h] 2117} .
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§ 8. - Risoluzione in termini finiti dell’equazione (2,).

Risolviamo, in generale, l'equazione alle differenze, lineare e omogenes,

n r . ‘
CHRD (__1)7( ) PUD(@) g (b 9B) =0 (m =0, 1, 2, ..
3.1. - Una proprietd del primo membro di (2).
La prederivata m -+ 1-esima [efr. Pannotazione ()] del primo membro di

(2,,) si riduce & un solo termine, precisamente &:

i 7o m ok - (m+1,h) .
(15) 2 (=17 PN @) ytr=r i (z -+ rh) = Pypp() ylrtmi b ()
0

ne

Infatti, tenendo presente la formula

S R
{f(m) g((p)}(m%—l,h): ZS f ’ (a/-) g(m-{-l—-s.h)(m -+ S‘h),

0 S

il primo membro di (15) diventa

T4 m

m

ZT (—“ 1)r (
)
oppure

S

0

mz-l—l m o1 P(r-}-s,h)(w) 1 (n+m+1—r~s,h)(,[’. i (7. ' S‘)h)
s s “nlh Y & i !

0

B

m m 4+ 1 o ,
L )( s )Pﬁ?? S0 () YT (e s)R) (1),

W

Se ora qui poniamo s = » — # (e con ¢id v variera da  ad ») e invertiamo le som-
matorie, otteniamo

iv 2’:’ (—1)r (o~ -+ 'm) (m + 1

)P‘”"“(m) Yo @ ),

v m y— 7 nln
o anche
i y r - m m -1
(16) >, Pii(@) gt @ oh) 3 (1) ( ) ( i ) '
0 P —

(%) Notando che, quando & m + 1 >n — si ha POrs® =0 per s =u — 7 -+ 1,
\ . m -+ 1
% —r+2, .., m -+ 1; e quando & m + 1 <n —1 si ha ( =0 per s ==m -+ 2,
8

m - 3, s, B—1.
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Issendo poi

ir (— 1) (7- + m) (m, + 1) e - 1 pery =0
o mo f\rv—r v 0 per » =0 (11),

da (16) si ottiene proprio il secondo membro di (15).

3.2. - Soluzione generale dell’equazione (2.,).

Prederivando m -+ 1 volte 'equazione (2,) e tenendo presente la conclu-
sione del n. precedente, si ottiene la semplice equazione P, ,(x) yt=+»+t4(p) = 0,
ossia

(17) /I/(ﬂ+1n+1,h)(m) = .
La soluzione generale di (17) ¢, manifestamente,

(18) Y = p(n-{-m)[h(m) =c, plntm)in + e g{ntm—1}1h I

- - n+m~
+ Cppm—y B A Cpy iy = Zs Cs w(n+m_s)m7
0
polinomio intero in @, di passo &, di grado <<n -+ m, e di coefficienti arbitrarie
costanti per Uincremento . La soluzione generale di (2,,) si ottiene allora dal
precedente polinomio P nimys (@) imponendo che esso soddisfi all’equazione
(2,,), ossia che valga la condizione

n o !
oo (7,0 n—r,h) R
(19) (=1 ( - ) Ploi(@) pinrt (@ + h) =0 .
9

Il primo membro di (19) ¢ un polinomio og ™ ® -y atm=DIn 4+

wngero in x, di passo h e di grado m: infatti la prederivata (m --1)-esima di tale
s g P
primo membro [tenendo presente (15) ove si ponga y(z) = p(,,+m)[h(w)] ¢ uguale
n+m- 1,k sad A N . . n-t-m 41,0 e

& Pyal@) plios (@), clod & zero, per essere Pyl ‘)(m):_ 0.

La condizione (19) diventa percid [osservando che le «, (u =0, 1, 2, ...; m)

sono, evidentemente, funzioni delle precedenti ¢,, ¢, veey Cotom]

(197 EH(EO ) El} ey ;n-i-m) =0 (e =0,1, 2, ..., m).

(1) Su questo risultato e sul significato di ¢, cfr., ad esewpio, [2] loc. cit. in (?).
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Teffettiva espressione delle o, (¢, €1, ooy Cosm) (=0, 1, 2, ..., m) si ottiene
ora notando che il primo membro di (19), qualore in esso 8i esequano i calcoli
indicati, prende la forma di un polinomio ¢ nt m”,,(m) intero i x, di passo v (e
di grado <% --m) (*?). Quindi il polinomio ey az™* - oy alm=Dik g,
¢ proprio la somma degli ultimi m -+ 1 termini di guumya(@): pertanto gli E‘u
(=0, 1, 2, ..., m) sono dati, rispettivamente, dalle prederivate (m— u)-
esime (u =0, 1, 2, ..., m) del primo membro di (19) divise per (m— p)! (1 =
=0, 1, 2, ..., m), quando si ponga x = 0 in tutte le loro potenze di passo 5.
Risulta cosi:

~ » ~ > VY o~ » rom [m—p
o, = Seln +m—s—ule,,, z,_v!(g) P, Y, (—1)7 ( ;n ) ( ) =0
0 : o )

s y—7

o

(u =0, 1,

ed essendo ﬁ:r (— by (r * m) (m - ”) = (—1)" (” + ‘V) si ha anche

ry m Yo »

y ey M),

n n » s ~ ‘ ~
(191 gs{iv (=1 (v +w! (6) e a."_,} (n 4+ m—s—pu)! ¢, =0

3

(p=10,1,2, .., m).

Concludendo: i1 polinomio (18), ove le costanti ¢, soddisfino al sistema (19'),
et da in termind finiti lo soluzione generale di (2,) (). Naturalmente per ottenere
Despressione esplicita della soluzione generale di (2,) basta anche qui distin-
guere vari casi a seconda del grado di P,,(x). Per brevitd ometto i relativi
calcoli.

(12) Cfr. loc. cit. in (3).
(**) Se P,(x) & un polinomio di APPELL, di passo h [cfr. loc. cif. in ()], la (2,) si
scrive

"= (r+m
2 n

5 (m—r)!

)P(n——r)]h(l’) y(""r'h)(f’? + ?'7&) =0,

e la (19"") diventa

R {ZV (— 1) v + p)! ("”) (1) e Tl”_,} (4 m— s — p)! Tyyp=0
0 s
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Sommario.
Si risolve una certa clusse di equazioni alle differenze, lineari e emogence (efr. Intro-
duzione).
Summary.

A cerlain class of homogenecus linear difference equaticrs is solved (see Introduction).



