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Virrorio MANGIONE (¥)

Su alcune classi di connessioni

di una varieta quasi complessa. (*%)

1. - Introduzione.

T noto che le ricerche di B. ECEMANN ed A. FROLICHER del 1953-55 e quelle
successive di K. YANo, E. MARTINELLT, G. B. R1zza e di altri hanno condotto ad
individuare su di una varietd V a struttura quasi complessa diverse classi di
connessioni, dotate di interessanti proprietd geometriche ®.

In questo lavoro vengono stabiliti alecuni risultati relativi alle classi ora
accennate e precisamente alle conuessioni g, , o., Qo » alle connessioni di MAR-
TINELLI, alle connessioni semisimmetriche e J-semisimmetriche, alle connessioni
nelle quali & parallelo il tensore fondamentale % della struttura quasi complessa
(nn. 5, 6).

Intervengono in modo essenziale nelle considerazioni, oltre al tensore D R
ottenuto da % per derivazione covariante nella connessione 4, 1 tensori R(A),
S(A), che si costruiscono a partire da D h, gid sistematicamente utilizzati nel
lavoro [8] di G. B. Rizza (n. 4).

Precisamente, sfruttando un lemma di carattere algebrico (n. 7), si perviene
a riconoscere che, se per una coppia di connessioni /A, A* risulta R(A) = R(A%)
ed S(A4) = 8(A*), allora si ha D b= D, h (Teorema T, , n. 8).

Immediata conseguenza di questo risultato ¢ che annullarsi su V dei ten-
sori R(A) ed S(A) caratterizza le connessioni A nelle quali il tensore fondamen-
tale h, associato alla struttura quasi complessa, ¢ parallelo (Teorema T;, n. 8).

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universiti, 43100 Parma, Italia.

(*#) Lavoro eseguito nell’ambito del Raggruppamento di Ricerca n. 1 del C.N.R. —
Ricevuto: 24-VII-1968.

(%) Si vedano, per esempio, i lavori [3], [6], [8],'[13] della Bibliografia posta in fine.
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140 V. MANGIONE {2]

Altre conseguenze sono: una caratterizzazione delle connessioni di MARTINELLI
che godono della proprietd ora indicata, ed una caratterizzazione delle connes-
sioni g, tra le connessioni di MARTINELLE (Teoremi T, T, n. 8).

Tutte le classi di connessioni accennate all’inizio, salvo P'ultima, costitui-
scono delle generalizzazioni della classe delle connessioni simmetriche. Condi-
zioni perché una connessione appartenente ad una di quelle classi si riduea ad
una connessione simmetrica, sono indicate al n. 10 (Teoremi T, T%;, T; Corol-
lari Cy, G,).

Infine, al n. 12 si danno alcuni teoremi di annullamento par il tensore di
NIJENHUIS N, associato alla struttura quasi complessa di V. Nelle note ipotesi
sulle classi di ¥ e del campo dei tensori 2, discendono alcune condizioni percheé
la varietd V risulti a struttura complessa (Teoremi Ty, Ty; Osservazione O).

2. - Struttura quasi complessa.

Si consideri una varietd a struttura quasi complessa ¥V di dimensione 2n
(n>>2) e diclasse €7 (r>1). Sia v lo spazio vettoriale tangente in un punto =
di V, 7, lo spazio vettoriale duale (%).

Indicati con 2# il campo tensoriale misto, di elasse %° (1 <s <r—1),
che determina la struttura di V, e con 4 il campe tensoriale di NIJENHUIS
associato ad 2, siano her,® 7 e N € 7. ® 7, ® 7 i corrispondenti tensori nel
punto « di V.

Come & noto, per il tensore h &

1)  (h@hb) =2 (A@h) =— 4,

dove § & il tensore di KRONECKER e ¢; e ¢, indicano contrazione (2).

Intervengono nel seguito "isomorfismo anti-involutorio J definito in = dalla
struttura quasi complessa di V (isomorfismo fondamentale) e, pill in generale,
gli isomorfismi (rotazioni caratteristiche)

Jp == I cosp + Jsenp 0 <o <27 (%)

(*) Per le generalita sulle varietd quasi complesse vedasi B. EcRmaNy, [8], ($§ 1, 11, ITI,
VI); E. MARTINELLI, [B], [6], (I-VI); K. Yano, [11], [12]; e i lavori [8],[9] di G.B. Rizza
ai quali si rinvia anche per le notazioni.

(*) In generale ¢ & I'applicazione tensoriale di contrazione relativa all’r-esimo indice
di contravarianza ed allo s-esimo di covarianza (N. BourBaxi, [1], p. 45).

@) & opportuno talora intendere ¢ variabile in R e porre Joirema = Jp (meZ).
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Un bivettore semplice
f=uAv=30w@R@v—2&u) (w, vET)

si dice caratteristico quando J(p B :Jq, % N\ Jq)@' coincide con f.
Conviene ricordare che se we T s ha:

(2) Jw = E(h@w) = c(w@h).

L/isomorfismo J si estende in modo naturale allo spazio vettoriale 7, (4).
Precisamente se te 1, , si ha

(3) Jt =— g(h@1) = —ci(t@N).
Infine, dalla definizione segue immediatamente
(4) JB = c(h® (@ B)),

per ogni bivettore £ (%).

3. = Tensori di 7 @ 74 ® ¢ .

Intervengono spesso nel seguito i tensori Z dello spazio I = 7,.® 7. & .
It immediato riconoscere che pud scriversi:

(5) Z =olZ) + e(Z),

dove o, ¢ sono gli operatori di simmetrizzazione, di emisiminetrizzazione rispetto
agli indici di covarianza (¢). Gli operatori ¢ e & sono idempotenti, cioé

(6) o(o(Z)) = o(Z) , e(e(Z)) = &(Z).
Inoltre
(1) o(e(Z)) = &(0(Z)) = 0.

(4) G. B. Rizza, [9], n. 3.
(5) Pid in generale, vedasi G. B. Rizza, [9], n. 4.
(8) Vedasi, per es., T. I. WirLmore, [11], p. 190; N. Boursaxiy, {1], pp. 53-61.
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Se poi m & un qualunque tensore di 7, ®7, tenuto conto che ¢ ed & operano
sui primi due indici di covarianza, si ha subito:

o e (Z@m) == ¢; (a(Z)®m) ,
(8)
e (Z@m) = ¢ ((Z)@m) .

Per il seguito ¢ utile introdurre loperatore o definito da
9) () = o(Z) — &(Z) .

Tenute presenti le (5), segue subito

(10) o(a(Z)) == o(Z) , &(UZ)) =—&(2),
ala(Z)) =Z .

Dalla (7) discende poi immediatamente

{11) et (Z@m) = ¢ («(Z)@m).
Conviene ancora notare che (%)

(12) o ci(m@ A (m® 2)) = ci(m@ e(m@ a(Z))) .

B bene infine ricordare che ad ogni tensore Z di J pud associarsi il fensore
K(Z) definito da (8)

(18) 4 K(Z)=Z — i« ci(h@Z)Qh) —ci(ch (b ® o Z)R h) — 3(h® o3 (h® Z)).

Gli operatori g, &, «, I sono lineari.

4. - Tensori D.h, E(A), S(A4).

Si consideri ora su V una connessione /. Sia I' la connessione simmetrica
associata e T(A)e T la torsione.

(*) Invero, posto T = cl(m®cim ®Z)), uno scambio degli indici di covarianza
del tensore Z si ripercuote in uno scambio degli stessi indiei di W, onde, tenuto conto
che 20 =1 + « (1 = identitd), si ha subito la (12) del testo.

(8) 1l tensore K(Z) & stato introdotto da G. B. Rizza in [8], p. 241.
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Intervengono nel lavoro i tensori D, h, R(A), S(4) appartenenti allo spazio
(). Il primo & ottenuto dal tensore h mediante il processo di derivazione
covariante rispetto a A. Gli altri sono definiti da

(14) 2 R(A) = e )(h@ (D 4 1)) ,
(15) 284) =oc(h Qe (D, h)—¢ (o (D MQR),

dove o ed & sono gli operatori introdotti al n. 8.
In particolare, per il tensore D, h vale la relazione

(186) act (D, @) +(h@D, k) =0

che si ottiene subito dalla (1) (°).
Tra il tensore N di NeNgUIS (n. 2) ed i tensori T(4), R(A), associati ad
una connessione A su ¥, sussiste questa interessante relazione

an ‘ R(A) = N — E(T(A)),

utile nel seguito. Essa fa intervenire l’operatore K (n. 8) e discende subito

da una relazione di G. B. Rizza (*).
In particolare per una connessione I' simmetrica [T(I) = 0], si ritrova la

nota relazione (*?)

(18) R(I') =N

5. - Connessioni di Martinelli. Connessioni ¢, 0_, ¢, -

Conviene ricordare che se f un arbitraric bivettore semplice definito dai
vettori %, v di 7, lo spostamento di CARTAN di f in relazione alla connessione

A e

L) =—26 (g (TN ) -

(®) G. B. Rizzs, [8], p. 237.

(1) G. B. Rizza, [8], formula (26), p. 243.

(1) Precisamente, partendo dalla (19) del lavoro [8] si perviene subito alla (17),

(%) Vedasi, per es., B. Eckaaxwy, [8], prop. 3.3., p. 18; K. Yawo, {12], th. 2.2,
p. 230.
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B noto che la considerazione dello spostamento di CARTAX permette di indivi-
duare alecune interessanti classi di connessioni. Precisamente, le classi accennate
sono implicitamente definite dalle condizioni (13):

0+, 0—: Ad una rotazione caratieristica del bivettore § corrisponde una rota-
zione caratteristica concorde (discorde) dello spostamenio di Cartan £(B).

0o: Lo spostamento di Cartan 8(B) ¢ inwvarianie per qualunque rotazione
caratieristica del bivetiore f.

e Lo spostamento di Cartar S(B) relativo ai biveliori § caralteristici ¢
nullo.

La condizione u & stata introdotta da E. MARTINELLT nel 1956 (). Le con-
nessioni soddisfacenti alla u (conmessioni prive di torsione caratteristica) si di-
ranno quindi connessioni di Martinelli.

Le connessioni soddisfacenti alle condizioni gy, g_, g, (brevemente: connes-
sioni o, g, g,) sono state considerate per la prima volta da G. B. Rtzza (nel
1965), che ne ha segnalato varie proprieta.

E immediato rilevare che le connessioni O+ 0—, Qo © di MARTINELLI costi-
tuiscono classi di connessioni pitt generali di quella delle connessioni simme-
triche [£2(8) = 0].

Per il seguito ¢ opportuno osservare che le condizioni geometriche o, , o,
0,5 & sl traducono rispettivamente nelle relazioni (%5):

(19) RU,P) =J 12 2P)
(20) LB = £ 28 .

B noto che le condizioni p., o_, g, , & Per la connessione A equivalgono al
fatto che la torsione T'(A) soddisfa ad alcune condizioni formali introdotte da
G. B. R1zzA e da lui indicate con A, B, D e C (3%). Ad esempio, la condizione A
per un arbitrario tensore Ze .7 ¢

A: AZRh) =aci(h® Z), ML) = (h@aZ).

(*3) G. B. Rizza, [8], p. 242.

(4) E. MArTINELLI, [5], p. 12; [6], p. 32.

(1%) Per la (19) si perviene subito al risultato tenendo presente la (31) del n. 13 e
Tosservazione y = - 2p al n. 14 del lavoro [8] di G. B. Rizza e l'annotazione (3) di
questo lavoro. Per le (20) 'asserto ¢ immediata conseguenza della (29) e dei Teoremi
T, ,T; del medesimo lavoro.

(%) G. B. Rizza, [8], p. 240.
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Interverra nel seguito anche la condizione
t=d
A, ANIZQM)=—acih@Z).

Dalla (16), tenuto presente la (10);, segue che il tensore D, I soddisfa alla
condizione A, .

Infine, conviene ricordare che le connessioni g, e le connessioni g_ sono con-
nesstons di Martinelld (17).

6. - Altre classi di connessioni.

Una diversa generalizzazione della nozione di connessione simmetrica, con-
duce a considerare le connessioni semisimmetriche e J-semisimmetriche (28).
Esse sono rispettivamente caratterizzate da una torsione del tipo:

(21) T(A)= e(i® ),
(22) T(A)= (@ 1),

dove 6 ed & sono, rispettivamente, il tensore di KRONECKER e il tensore della
struttura quasi complessa, e ¢t ¢ il vettore di 7, appartenente ad un qualunque
campo covariante di V.

Un’altra interessante classe & quella costituita dalle connessioni per le quali
il campo S della. struttura quasi complessa é parallelo. Ciog, in ogni punto di V
risulta:

(23) D, =0 (1),

Questa condizione equivale alla proprietd geometrica che il trasporto paral-
lelo della connessione ¢ permutabile con le rotazioni caratteristiche determinate
dalla struttura quasi complessa (n. 1).

In particolare, se oltre alla (23) risulta

T(A) =N,

A & una connessione di Bekmann-Frolicher (20).

(**) Vedasi, per es., G. B. Rizza, [9], n. 10, notando che da ciascuna delle (17), posto
@ = w/2, segue la (16).

(*%) G. B. Rizza, [8], p. 238. Ivi la condizione (22) & introdotta per la prima volta.

(1) Cfr., per es., il lavoro [12] di K. YAXo0, dove il tensore h & indicato con F e le con-
nessioni di questo tipo sono chiamate F-connessiond.

(3%) Vedasi, per es., G. B, Rizza, [8], nn. 18, 19, 20.
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7. « Tensori 7(Z), s(Z).

Le formule (14), (15), che definiscono i temsori R(A), S(A) (n. 4), suggeri-
seono di considerare, pill in generale; per ogni Z di 7, i tensori

(24) 1(Z) =¢ec(h@e Z),
(25) $(Z)=0 @ Z)—cHo Z ®N) .

B immediato rilevare che 7(Z) € un tensore emisimmetrico, s(Z) & un tensore
simmetrico (2!) e risulta

(26) 2 R(A) =D 1), 28(A) =s(D k).
Cid premesso, conviene stabilire il L emm a

L: Se Z soddisfa alla condizione A, ed ¢ 1(Z) =38(Z) =0, allora Z = 0.

Il primo passo della dimostrazione consiste nell’osservare che la (23) pud
scriversi nella forma equivalente

@7) 28(2) =—3 o Z@Qh) — o i@ u Z).

Invero, tenute presenti le (5), (9) e successivamente la condizione A, del
n. 5, si ha

Gh®eZ) =4 Ah@Z)— % (W@ o Z)
=—3ad(ZQh) —}dh@Ra Z).
Sostituendo poi nella (25), in virtw delle (10), , (8), si perviene subito alla (27).

Si moltiplichino ora a destra per & i due membri della (27) e si operi 1a con-
trazione ¢; . Si ottiene

26(s(Z)Qh) =—3 (0 ZQ(h@N) — 0 H{h® e Z® h))
=36¢(0Z®0)—oa(h@aclZ®N)),

in virtu delle (1), (11), tenuta presente ancora la condizione A, e la (12), si

(*1) In virtd della (8); del n. 3.
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perviene &
(28) 2 c§(s(Z)®h) =307 + (h@c;(h®QR 0 Z)) .

Dalla (28), moltiplicando a sinistra per h@ h e saturando i primi due indiei
contravarianza con i due indici di covarianza, si ottiene una relazione che, a
causa della (1), diviene

(29) 2 (@GR G((2)RM)) =3 (h@(h® ¢ Z)) + o Z.
Cio premesso, poiché per ipotesi & $(Z) =0, le (28), (29) si riducono a
3067 L (h®c(hR 0 Z)) =0,
3 hRe(h®c Z)) 67 =0,
da cui segue ovviamente
(30) 07 =0.

D’altra parte, essendo R(A) = S(A) =0, sommate membro a membro le
(24), (25) e tenuto conto della (30), risulta cX(h® eZ)= 0. Di qui, moltiplicando

a sinistra per % ed operando la contrazione ¢}, a causa della (1), segue

(31) eZ =0,

Dalle (30), (31) discende infine Z = 0 ed il Lemma & provato.

8. - Teoremi generali.

Il Lemma stabilito al n. 7 consente di stabilire diversi risultati
Precisamente, sussiste il Teorema:

Ty: Sed, A% sono due connessioni su V e risulia R(A) = R(A*¥) ed S(A) =
= 8(4%), allora ¢ D, 7 = D xh.

Per dimostrare T, basta notare che il tensore Z =D, h— D« h (come
D, h e Dy k) soddisfa alla condizione A, del n. 5. Inoltre, tenuta presente la
(26) e la linearitd degli operatori r, s introdotti al n. 7, risulta #(%) = s(%) = 0.
Sono quindi soddisfatte le ipotesi del Lemma L e segue subito la conclusione.
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Dal Teorema T, discendono varie conseguenze. Invero, posto formalmente
A =TI -+T (n 4), sussistono i Teoremi :

T,: Condizione necessaria ¢ sufficiente affinché una connessione di Marii-
nelli sia una connessione py & che risulti K(T) = 0.

Ty: Dessere il campo 5 parallelo nella connessione /1 equivale all’annullarsi
su V dei tensori R(A) e S(A).

T,: Condizione necessaria e sufficiente affinché in una connessione di Mar-
tinellt il campo S della struttura complessa riescu parallelo, ¢ che risultt S(I') = 0,
inolire, che il tensore T — N soddisfi alle condizione A di Rizza.

Conviene notare esplicitamente che i Teoremi T,, T;, T, ora enunciati sono
teoremi di caratterizzazione. Invero essi permettono di caratterizzare rispettiva-
mente le connessioni g, (tra quelle di MARTINELLI), le connessioni nelle quali il
campo s & parallelo e, entro queste, quelle che sono anche connessioni di MAR-
TINELLL.

Nelle dimostrazioni (al numero successivo) interviene come elemento essen-
ziale il teorema di confronto T, .

9. - Dimostrazioni dei Teoremi T,, T., T;.

Per provare T, si ricordi che per le connessioni g, ¢ D, k=D, % (*2) e quindi
R(A) = R(I) (n. 4). Dalle (17), (18) segue immediatamente K(7T) =: 0. In-
versamente, se 4 ¢ una connessione di MARTINELLI, risulta S(A) = S(I') (=),
mentre dall’ipotesi K(T) =0, in virtd delle (17), (18) segue R(A) = R(I").

I1 Teorema T, porta allora alla conclusione D, h = D,k e pertanto A ¢ una
connessione p; ().

Poiché la condizione sul campo £ significa che su ogni puntodi V' é D, h =0,
{(n. 6), la dimostrazione di T; si riduce a mostrare che da R(A) = 8(4) =0
segue D h =0, la parte inversa essendo evidente (n. 4). .

A questo scopo sia A* una qualunque connessione di ECKMANN-FROLICHER (%)
¢ allora D, b = R(A*) =8(A%) =0 (n. 6). Basta ora applicare il teorema T
per giungere immediatamente all’asserto.

La dimostrazione di T, pud ottenersi cosi. Accanto alla connessione A=I"-+T
di cui all’enunciato si consideri la connessione A* =1+ T'— N, notando

(*2) G. B. Rizza, [8], Teorema Ty, , p. 249.

(%) G. B. Rizza, [8], Teorema T, p. 249.

(?t) Vedasi lannotazione (22).

(2%) Per l'esistenza di connessioni di EcEMANN-FROLICHER si veda, per es., G. B.
Rizza, [8], p. 251.
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che, nel caso attuale, il tensore > (differenza delle connessioni simmetriche
associate) risulta nullo, mentre il tensore I (differenza delle torsioni) si riduce
ad — N (*).

Poiché N soddisfa alle condizioni B, C di Rizza (*%), dai Teoremi Ty, T, di
questo Autore () segue

S(A*) = 8(A), R(A%) == R(A) + N .

Se ora per ipotesi, il campo s ¢ parallelo nella connessione A, si ha
R(A) = S(A) =0 (Teorema Tj), onde

(32) S(A%) =0, R(A%) = N .

D’altra parte 4 & una connessione di MARTINELLI, quindi S(A) = S(I") (?).
Ma S(A4) == 0, percid necessariamente S(I7) = 0.
Ora, poiché R(I") = N (n. 4), dalla (32) discende

S(A%) = S, R(A*) = R("),

onde, in base al Teorema T, si conclude che D w h=Dph. I1 Teorema Ty, di
G. B. RizzA assicura allora che A* & una connessione py (*°); la sua torsione
T—- N soddisfa quindi olla condizione A (n. 5). Inversamente la condizione
S(I') =0, essendo 4 una connessione di MARTINELLI, conduce subito a
S(A) =0 (31). Inoltre, dalla (17) segue

R(A) = N — K(T) =— K(T — N),

e Pultima espressione riesce nulla se T — N soddisfa alla condizione A (32).
In conclusione risulta R(A4) = S(A4) =0 ed il Teorema T, conduce all’as-
serto.
I1 Teorema T, & ora completamente dimostrato.

|
|

(2%} G. B. Rizza, [8], n. 5.

(*% G. B. Rizza, [8], n. 10.

(28) G. B. Rizza, [8], n. 15.

(2%) G. B. Rizza, [8], Teorema T,,, p. 249.
(®*% G. B. Rizza, [8], Teorema T,,, p. 249.
(3Y) G. B. Rizza, [8], Teorema 1,,, p. 249.
(32) G. B. Rizza, [8], Osservazione Qg, p. 242.
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10. - Connessioni simmetriche.

Come si ¢ accerpnato ai nn. 5, 6, le connessioni soddisfacenti alle condizioni
0+, O—, Oo, le connessioni di MARTINELLI, le connessioni semisimmetriche e
J-semisimmetriche, costituiscono sei classi di connessioni, ciascuna delle guali
puod riguardare come una generalizzazione della classe delle ordinarie connes-
stoni simmetriche. Appare quindi interessante esaminare sotto quali condizioni
aggiuntive una connessione appartenente ad una delle classi sopra accennate
divenga simmetrica.

In questo ordine di idee si segnalano questi Teoremi:

T:: Una connessione di Martinells semisimmetrica, ovvero  J-semisim-
metrica, ¢ necessariamente simmetrica.

Ty: Per una connessione di Martinelli la condizione g, implica la sim-
metria.

T:: Una connessione che soddisfi simulioncamente alle condizioni oy ¢ o_ ¢
necessariamente simmetrica.
Infine, sono immediati i Corollari:

C,: Per una connessione g, (oppure p_) la semisimmetria, ovvero la J-semi-
stmmetria implica la simmelria.

C,: Per una connessione g, la condizione g, ovvero la condizione o_ , implica
la simmetria.

11. - Dimostrazioni dei Teoremi T;, Ty, T, .

Per stabilire il Teorema T si noti che dalle ipotesi di semisimmetria (n. 6)
segue

Q) =—c] (L (tRNHRP) -

Poich¢ Jp ¢ dato dalla (4) del n. 2, tenute presenti le (1), (2), (3), si per-
viene a

2(JB) = (AR @) -

Ora, se A ¢ una connessione di MARTINELLI, sussiste la (16) e poiche 8 @
un bivettore arbitrario si giunge alla relazione

1®0=Jt@h.
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Operando nei due membri la contrazione ¢, e sommando, si perviene alla
conclusione che i vettori ¢ e J¢ sono linearmente dipendenti. Cid implica ¢ = 0 (3%)
e 1'asserto ¢ provato.

Un procedimento del tutto analogo conduce all’asserto nell’ipotesi di J-se-
misimmetria.

Per ottenere il Teorema T; si consideri un bivettore semplice B arbitrario.
Posto poi f ::—Jﬁ, poiché per ipotesi sussistono entrambe le (20), risulta

) = Q(JB) = 2(— JIp) = L(F) -

Ci6 implica che la torsione T(A) della connessione considerata ¢ nulla, vale
a dire che la connessione & simmetrica.

Analogamente, per dimostrare il Teorema T,, posto f =J,,,p0, con g
arbitrario, sussistono per ipotesi entrambe le (19). In particolare, per ¢ == z/4,
si ha

0 =2(J, ) = Ry T ) = 2(B) 9.

Cid, come nel caso precedente, conduce subito all’asserto.

I corollari C,; ¢ C,, infine, discendono immediatamente dai Teoremi T;e T,
rispettivamente, non appena si tenga presente che le connessioni gy e g- sono
connessioni di MARTINELLI (n. §).

12. - Connessioni e struttura complessa.

B naturale pensare che opportune condizioni concernenti ’appartenenza
di una connessione /1 alle classi indicate ai nn. 5, 7 o relative ai tensori R(A),
S(A), D,k associati & A possano riflettersi in informazioni sulla struttura della
varietd. Cosi ¢ di fatto e questo numero ne ¢ una conferma.

Precisamente, si suppone ora che la classe della varietd V (di dimensione
2n) sia ¥+, quella del campo &7 sia 2. In questa ipotesi & noto che annul-
larsi del tensore N su V implica D’esistenza di una struttura complessa sulla va-
rieth ().

(id premesso, nell’ordine di idee accennato all’inizio, & interessante segnalare
alcune condizioni per P’annullamento di N (3%).

(3%) Basta ricordare il carattere anti-involutorio di J (@ 1).

(3%) Le rotazioni caratteristiche (n. 2) si compongono comse le rotazioni piane ordi-
narie.

(35) Vedasi, per esempio, A. NEWLANDER-L. NIRENBERG, [7], p. 393.

(38) Altri risultati di questo tipo sono, per esempio, i Corollari C;, C,, C; a p. 250
del lavoro [8] di G. B. Rizza.
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Ty: Se A ¢ una connessione oy ed in essa il campo A risulia paralielo, allora
N =0 ¢ la variets V ¢ a struttura complessa.

T,: Se A ¢ una connessione g, ed in essa il campo H risulta parallelo, allora
N =0 ¢ la varietc V ¢ o struttura complessa,

Questi risultati si ottengono senza difficoltd.

Precisamente, ’ipotesi p. di T, implica D h= D,k (*), onde, per le (14),
(23), risulta R(I") = 0 e 1a (18) conduce subito all’asserto.

Il Teorema T, discende immediatamente, tenuto conto delle (23), (14),
dalla relazione R(A) = N, valida per le connessioni g, (28).

Infine, non & banale la Osservazione:

O,: Se la connessione A soddisfa ad una delle condizioni 0+ 0oy SEMisSTMMetria,
J-semisimmetria, allora una condizione sufficiente perché la varieté V sia a strut-
tura complessa é che il tensore D  hvrisulti simmetrico.

Invero, la simmetria di D, I porta all’annullarsi del tensore R(A) (n. 4).
Dai Corollari Gy, C; di G. B. Rizza (*) segue N =0 e quindi I’asserto.
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Summary.

Suitable conditions on some remarkable tensor fields of an almost complex manifold
V' lead to characterize some classes of affine conmections, considered by B. Eckmann,
4. Fréticeher, EB. Martinellt, K. Yano, G. B. Rizza and others. The
existence on V of special clusses of connections implies that V has a complew structure.
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