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Curvas de Velocidad Nula Correspondientes
a las Soluciones Triangulares Isosceles

del Problema de Tres Cuerpos. (*%)

Intreducecién.

Entre los innumerables investigadores que se ocuparon del problema de
los tres cuerpos de la mecanica celeste, ocupa un Iugar sobresaliente J. T.. LA-
GRANGE quien con su Essai sur le probléme des trois corps (Oeuvres t. 6, p. 229)
establece los siguientes avances.

1) Consigue reducir el orden de integracién de las ecuaciones del movi-
miento, del octavo al séptimo. Este paso es definitivo y pese al esfuerzo de
todos los sabios que le siguen no podra disminuirse el orden de integracion.

2) Utiliza exclusivamente como coordenadas, y demuestra que es sufi-
ciente, a las tres distancias mutuas I', (i=0, 1, 2) y establece un sistema de
tres ecuaciones diferenciales entre ellas; dos del segundo orden y una del ter-
cero.

3) Obtiene por primera vez las soluciones triangulares equiléteras ¥y
reencuentra las soluciones lineales de EULER.

Esta obra constituye una fuente inagotable de sugerencias y en ella se
basé SUNDMAN [1] para obtener, més de un siglo después su famosa desigualdad.
En el lapso de tiempo que media entre la aparicién de estas dos fundamen-
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tales obras, otros investigadores obtuvieron soluciones particulares del problema
de tres cuerpos, de los cuales nos interesa aqui las soluciones triangulares iso-
sceles [2]. Como veremos, estas soluciones pueden obtenerse como una aplica-
cién interesante del sistema Lagrangeano y sus propiedades mas destacables
surgen naturalmente del hecho de utilizar las distancias mutuas como pard-
metros del movimiento.

1. - Las soluciones isésceles a eje de simetria.

De los tres casos de configuraciones isésceles, estudiaremos solamente aquella
que posee un eje de simetria [2], inico caso en el cual no pueden existir choques
binarios [3]. Sea P, el cuerpo de masa m, situado sobre el eje de simetria k;
P,, P, los otros dos cuerpos de masas iguales m, que giran alrededor del eje
de simetria k; u, , u, , u, los tres vectores dados en un mismo sentido, que unen
los puntos P, , P, , P, tal que u, sea opuesto a P, .

Iy, Iy, I, las tres distancias mutuas, con I siempre igual a I', y I'; opuesto
a P,.

Tomando una terna de referencia fija en el espacio con origen en el
baricentro, el conocimiento delas coordenadas del punto P, , permite conocer, por
razones de simetria y por las propiedades del baricentro; las de los otros dos.

Las ecuaciones del movimiento del punto P, consisten en tres del segundo
orden, pero la existencia de la integral de las fuerzas vivas y del momento de la
cantidad de movimiento permite bajar el orden de integracién al cuarto.

Con el sistema de LAGRANGE las ecuaciones resolventes son la (L) y (P)
(141, 5], [6])-

La ecuacién (L) no es otra que la integral de la energia escrita en funcién
de las distancias mutuas:

142 & 1% MU
Sl ol S .y
(L) 2 de? 2’0 my Mg M2 07
con (), == constante,
.y . m: 2mgm
U (funcién potencial) = — - 101 (F'=T,=1T,, m =m; =m,),
-0
M (masa total) = My -+ 2m.

Con la introduccién de los parametros de LAGRANGE:
1 2
p0:§(2f2_ro)7 P =D =Py = —

=G =7 73 g =0
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la (L) se transforma en una ecuacién diferencial del segundo orden en p,, p:

12 4 p an
‘ (ﬁ 4 P 2)) = [m? (2p)=22 -+ 2mg m (Po-+ p) V2] — O .

2
- i
) de? \ my m Ny M2

La otra ecuacién del movimiento es la ecuacién (P) de LAGRANGE que no
es otra cosa que la expresion en funcién de los I'; de la integral del momento
de la cantidad de movimiento ([4], [5], [6]):

o $miay v _ o
s m3 1 im0 Mg Mg ma md mf’
donde:
T (u? L T | 1 2 o2
7w, =1 (u; + I5), Yi=DiYe Ty (0% — pY)s
1

___(l'L:: JRIL __uz)
')’L*‘z it T Wigs il

a7
()2 + 'JI*;_“F My (Dir1 Qora— Pote Giso)

o es la funcién auxiliar de LAGRANGE dada DPor ¢ = u; X Uiy — Uiy X1 .
Esta funcién satisface 1a ecuacidén (H) de LAGRANGE:

do

(H) “&‘t:"“;mz‘pi(b-

En nuestro caso el segundo miembro de (H) es nulo por las (1), luego o == c.te,
pero como en la configuracidn isésceles estudiada hay simetria entre u, v u,
basta con tomar el indice ¢ de la definicién de o igual a 1 para observar que
siempre u, Xu, = u, Xu, luego ¢ es constantemente nulo.

Para los demds pardametros se tiene, en nuestro caso,

. 1dz ) - Cal 5
Uy =5 1 (2p) -+ )12+ 2mg p [(py+ p) ™2 — (2p)" %7,

2 2 1 de i ) —1f2 | —3/2 0\ —3/2
u = uy, =g o (Pt 1) + M (po + )7 —mp [(po+ p)™*F — (2p) "],

(Po — P)*

=2 ug— i, m = m= (p +p) i P
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1 . . 1.
2 2
7025[2"'1“““0}; '}’1:'}’2351‘57
Po ‘2 - Po P -
yo = 5 [2ui—uf] — -, Yo=Yy = UG

con lo que 1a ecuacién (P) se transforma en una ecuacién diferencial del segundo
orden en Py, p:

( (2 - 2
(M— p) {1 © 0p) + I Py - 2pm, [(po-+p) " — <2p)““’2]}+

me m m* ) (2 de*

2(2p, Lp) |1 d2 N s e
+—p:n5f” 57 (o) +M(po+p) e —mp [(po+p) = —(2p) 3’"]}—"

_[Z’_ (o + 9 | B3 jﬂ]_ogm
?)12

p o T - .
2m? 2m? " mym mg mt

.

Las dos ecuaciones (2), (3) constituyen un sistema del cuarto orden en las
variables p,, p que una vez integradas permiten hallar, por medio de las (1),
las distancias mutuas Iy, I. ’

Como ejemplo de aplicacién del sistema (2), (3), supongamos que: para ¢= 0,
I, =TI =1 las velocidades de los puntos p,, Py, P sean | v, |=|v,|=1
tal que v, Xu,= 0, v, Xu,=0, v; xk=0, v,xk =0 0 sea v, y v, son vectores
perpendicualres al plano de los tres cuerpos.

Supongamos también m, =1, m; =m, =m =2 luego M =35, U =8,

2MU & U

ul =4, u? =1 de donde C, = — 3 = (ver. [5], [6]) 0 sea (, =15.

My M 5 my;
También es facil caleular y;, =y, =2, y, =—1,
7y == (U /\u.o)2 =4, m o=ty = (uy Aty)? = 1
o = (W Aity) X(uz/\liz) =—1/2, P = Yo = (Uy /\u‘.l) X (g Aag) =1,

con lo que se calcula, por aplicacion de la (P), la segunda constante: ¢;= 2.
El resultado del cémputo del sistema (2), (3) con las condiciones iniciales
dadas, puede verse en la Fig. 1.

To,T

A
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2. « Curvas de velocidad nula.

Hallaremos ahora la ecuacidén, en el plano Iy, I', de 1as curvas de velocidad
nula, es decir de las curvas sobre las cuales I, = J” = 0 simultdneamente, sin
ser necessariamente [, =0 (4 =0, 1).

El estado de velocidad instantinea consiste, por lo tanto, en una rotacién
pura alrededor del eje de simmetria %, de intesidad w.

. . m o T2
La constante del momento de la cantidad de movimiento vale (, = “2—0’
2C
de donde w = ——,
mly
wFO ‘o . -y 602 112
['vl]:lvg :-—2 s uozwzroz’ ui:uzz 4:0’

luego, de la integral de las fuerzas vivas, se tiene:

220 el

[w'—‘]“g ; 2w‘31"(';’:| @m - m)T O,

-0 — -0

My 4m My m2 2

Reemplazando «w por su valor en funcién de ¢, se obtiene la ecuacién de
las curvas de velocidad nula:

4 2mym o2 m? Cy my m?
(%) ' T m Iz Iy ' 202m + my)

Aplicando la (4) al ejemplo que acabamos de ver, se tiene m, =1, m = 2,
C, =2, C, =15; la curva es del tercer grado, pasa por el origen y tiene una
asintota con tangente horizontal I" = 2/3 (Fig. 2). Como debe cumplirse siempre

Fig. 2.

I'>T,/2 trazando la recta I' = I,/2 queda delimitada una superficie, rayada
en la figura, tnica zona donde son compatibles valores de I', y I". Como se ve
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existe un maximo y un minimo para Iy y Iy los tres cuerpos permanecen siempre
a distancia finita.
Para otras condiciones iniciales puede ocurrir que la recta I == [(/2 sea
tangente a la curva dada por (4), en cuyo caso obtenemos la solucidn estaciona-
Lo ar , . .
ria lineal de EULER, con i 1/2, Iy = 2I". Si derivamos I” con respecto a I,
{

0
de 1a (4) e igualamos a 1/2 se tiene:

1 B Oi Iz m2l?
2

37 ’
mem* Iy 202 mgm
que por la relacién Iy = 21" permite hallar:

902 2
(5) I, = 2—61 I = G

m? (dmy, -+ m) ! m? (dm, -+ m)

Reemplazando (5) en (4) se obtiene el limite méaximo de C} ¢, pasado el
cual no hay solucién [la recta I' =1/2 I, no corta a la curva (4)]:

m{dmg - m)? (Zm - myg)

(6) Hm (€5 Cp) =

2my,

Para los valores my = 1, m = 2 de nuestro ejemplo, ese limite es 180.
Manteniendo las masas invariables pero cambiando las condiciones iniciales,

varia la forma de la curva (4); asi por ejemplo, para Cy==16, ¢, = 1 existen dos

ramas con sendas asintotas verticales (Fig. 3). Il punto representativo puede

estar en una o en otra de las zonas rayadas (excluyéndose mutuamente); I
tiene limites inferior y superior, pero I puede receder al infinito, es decir el
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cuerpo de masa m, puede alejarse indefinidamente, mientras los otros dos ad-
quieren su separacién maxima (primera zona rayada) ¢ minima (segunda zona
rayada). Entre las dos asintotas existe otra rama de la curva, pero estd en el
semiplano negativo I'<C 0 y no tiene significado fisico.

Para otros valorves de C,, C, las dos asintotas coinciden, en cuyo caso si
I" = oo, I, tiende 2 un tnico valor limite finito.

-
4

o.5 r4

Fig. 4.

En la Fig. 4 se destaca otra circunstancia; existe una dnica zona rayada en
el semiplano I"> 0, I" puede receder al infinito, en cuyo caso I',—(limite finito).

Obsérvese que en ningun caso pueden obtenerse soluciones estacionarias,
salvo las de BuLer (los tres cuerpos en linea recta con m, coincidente con el
baricentro).

Bibliografia.
(1] K. . SuxpyaN, Memoire sur le probléme des trois corps, Acta Math. 36 (1913),
105-179.
(21 A. Transiy, Bt specialfall af tre-kroppar-problemet, Stockh Olfv. 52 (1895),
783-805.
[3] F. R. MaRrSICANO, Demostracion elemental de la conjetura de Weiersirass, An.

Soc. Ci. Argentina 175 (1963), p. 39.

[4] J. L. LAGRANGE, Essai sur le probléme des trois corps, Oeuvres 6, p. 229.




82

(5

(6]

. R. MARSICANO [8]

C. Acostinerri, Sul problema dei ive corpi, Rend. Sem. Mat., Fis. Milano 21
(1950), 165 — 195.

F. R. Marsicano, La memoria de Lagrange relativa al movimiento de los tres
cuerpos, Ci. y Tée. 123 (1957), p. 75.

Summary.

The properties of curves of zero weloeity (simullaneously null mutual distances derivat-

wes with respect of time) in the case of isosceles triangles solutions are analyzed and dis-
cussed here.

The Enowledge of masses and energy and Kinetic moment inlegral enables to establish

in each case, the qualitative proprerlics of movement (mawimum and minimum limils of
mutual distances, conditions for one of the bodies to recede to infinite, elc.).

In this study, Lagrange’s system of differential equations for madual distances to

solve the general problem of three bodies, is used.



