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Su un problema di autovalori per Ielasticita piana. (*%)

Il presente lavoro ¢ dedicato ai fondamenti teorici per la risoluzione di un
problema di calcolo degli autovalori che interessa la teoria matematica della
elasticitd. Precisamente considererd un sistema elastico piano relativo ad un
campo quadrato e per esso studierd il problema di autovalori connesso con il
primo problema di valori al contorno (problema di DIRICHLET).

Mentre per calcolare i valori per eccesso degli autovalori mi servird del clas-
sico metodo di RAYLEIGH-RITZ, i valori per difetto saranno ottenuti con il me-
todo degli invarianti ortogonali. A tal fine mostrerd — attraverso un’analisi
piutbosto delicata — come si possa giungere al calcolo dell’invariante ortogonale
di ordine uno e grado due, connesso al problema in studio. Ritengo sia anche
non priva di interesse 1’analisi che si ¢ dovuta compiere per pervenire alla de-
composizione dello spazio funzionale, nel quale il problema viene studiato, in
sottospazi invarianti.

Una successiva Nota sard dedicata ai risnltati numerici ottenuti applicando
i metodi esposti nel presente lavoro. :

§
Sottospazi invarianti per I’operatore dell’elasticita in un campo piano quadrato.

Si consideri il sistema

0 [ow ow
(1.1) Ay w; + 0 — (—‘ + =5

dw,\ Ow, | Ox,

>:fi(9319 ®,) (6 =1, 2),

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Parma, Italia.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del Gruppo di Ricerca n. 21 del Comi- -
tato per la Matematica del C.N.R. - Ricevuto il 10-XI1-1967.
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nelle incognite w, (xy, @) e w, (z,, ®,). Il numero ¢ & un arbitrario numero
reale positivo o nullo. '
Introdotti 1 vebtori w = (w,, w,) e f = (f,, f.) (), (1.1) pud scriversi:

(.19 Lw=4,w +o grad divw =7f.

Sia 4 il campo quadrato definito dalle diseguaglianze | =, | <#/2 (i =1, 2)
ed 4 la sua chiusura.

Sia K(A4) lo spazio vettoriale delle funzioni reali definite in 4. Indicato
con K% (A4) («; =0, 1; ¢ =1, 2) il sottospazio di K(4) costituito dalle fun-
zioni simmetriche rispetto all’asse #; quando 1’i-esimo indice «; ¢ nullo, antigim-

metriche rispetto all’asse ; quando 1’-esimo indice «; vale uno, sussiste la se-
guente decomposizione di K(4) in somma diretta di sottospazi:

(1.2) K (4) = E*(4) @ K4) @ K*(4) ® K*(4) (%).

Si riconosce facilmente che, assegnata una funzione A(m,, 2,) € K(4),
la sua componente nel sottospazio K*%(4) ¢ data da:

(L.3) BM%(2y, @) = 471 [M(@y, ) + (— 1) M@y, — @) +
+ (=1 —wy, @) + (—1)F M (— y wz)} (0= 0,154=1,2).

In particolare, se (%, , ,) & definita in 4, le funzioni i* *:(w,, x,) espresse
dalla (1.3) sono definite in A; risulta quindi

(1.2) K (4) = E*(4) @ K(4) @ K*(4) @ K*(4),
con ovvio significato dei simboli.
Osservazione. Sia g(@,, @) = k(w,, ). Si ha allora:

(1.4) g% (a, , wz) = [I™ (&, 52)]§1=x2 (ot =0, 15 4 =1, 2).

Exm=ay

~ Bi considerino lo spazio vettoriale V(4) di tutti i vettori 2 due componenti
reali definite in 4 e i suoi sottospazi V*#(4) (x,f =0, 1) costituiti dai vet-

(*) D’ora in avanti con una lettera, ad esempio w, indicherd un vettore; con la stessa
lettera munita dell’indice ¢ indicherd la sua componente i-esima, w,; ({ = 1, 2).
(?) Si confronti ad esempio [6], pag. 175.
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‘tori v = (v, , v,) tali che:
v e K*TCVRE (1), g e KPRV (4

Sia » un arbitrario vettore di V(4). Si considerino, per ogni componente
2, , le quattro funzioni v3¥¥ (e, p =0, 1) definite dalla (1.3). I1 vettore

(15) /vaﬂ = (,U;c-i-(—l)"‘,ﬁ’ ,Ug, ,B+(—1)ﬁ)

appartiene a V*F(4).
Sussiste il seguente teorema:

1

1.I. Lo spazio veltoriale V(4) ¢ somma direlta di quatiro sottospazi, nel
‘modo seguente:

{1.6) V(4) = V*(4) @ VM 4d) @ V(4)® VH4).

Dim. Si verifica immediatamente che o == 9% £ 901 + p20 L g1l T/ uni-
¢itd di tale decomposizione & conseguenza di (1.2).

Si introducano ora le trasformazioni lineari P*# dello spazio vettoriale V(4)
nel sottospazio V*#(4) definite dalle relazioni:

.7 Py = (¢, f=0,1)().

B immediato constatare che:

1.II. Le trasformazioni lineari P** sono idempotenti. Inolire, se (o, B) ¢
(e, B') somo coppie ordinate distinte, allora P*P-P*'F ¢ la trasformazione nulla.

Sia V(4) la totalith dei vettori a due componenti reali definite in A. Se
ve V(4) i vettori v*f = P*» possono, tramite le (1.3) e (1.5), pensarsi defi-
niti in A. Sussiste i1 seguente risultato, di dimostrazione immediata:

1.II1. Se ve V(A) ed ¢ nullo su FA allora P** ¢ nullo su FA. Inolire
se v e @A) (1), P*Pv e €*4).
1.IV. Se v e €*(A), visulta P*Pv € G2(A) e sussiste la relazione: LP*%p =P Ly,

() Si osservi che se v & costante e v = (¢, ¢,), allora PP v = (¢, , 0), Plv = (0, ¢,),
PYyp = Pliy =0,

() Con €M(4) e ¥"(4) si intendono gli spazi dei vettori reali a due componenti di
classe k in A e A rispettivamente (h intero non negativo oppure oc).
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Dim. BSia A(z;, #,) una funzione differenziabile in 4 appartenente a
K% (4). Dalla identitd: W@, , 4) = (— 1) h(wy, — @) = (— 1) h(—w, , %),
derivando i tre membri rispetto a @, (¢ =1, 2) si trae:

ok oy (1% oh
N33y A
9, €Il ), 9,

e Ka,-l—(-—l)‘x‘,a:g (A) .

L’appartenenza del vettore P*o a #%4) & conseguenza di (1.3). Siano
vi%(@, , #,) le componenti di P*Py. Poichd v3f g P+-b%B(4), p3b g=h+—0B (4
dalle considerazioni precedenti segue che:

az»vf;ﬁ azvgﬂ

w2 7 D Ay
O; O, 0w,

G 8

1% Bt (e .
€ PerenhE (4, ?;?_, mzevamﬂ v% 4y, (i =1,2).

Cid prova che Lo*f e 7*/(4). Dalla linearitd di L, in base alla (1.6), discende
PP Ly == L v*, cioé 1’asserto.

Si consideri ora la trasformazione lineare S dello spazio vettoriale V(A)
in sé, cosi definita: se v = (vi(w, @), va(2,, 2,)),

1.9) | S0 = (0a@s, @), vl 2,).

1.V. La trasformazione lineare 8 gode delle sequenti proprieta:

1) 82 ¢é Videntita,
0

2
2) se 0B A) ed i ], sihas—Sv :ng— i, §=1, 2),

3) se ve€*4), S grad div » = grad div Sv.

Dim. La 1) ¢ ovvia. Per 1a 2) si osservi che, se k(z; , ,) & una funzione
differenziabile in 4, riesce:

(1.9) [?.h(iaéﬁlll: = [%%'QL= (t##4;1, j=1, 2).
G B
Per la 3), basta osservare che posto g(z,, x,) = dive, da (1.9) segue:
div Sv = g2, %), grad g(a, , @) = S grad g(», , z.) .
Dal teofemaa 1.V segue facilmente

1.VI. Per ogni wvettore v e %%(4), SLw = LSv.
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1.VII. Le trasformazioni lineari P** {(a =0, 1) sono permutabili con S.

8i ha inoltre SPY = Pug, SPw — pug,
Dim. Si ha: Py = (3058 | 4@f+=08)  Dadia (1.4) segue:

8PP = ([0 P (e, E)eeny [03F Y0 E)]ns) = PPSO (o, f =0, 1).

&2y Ey=m,

Osservazione. Come conseguenza del teorema precedente si ha che, se
v € V*P(4), allora Sve V*(4), («, p =0, 1).

Bi considerino ora le seguenti trasformazioni lineari dello spazic V(4)
nel sottospazio V**(4):

" (1.10) Pt — (] + )P+, Pw=o — L (I — 8)P=, (e =0, 1).

1.VIII. La trasformazione lineare P8 (o, §=0,1) ¢ idempotente. Il
codominio V*8(A) di P*6 ¢ costitwito da tutti e soli © wettort di Ve=(A) per i
quali riesce:

(1.11) v = (— 1)1 §v ().

Dim. Da 1.V si deduce che gli operatori § (I 4+ §) sono idempotenti.
La prima parte del teorema segue allora da 1.IT e 1.VIIL. Per la seconda parte,
si osservi che, per ogni w € V(4) riesce:

28P%B 1w = 8 (I + (— 1)1 8) P ape= (8 -+ (— 1)B+1T) Po gp— 2(— 1)F+1 Prad gp,

Cid prova che i vettori di V=*#(4) verificano la (1.11). Infine, kse ve Ve(4)
e verifica la (1.11) con f = 1 (oppure § = 0), riesce P p = v (oppure P=° v = v)

LIX. 8i considerino le sei trasformazioni lineari P, poi, Ppui piiw  peol
Pooo: gyt § possibili prodotti di due trasformazioni distinte danno la trasforma-
zione nulla.

Dim. Si osservi che dal teorema 1.V gegue: (I +8)({I—8)=
=(I —8) (I +8)=0. Tenendo presente cio e i risultati di 1.11, la tesi si riduce
ad una verifica.

(5) I vettori di V(4) che verificano la (1.11) sono tutti e soli i vettori (v,, v,) tali
che v, (2, %) = (— 1}A+ v (w,, ).
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1.X. Lo spazio vettoriale V(A) si rappresenia come somma dirvelta di sei
sottospazi, nel modo seguente:

(1.12) V(A) = TVW(4) @ TUA) @ VoL (d) @ Voo d) @ VY (4) @ Tro(4).

Dim. Tn base a 1.I, basterdh mostrare che Vex(A4) = V*1(4) @ V=o(4).
Per ogni »e V*(4) si ponga v =1 (I + S + 1 (I — 8. Da 1.VIII segue
che (I + Swe Vei(d), L+ (I—8Swe Veo(d). Per mostrare I'unicitd della
decomposizione, si consideri il vettore nullo e si ponga 0 = n) -+ 0O
con nf e V*hH(A4) (f =0, 1). Riesce allora 0 = 0 = Sn 4 Sn® = nl1) — 5o
e quindi #® = x =0,

Si consideri il sottospazio W(4) di V(4) dei vettori di quadrato sommabile
in A e si introduca in esso una struttura di spazio di HILBERT ponendo

(1.13) (u, v) :fux'u da::f [j U Ty, @) Vi(By, 0)] da, de, .
4 a =t

Naturalmente, vettori quasi ovunque uguali in 4 vengono pensati come un
unico elemento dello spazio.

Le trasformazioni lineari §, P+, P=#, (a, f =0, 1) definite nello spazio
vettoriale V(4), possono ora essere pensate come trasformazioni lineari dello
spazio di HirmrT W(A) in sé (5).

1L.X1. La trasformazione lineare S di W(A) in sé, & una trasformazione
hermitiana.

Dim. Dalla (1.13) discende immediatamente che, per ogni coppia u, v di
elementi di W(4), & (Su, Sv) = (u, v). La tesi & conseguenza del fatto che S2
& Videntita.

LXII. Le trasformazioni lineari P, PwB (o, f =0, 1) di W(A) in sé,
sono proictiort.

Dim. Basterd provare che sono trasformazioni hermitiane. Siano
u, v e W(4); si verifica facilmente che, se (¢, f) e (o, f') sono coppie di-
stinte, riesce (P*#u, P*f'p)=0. Ne segue, ricordando la (1.6): (P* u,v) =
= (P8 w, P v) = (u, P* v) e ¢i0 prova che P*¥ ¢ hermitiana. D’altra parte, in
base ai Teoremi 1.VII e 1.XT e a quanto sopra detto, si ha:
2(Pef gy v) = (P u, v) -+ (— 1)1 (SPx, v) = (P, ) --(— 1)+ (P Sy, v) ==
=(uy, Pv) + (— 1) (Su, Po0)= (u, P=v) + (— 1)Mi(u, SP=v)= 2(u, Pey).

Cio prova che P=f & hermitiana.

(8) Cid ¢ lecito, in quanto vettori di V() quasi ovunque uguali in 4 vengono tra-
sformati in vettori quasi ovunque uguali.
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Detti Wef(4) e W=(A) i codominii delle trasformazioni P=# ¢ P rispet-
tivamente, pensate come trasformazioni di' W(4) in se, dai teorvemi 1.IX,
1.X, 1.XIT segue che

1.XIII. Lo spazio di Hilbert W(A) si rappresenta come somma diretia
di sei sottospazi, a due a due mutuamente ortogonali, nel modo seguente:

(1.14)  W(A)=W*(4) © W (4) @ W*(4) @ W(4) @ Wi (4) @ Wo(4).

Sia £ un campo limitato la cui frontiera sia una curva regolare semplice
chiusa. Si consideri lo spazio s£(%) dei vettori a due componenti reali, funzioni
di quadrato sommabile in F dotate in B di derivate parziali prime forti di
quadrato sommabile in #. 8i infroduca in J#(F) una struttura di spazio di
HILBERT, definendo il prodotto scalare di due vettori nel modo seguente:

(1.15) (U, 2), =3 f(grad u; X grad v;) de + o‘f div u-dive dz.
E

i=1 z
In tale spazio un elemento ¢ una classe di vettori che differiscono quasi
ovunque per una costante.

Le trasformazioni lineari §, P#, P=*# («, § = 0, 1) possono essere pensate
come trasformazioni di 2£(4) in sé (), come & facile verificare.

1.XTIV. La trasformazione lineare 8 di S#(A4) in sé é hermitiana.

Dim. Dalla (1.9) si deduce facilmente che ((Sw, Sv)) = ({(%, v)) (®). Ne
segue la tesi, tenendo presente che S2 & I’identita.

1.XV. Le trasformazioni lineari P+, P8 (o, f# =0, 1) pensate come
trasformazioni di S€(A) in sé, sono proietiori.

Dim. Basterd provare che sono trasformazioni hermitiane. Si verifica
facilmente che, se («, ) e (¢, f') sono coppie distinte, allora ((P*fu, P*#p))== 0.
Ne segue:

(P2, 0)) = 3 (P, P9 0)) = 3 (P u, PP 0) — ((u, P 0)).

al, gt al, gl

() Cid & possibile, in quanto esse mutano vettori costanti in vettori costanti.
(8) D’ora in poi, porrd ((u, v)) == ((u, v)), -
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Si ha inoltre:

2((1’““""10;?)))’:((1’““%, )) +(—1)P((P** S,y v)) =((2, P v)) +(—1)f+2 (S, P v)) ==
= ((%, P*0)) + (—1)f*((u, SP**v)) = 2((u, P v)).

Siano U*(4), U*#(A) i codominii rispettivamente delle trasformazioni
P ¢ Pf di HP(A) in sé.

1LXVIL. Lo spazio di Hilbert H#(A) si rappresenta come somma diretta
di sei sottospazi, ¢ due a due mutuamenti ortogonali, nel modo sequente:

(1.16) A (Ad)=U"(4)® U4)® U™ (4)® U™4) @ U(4)® U*(4).

Dim. La (1.16) segue da (1.12). L’ortogonalitd di due qualsiasi sottospazi
¢ conseguenza dei teoremi 1.IX e 1.XV.

Sia H™(A) (m intero positivo) 1a varieta lineare di W(A4) costituita dai
vettori dotati di tutte le derivate forti fino all’ordine m, di quadrato sommabile
in A. Si consideri nello spazio ¥*(4) n HY(4) il seguente problemsa di auto-
valori:

(1.17) C Lw 4+ Aw=0in 4, w=0su F4¢).

Tale problema ammette una successione di autovalori tutti reali positivi,
ciascuno dei guali ha molteplicitd finita, ed & priva di punti di accumulazione
al finito. Indicherd tale successione nel modo seguente 4, < /A, <... </, < ...
Ogni autovalore compare in detta successione un numero di volte uguale alla
rispettiva molteplicita.

8i considerino ora i sei seguenti problemi di autovalori:

Lw +Aw=01in 4, w =0 su #4,

(1.18)
w e Weh(4) 0 €=(4) 0 HA) (@ B =0, 1; ap)
Lw 4+ Aw =0 1in 4, w =0 su FA4,
(1.19)
, w e WP(4) 0 §=(4) 0 H(A) (@ =0, 1).

Ciascuno di tali problemi possiede una successione di autovalori reali posi-
tivi con molteplicitdh finita, priva di punti di accumulazione al finito. Indico

(®) Le autosoluzioni di (1.17) appartengono a % anche nei punti regolari di F# A.
Cid & provato in [5], teoremi 9.1 e 10.1.
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con {27%} (e, f=10, 1; a%f) la successione degli autovalori di (1.18), e con
{23*Fy (a, f=0, 1) la successione di autovalori di (1.19); in tutte le successioni
gli autovalori si suppongono disposti in ordine non decrescente e ciascuno ri-
petuto un numero di volte uguale alla sua molteplicith. Sussiste il seguente
teorema: '

1.XVIIL. - La successione {1} si ottiene ordinando in un'unica successione
non decrescente tutti gli elementi delle sei successioni {2}, {23}, {22} (o, f = 0,1).
&i ha inoltre:

(1.20) o A0 =20 (¢t =1, 2, 3,..).

Dim. La circostanza che {1;} si ottenga riunendo le sei successioni men-
. zionate & conseguenza immediata dei teoremi 1.IV e 1.X. La (1.20) segue dal

fatto che, se w® & autovettore relativo a 4,, anche Sw® & autovettore relativo
a A, (teorema 1.VI).

8§ 2.

Costruzioni di particolari sistemi completi di soluzioni di Lw =0.
Si consideri il sistema omogeneo
(2.1) Lw = dw +ograd divw = 0.

2.1. Condizione necessaria ¢ sufficiente perché 4l wettore w omogeneo di
grado v sia soluzione di (2.1) ¢ che esista un vettore armonico a, pur €sso omo-
‘geneo di grado v (1), tale che:

B o (af + o) grad diva u
w = a YN se v = 1 (1),

(2.2)

w=a se vy =1.

Il vettore a ¢ univocamente determinato da w.

(*) Dird che un vebtore ¢ omogeneo (armonico) se le sue componenti sono rispettiva-
mente funzioni omogenee (funzioni armoniche).

(**) La analoga della (2.2), per I'equazione dell’elasticitd in tre variabili, trovasi
in [4], pag. 25.



268 L. BASSOTTI [10]

Dim. La condizione sufficiente si riduce ad una verifica. Si ha infatti:
Ay [(w; + #5) grad div @] = 4(» — 1) grad div a,
div [#? 4 #3) grad diva] = 2(»r—1) divea.

Per dimostrare la condizione necessaria, si consideri un vettore w omogeneo di
grado v e soluzione di (2.1) e si ponga a=w +o[4(v — 1)} Y («? +a2) grad div w.
Ricordando che Lw =0 implica 4, div w =0, si verifica facilmente che
dya = Ayw -+ o grad divw = 0. Cido prova che a & armonico. Si ha inoltre:
dive =22 + o) divw e pertanto w si rappresenta mediante (2.2).

Sia » un intero positive. Si ponga:

Py, @) = Re (v, +im)”, (2, @) = Im (@ + iw.) .
2.I1. Appartengono ad U(A) i vettori armonici:

(2.8) (p*™(@y, @), 0}, 0, ¢*m,, x)), (=1, 2, ...) (1.
Appartengono ad UCYA) i wettori armonics:

(2.4) 0, p2(zy, 2)), (@2, ), 0), (n =1, 2, ...).
Appartengono ad UV (A) i veltori armonici:

(2.5) (P wy, @), 0), (0, p** Yy, @), (n =1, 2, ..).
Appartengono ad U(A) i weltori armonici:

(2.6) (P Y@y @), 0), (0, p>»Uuy, @), (=1, 2, ..).

Dim. 8Si ha:

n 20
Re (901 -+ 'i.’,v.z)“ — z (ml)’ ( ?l)wfn—zrmgr ,

=0 2r

1 A i \2n _,n_l 1) 2n 2n—2r—1 , 2r+1
m (ml i /Lm2) —_— z (—" ) ﬂ)l .E2 y

reo 2r + 1

i Name1 n=1 . 20— 1 Sn—zr—n oy
Re (z; + ix,) =, z (—1) o a’ @,
r=0

Im (@, + @)1 — moﬂil(__l)r 2n 1 I
) =/ 2r 1)1 2

(**) D’ora in avanti, per non appesantire la scrittura, adopererd lo stesso simbolo
sia per indicare la classe di equivalenza elemento di S(A), sia per indicare un vettore
di tale classe.
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Ne segue che, se # ¢ un arbitrario intero positivo,
pr(ey, @) € Ho(4), @y, @) € KM(4),
PNy, @) € KOWA), ¢ wy, w) € K0(4),

ed inoltre p*Ym,, o) = (— 1)1 g2=e, . ). Cid dimostra asserto (3).

2.II1. Sia a un vettore armonico omogeneo, di grado v diverso da uno, ¢ w
il suo corrispondente tramite le (2.2). Si ha allora

(a3 -+ a3)

o a2 X o
2@+ o —1) grad div Se .

(2.7 Sw = Sa —
Dim. E conseguenza di 1.V.

2.IV. 8¢ a é un vettore a componenti polinomsi armonici di grado v, appar-
tenente a UP(A) (oppure a UF(A)) e w ¢ il suo corrispondente tramite le (2.2),
allora we U (A) (oppure we U (4)).

Dim. Dal teorema 1.IV segue che, se ae U¥(A), allora grad divaeé
in U(4). Cid prova che, se a € U¥(4A), we U¥ (4). Sia a € U=¥(4). In tal
caso, per quanto sopra affermato, w e U**(4); inoltre, essendo ¢ = (— 1)6+1 Sa,
per il teorema 2.I1I1, si ha w = (—1)/18w. Cid basta per concludere che
we UB(A). 11 teorema & cosl dimostrato.

Sia B un campo limitato e connesso, la cui frentiera sia una curva regolare
semplice, chiusa, di classe 2. Si consideri la varietd lineare 2, delle soluzioni
- di (2.1) appartenenti ad s£(B) (¥). £, & una varietd lineare chiusa di s#(B) ().

2.V. Sia {a"} il sistema dei vettori armonici
(2.8) (P&, @), 0); (0, P(@y, @) (L, @), 0); (0, (o, @)

con v =1,2,.., ordinati in modo arbitrario in successione ¢ {w*} quello dei
vettori ad essi corrispondenti tramite le (2.2). Il sistema {w"} é completo nel sotto-
spazio 2, dv H#(B). ’ :

(13) Ogni vettore appartenente a €1(A) n 7+A(A) determina un elemento di U=5(4).

(1} Un vettore u €5 (B) verifica (2.1) se ((u, v)), = 0 per ogni v FLB) e asup-
porto contenuto in B.

(**) Infatti le componenti di ogni vettore di £2, sono soluzioni di d,dyw =0 ed &
noto che, per una suceessione di vettori di 2, , la convergenza secondo la metrica dis#(B)
implica la convergenza uniforme nell’interno di B di tutte le derivate parziali prime
delle componenti.
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Dim. Si consideri lo spazio J(B) dei vettori a due componenti funzioni
reali di quadrato sommabile in B, dotate di derivate forti di quadrato somma-
bile in B; si introduca in esso una struttura di spazio di HiLBeErT definendo
il prodotto scalare nel modo seguente:

2
Cay v :f { > (grad w, X gradv,) + ¢ divu-dive +

fex}

A GO T S TR R Y TN | Py
2+ 0\ 0wy O, ' Bz, O, Oxy Ox, Ow Ox,

Sia QB la variety lineare costituita dalle soluzioni di (2.2) appartenenti
ad J(B). £, & una variety lineare chiusa di SZ(B) (V).

Per ogni e, e ognio®siha:

{thy o —}—f[u X Blom)]ds =0,

ove I{w") & il vetitore di componenti

Aol dolt don :
E1(wn):%? +o(div w)y, -+ 7 Cu“; I(0o™)= il o(div w™)v,

-2 ds dy

¢ do}
240 ds

(v denota la normale interna). Ne segue, per la completezza del sistema di
vettori {F(w™} nello spazio dei vettori appartenenti a #*(#B) e ortogonali
a (1,0) e (0,1) (*®) e per 'unicith della soluzione del problemsa di- DIirICHLET
per Voperatore L in ¥“*(B) (), che se (u, w*)> =0 per ogni n, allora
u = 0. Cid prova la completezza di {w"} nella varietd lineare (3, .

Draltra parte gli spazi #(B) e #(B) sono spazi di HILBERT isomorfi, dato
che contengono gli stessi elementi ed esistono, come subito si constata, due co-
stanti m e I (0 <m<C M) tali che, per ogni vettore u aventi derivate prime
forti di quadrato sommabile, si ha: m < u, v > < ((u, u)), < M<<wu, u>.
Ne segue che, essendo {w"} completo in (3, , esso & anche completo in Q. Il
teorema & cosi dimostrato. '

(*®) Due vettori che differiscono quasi ovunque per un vettore costante costitui-

scono uno stesso elemento di ,7?(3). La forma quadratica {u, u ) & definita positiva,
come facilmente si verifica.

(17} Si_confronti nota (15).

() Si confronti [3], pag. 13, Teorema XVII.

(1%) Si confronti [9], pag. 217, Teorema V. Con %2 (B) intendiamo la classe dei
vettori reali a due componenti appartenenti a ¥L(B) e tali che le derivate parziali prime
siano di guadrato sommabile in B.
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Sia £ la chiusura, nella norma di s#(4), della varieta lineare determinata
~dagli elementi di tutte le varieta lineari 2, , relative a campi limitati B, conte-
menti 4 e tali che #B sia una curva regolare semplice chiusa di classe 2.

2.VL 11 sistema {w"} ¢ complelo nel sottospazio Q di H#(A).

Dim. Sia % un elemento di Q. Per definizione di Q, fissato arbitraria-
‘mente ¢>0, esiste un campo BD>A e un elemento w, e, tale che
Nu—a, I, < e ().

D’altra parte, in base al teorema 2.V, ‘esistono =, costanti ¢, ..., ¢y, tali

g

«che ||| w, — > ¢, w* |||, << e. Ne segue che:
k=1

(3 nE
Me—23 ot lll,<llu—o,lil, +llo,—3 o |],< 2.
k=1 k=1
«Cid prova 1’asserto.
3i ponga, per ogni intero positivo »,

0 se ¢y =1

{2.9) A, =
- e ~1
TEroaw—1 V7Tt

2.VII. I seguenti vettori

02p2n o2p2n
(2.10) (p“(wl, ) A Aon, o + @3) apz ; m( 1 T2 e pa )
a2p2n 02 p2n
(2.11) (zz,.,gavf ) G s s @) Ay fad ) )
1

con m =1, 2, ... costituiscono un sistema completo in U n Q.

Dim. I vettori (2.10) e (2.11) sono corrispondenti, tramite (2.2), dei vet-
tori armonici (2.3) (**) e quindi, in base ai teoremi 2.II e 2.IV appartengono a
U (4)n Q. La tesi discende allora dai teoremi 1.XVI, 2.VI.

(*) Con ||| w |||, si indica ((w, w))zt.

ap*  og”
(®1) Per la verifica, si tenga presente che o _ 4 .
2, 0,

19
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2.VIIL. Si considerino i veltori armonici (2.5) e 4 loro corrispondenti tramite
(2.2), cioé i vettori

az pzn—-l (g"l , .’l}g) 2 2 82 pZn—l (371 s wg)
e o { @, ) ———————— i,
o2 i s, ol 0 9o, 0w,

a»nz(pz"-l(wl, @5) Ty, o %)

2 p21 (2, m,) )

62 2n—1 s
; pen-t (s, ;) +12n__1’6 (w§+m§) __?._M) y

bl

Sur=/| A 2 Lt
u ( 2n-—1,0(m1 +‘/’v2) axl awz
I wettori {un -+ (— 1)p+18%"} per m=1,2, ... costitwiscono un sistema completo
i U186 (A4)n Q.

Dim. Dai teoremi 1.XVI, 2.IV e 2.VI discende che i vettori {&%"} e {Su"}
costituiscono un sistema completo in T2 (4) n Q, qualora si tenga presente
che pni(z,, @)= (—1)** ¢*~(z,, @,). Ne segue facilmente che {u» + Su"}
e {u"— Su"} costituiscono ancora un sistema completo in U(A)n Q. La
tesi & allora conseguenza del fatto che

dn 4+ Sime UM(A), @n— Sime UM(4), o che U A) = UM(A) @ U(4),

2.IX. Si considerino i wvettori (2.6) e i loro corrispondenti, tramite (2.2).
cioé i wettori:

az p2n——1 (wz, -'”1)

2 2
awi . ? ZZn—l‘a(wl +’”2) awl an

P 32 p2nl (x,,
Pr— (pzn—l (@ay @) +Agy_y,q (213 _l’_____(__z___l)) ,

02 p2t (w;, @) .

g o2 p2n—1 ((L‘ s xg)
s pas +zzn_1,u(w§+mz)—————1————).<

2
02

SHn— (Azn_l’u (a2 +a3)

1 wettori {%"—i— (—1)8+2 .85"} per m =1, 2, ... costituiscono un sistema completo
in U9(A)n L.

Dim. F analoga a quella precedente.

Osservazione. B opportuno notare che il vettore u» - (— 1)+ Su=
¢ il trasformato, mediante la (2.2), del vettore

) op2n—1
Bre= (po(a, 0); (— 1P p==i(ay, @) © che div Br=[1-H(— 1)) L —.
1
Ne segue che:
B se » =1 oppure » >1 e n -+ f§ dispari,

4 (— 1) i — s

o,

Bn+422,,_, , (#i-+w3) grad se n>1 e n+ f pari.



[15] SU UN PROBLEMA DI AUTOVALORI PER L'ELASTICITA PIANA 273

Analogamente, il vettore v" 4 (—1)#*1 85" & il trasformato, mediante
(2.2), del vettore C* = (p*"~* (z,, @,); (— 1)FHp*=1(p @,)) e si ha:

y2n—1 {p
div 0" =[1 — (— 1)=+6] op ., @) . Ne segue che:

Ty

on se 7 =1 oppure » >1 e n + f pari
I3 . . ﬁ—!—l Y -
oS op* @y , 3y)

042, +07) grag T

se n>1 e n-f dispari.

§ s.

Limitazioni per gli autovalori in base al principio di minimo-massimo.

Sia Z uno qualsiasi dei sottospazi Wo(4), Woid), We=b(4) (o, f = 0,1).
Fissato o non negativo, si ponga L,w = Aw -+ ¢ grad divw e si consideri il
problema di autovalori

(3.1) Low+dw=0in 4, w=0su F4,

in Z n HY(4) (**). Siano {19} (i =1, 2, ...) gli autovalori di (3.1) in Z n Hi(A),
disposti in ordine crescente e ciascuno ripetuto un numero di volte uguale alla
sua molteplicitdh (in Z). Per ogni vettore we Z n H(A), si consideri la forma
quadratica:

B (w, w) = j f] grad w; |* dz + af(div w)rda .

i=31 A 4

Dal  principio di minimo-massimo  per gli autovalori (%), essendo
B (w, w) > By(w, w), segue A2> 20, per ognii. Si consideri inoltre, in

(?2) Sidird che w, € H'(A) & soluzione di 1., w - Apw = 0in A, se ((wy, v)) == Ay{wy, )
per ogni ve BFY4) e a supporto contenuto in 4. Si dimostra che wy € G2(A) e verifica
Pequazione L, w + Ayw = 0 in 4.

(**) Bi confronti ad esempio [7], pag. 270.
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Z n HY(4), il problema di autovalori

(3.2) A, w; + 20 ;D’

4+ dw; =0 in A, w;,=0 su FA, (7 =1, 2),

al quale corrisponde la seguente forma quadratica:

0,0, ) = (1 + 20) fz (a) dw +f [(a) +(§“’—” dz

Poiché si constata facilmente che B (w, w)< Q. (w, w), per il principio di
minimo-massimo, detti {7} gli autovalori di (3.2) disposti in ordine crescente e
ciascuno ripetuto un numero di volte pari alla sua molteplicitd in Z, riesce,
per ogni 4, A7 < u¢. I problemi (3.1) e (3.2), per ¢ = 0, si riducono al seguente:

(3.3) Adaw +Jw=0in 4, w=0suF4,

i cui autovalori e i cui autovettori, in Z n H1(4), sono noti. Si ha precisamente
che gli autovalori di (3.3) in H*(4) sono tuttii numeri {p* + k%} (b, &k =1, 2, ...)
e gli autovettori relativi a h* 4 k? si ottengono tutti come combinazione li-
neave dei seguenti vettori

(3.4) Q" = 2/nm (prs , 0), Yre =2[m (0, @),
ove
Prs = Se 1(xy + 7/2) sen (@, + 7w/2),

considerati per ogni coppia ordinata di interi positivi #, s tali che
$? 482 = h? - k2.

B noto che il sistema formato dai vettori (3.4) per r, s =1, 2, ... & un si-
stema ortonormale e completo in W(A4).

Si consideri ora il problema (3.2) relativo ad un arbitrario o positivo. Si
verifica facilmente che ogni vettore @ (o ¥) & autovettore per il problema
(8.2) relativo all’autovalore 72 + s* + 2072 (ovvero 72 - s 4 20s%).
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3.1. I sequenti vettori:
(3.5) @rr-v2E-1 ¢ Wemze per by, k=1, 2, ...,
costituiscono um sistema completo in W (24). I vettord
(8.6) Drns2k e Yrr-12k-1 per by, k=1, 2, ...,
costituiscono un sistema completo in W I vettori
(3.7) Qe 21 e YLz per by k=1, 2, ...,
costituiscono un sistema completo in WL Infine ¢ vettor:
(8.8) D2k=1s22 e Yrmak-1 per hy, k=1, 2, ...,
costituiscono un sistema completo in W,
Dim. B conseguenza delle identita
Pun(@y 5 ) = (— 1)y (—wy , &) =(— 1Yy, — ) ==(— 1) ¥ Purl— @y y — @a),
e della definizione degli spazi W* (a, f =0, 1).

3.I1. Riesce SPre = Wer, §Prs — Por

Dim. T conseguenza della identitd @,(a;, %) = @.(@,, o).
3.I11. I wvettori:

(3.9) (1/2) [ @221 | (— 1)p+1 Pei-t.2n] (b =1,2,..)

costituiscono un sistema completo e ortonormale in W1 (§ =0, 1). I wvettori

(3.10) (/2 @212 4 (— 1)p+1 Wanzi-1] (hyTo=1,2,..)

costituiscono un sistema completo e ortonormale in W8 (§ =0, 1).

(24) D’ora in poi porrd Wob = Wob(A), Wosb = W=ab(4),
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Dim. In base a 3.II, i vettori (3.9) appartengono a W1 e quelli (3.10)
appartengono a W%, La tesi discende allora da 3.I. e 1.XTIT.
Dal teorema 3.1 discende il seguente:

3.IV. Fissati arbitrariamente due interi positivi r, 8 della stessa pariid,
72 - 8% ¢ 72182 + 2092 sono autovalori, dei problemi (3.3) e (3.2) rispettiva-
mente, in W n HYA) (e anche in WL n HYA)).

Dal teorema 3.1IT discendono:

3.V. Fissaii arbitrariamente due interi positivi h, k, i numeri 4h* + (2k—1)2
e 4h% (1 4+ 20) + (2k—1)2 sono autovalori, dei problemi (3.3) e (3.2) rispettiva-
mente, in Wb n HY (A) (f=0,1).

3. V1. Fissati arbitrariamente due interi positivi k, k, i numeri (2h —1)24-4%2
e 4k2 + (1 + 20)(2h —1)2 sono autovalori, dei problemi (3.3) e (3.2) wispettiva-
mente, in W n HY(A4) (f =0, 1).

1 risultati ora ottenuti sono riassunti nella seguente Tabella:

§ 4.

Sotto- Sistema Autovalori Autovalori
s‘pazm di di di
mva- autovettori (3.3) (3.2)
riante .
e (@amet, nm1 » 0) @2m —1)2 + 2n — 1)2 A 4 20)2m — 1)* -
(0, @on, om) 4m? + 4n® + (2n —1)?
4m*1 4 20) - 4n?
o1 (0, Pan—1, 2m—1) @2m —1)2 4+ (2n — 1) (1 4 26)(2m — 1)% +
(‘p;’.m, an s 0) 4m? + 4n? + (2n — 1)?
dm2(l + 20) - 4n?
j5gss! (@om, 2n—1 > Pan—i, am) dm? 4 (2n — 1)2 dm2(1 + 2¢0) - 20— 1)
o (Pom, sn—1 » — Pon—, om) 4m? - (2n — 1)2 4m2(1 -+ 20) 4+ (2n — 1)
TrooL (Pon—1, am » Pom, 2n—1) 4m2 - (2n — 1)2 4m? + (1 + 26)(2n — 1)
Tyo00 (Pan—1, 311 > — Pam, 2n—1) 4m? - (2n — 1) 4m? + (1 + 20)(2n — 1)

Approssimazioni per eceesso degli autovalori.

Sia Z uno qualsiasi dei sottospazi Wwo(4), Woy(d), W**F(4) («, f =0, 1)
e {v'} un sistema di vettori reali, linearmente indipendenti, appartenenti a
H*(A) e nulli su #A, completo in Z.
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T noto che, per ogni fissato intero positivo n, le radici dell’equazione al-
.gebrica in 4:

(4.1) ; det (L7, o?) + Av?, o)) =0, (G, 1 =1, 2,..., n)

-disposte in ordine crescente e ciascuna ripetuta un numero di volte pari alla sua
molteplicita, sono approssimazioni per eccesso dei primi # autovalori del pro-
blema (3.1), nello spazio Z n H(A).

Si supponga dapprima che Z sia uno degli spazi Wi (8 =0,1) e come
sistema {v'} si scelga quello dato da (3.9).

Siano k, 7, k, s interi positivi arbitrari. Si ponga:

16hkrs

a? (1% — I2)(s? — h?)

se r=%k, s%h
(4'2) ) Qhk"rs =

0 se r =1£k oppure s=nh,
Xak — (\/2')—1[@1»7: e (— 1)BH {pkh] (28) .

Siano k, r arbitrari interi positivi pari; %, s arbitrari interi positivi dispari.
Si ha:

(L, X75) = — (B + k? + oh®)8} 0% + (— 1P 6 g s
(Xne, X)) = 07 6y,
ove 8 =0seh s, &t =1seh=nr
Fissati arbitrariamente » interi positivi pari A, ..., b, e % interi positivi
dispari k, , ..., k, restano determinati » vettori X™% (=1, 2, ..., n) del sistema

{v%}. In corrispondenza ad essi si consideri equazione (4.1), cioé:

(4.3) det (A— (B + &} + oh}) & + (— 1)+ g thki,hjkj): 0 (¢4, §j=1,2,..,n).

Le n radici di (4.3), disposte in ordine crescente, danno le approssimazioni
per eccesso dei primi n autovalori di (3.1) in W1,
Sia Z uno dei due spazi W e si fissi come sistema {v'} quello dato da (3.10).

(*") Be I & pari e k & dispari X' ¢ 71168 ed inolire X*h e T008,
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Riesce, mantenendo le notazioni precedenti:

(LX*h, Xor) = — (B® + k* + ok?)0! 0% + (— 1)+ o g, ..,

(xee,  Xor) = §* ¥,

Pertanto, si considera l’equazione (4.1) corrispondente alla scelta degli n-
vettori X*" (1 =1, 2,..., n), cioé

(4.4) det (A— (B} + I} + 0 k)0 + (— 1)+ g qh‘,c",,jkj) =0 (i, j=1, 2,..,%).
Le » radici di (4.4), disposte in ordine crescente, dinno le approssimazioni per:
eccesso dei primi » autovalori di (3.1) in Woos,
Si consideri ora lo spazio W (*). Si consideri il sistema completo (3.5)
e si fissino arbitrariamente in esso p vettori @M%, @k .. @ e g vettori)
W’xsxy Wrzsz, ey Wees, . ’
Si ha:
(DM ? Py = 6: ’ (@h‘k‘ y P#%) =0 ’ L y Prmim) = 531; s
(LM, QM) — — (@ + o)k} + EF]6;,
(LT3, Wintm)=— 15 + (1 + 0) 87107,
(LM, ) — (L7, O =6 gy,

Indico con D' e D' le seguenti matrici diagonali quadrate, di ordini rispet--
tivamente p e ¢:

D' = (6{A—h;—Fk;— oh;)) G, 1 =1, 2,...p),.
D= (67(A—1r; — 8;—08,)) (4, m =1, 2,...,q),.
indico inoltre con B la matrice a p righe e ¢ colonne cosi definita:
B =(0Gu.,) (=12.,p]=12.,q),
& con B* la matrice trasposta di B.
(%¢) I1 problema (3.1) ammette gli stessi autovalori in W ¢ in W01 (cfr.) 1.XVIII).

(*) Gliindici k;, k;, (¢ = 1, 2, ..., p) sono interi positivi dispari, r;,5;, (j = 1, 2, ..., qL
sono interi positivi pari.
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Nello spazio W le radici dell’equazione

D, B
(4.5) : det (B; Dg) =0,

disposte in ordine crescente, sono approssimazioni per eccesso dei primi p + ¢
autovalori di (3.1).

§ 5.

Approssimazione per difetto degli autovalori.

Siano 4 e @ i quadrati definiti rispettivamente dalle limitazioni | @; | < /2,
| 2| <m, (i=1,2); siano inoltre W(d) e W(Q) gli spazi di HILBERT
dei vettori a due componenti reali di quadrato sommabile in 4 e @ rispettiva-
mente. Per ogni we W(Q) si consideri lo sviluppo in serie trigonometrica:

0, ®
- (6.1) W@y, @)= Aog a® + DV A, [@™ cos ma, - cos nw, +

m,n
—+ b™" sen M, - SN NL, - €™ COS M, - SeN ALy + A™? D MLy - COS BT, (),

ove Ay = (27)Y; Awo = Aon = (\/27)' € Apu = ()"t s m, n>1; inoltre i
vettori am™» = (a7, ;") sono definifi da: '

amn == 2| W@y, @) COS M, - coS N, Aoy da, (m, n>0),
Q

e i vettori b, ¢mn, dm» gono definiti in modo analogo.
Sia R la trasformazione lineare, cosi definita per ogni «w € W(Q):

1 0,
Ry == o w® -+ z © 2 en [[A™» cos mam, - €08 Nw,+
7T - MmN
(5.2) -

+ B gen mx, - sen nw, -+ C™* cos ma, - Sen nw, -+~ D™ sen ma, - €08 Nw,] ,

0,
(2%) Con z @ gi intende la somma estesa a tutte le coppie di interi non negativi,
myn

esclusa la coppia (0, 0).
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ove w=% (47 a° , 4% al’) e i vettori Amn, Bmn, (mn, Dmn (. > 05 m2 - a2> 0)
sono espressi dalle relazioni seguenti

AT = — A lai™(m? + w4 on?) + WP o mn],
AY" = — A fal™(m? 4+ n® 4 om?) 4 bP" o mn],

B = — A, [b7"(m?* + n? + on?) + al" o mn),

5 By = — A,,,[b7"(m* + n® + om?) + al" ¢ mn),
©-3) C7" = — A6 (m? + 0?4 on®) — d7™ o mn],
C7" = — Al (m?* + n® + om?) — 4™ o mn],
DI = — A A" (m® + 02 -+ on?) — " o mn],
DY = — A,,[d7"(m? + n® -+ om®) — " o mn],

dove yd,, =1 + o) (m? 4 n2)-2

Sussiste il seguente teorema:

5.1. La (5.2) definisce wuna trasformazione Uneare R di W(Q) in H2Q).
Per ogni v € W(Q) riesce LBy = u.

Dim. Siha,perognicoppia diinteri non negativim, n tali che m? -+ n2 >0,

< [ amn 12 + ] pmn 12
(m? 4 n?)?

! amn ]2 + ] bmn [2

mn {2
? I B ] (m? 4 n?)?

(54) ] Amn ]2

’

I emn I’.z -+ |dmn ]2
(m? - n?)?

[ emn [2 + Idmn [2

mn |2
! ID l < (m2 4 n?)?

(55) ] (mn [2 <
In base alle (5.4), (5.5), la serie a secondo membro di (5.2) e tutte le serie
2 H
derivate fino all’ordine due, convergono in W(Q). Si ha inoltre La® = a®,
LA™ cos ma, - 08 nw, -+ B™ sen ma, -sen nw, -+ C™» cos mz, - sen nw, +
1 B
Dmn gen. maw, - COS Npy] == @™ COS MLy * COS NT, -+ D™ Sen my,+ Sen nw, -+
1 1
-+ ™" COS My 8N NEy -+ ™" Sen M, COS NG, .
Cio prova l'asserto.

Sia w un arbitrario vettore di W(4); w pud svilupparsi in serie di FOURIER
rispetto al sistema, completo e ortonormale in W(4), {®~} e {¥rs}, introdotto
al § 3. Si ha allora:

«©

1,
(56) w = Z ((x;s P L “;s l[jrs) —

r,s

éill\?

W
2 J[@, @),
T3
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T3

ove il vettore a™ = (o]

, «p’) & definito da

(3.7) ore == f Wiy, @) (@, @) Ay Aoy

4

Si verifica facilmente che la serie che figura nel terzo membro di (5.6) &
una particolare serie trigonometrica e pertanto essa converge in W(Q) e defi-
nisce in @ un vettore w coincidente con w in A.

Si pensi allora la trasformazione R definita dalla (5.2), come una trasforma-
zione lineare di W(A) in #°(4) nel modo seguente. Per ogni vettore w e W(4),
si consideri lo sviluppo (5.6) e il vettore w definito in @ dalla serie a terzo membro
di (b.6). Si ponga:

14

(5.8) Rw = Rw .

11 vettore Rw appartiene a H2(§) e quindi determina un elemento di 5#(4).
In particolare si ottiene, posto wu.(@y, ) = cosr(w, + 7/2)-cos s(@, + 7/2):

2
(5.9) RPre= = Ars((T2 + $24 082) @y, @3); 078 Pre(y, -'”2))7

2
(5.10) B = BRO™ =—= A (ors pul@y 2); (12 + % + 01%) praloy, @) -

5.I1. La trasformazione lineare R é una trasformazione compatta di W(A)
i H(A).

Dim. Considero lo spazio di HiuBeErT Hm(A) dei vettori a due compo-
nenti funzioni di quadrato sommabile in A, dotate di tutte le derivate forti
fino all’ordine m di quadrato sommabile in 4, con prodotto secalare cosi definito:

dz (29).

1;=0...m, Oltleyy Qi
(uy D) =

u+tsm | Osp Qg duls Owp

4
Dalle (5.4) e (5.5) discende facilmente che R ¢ una trasformazione continua
di W(4) in H2(4) (*). Per il teorema di immersione di RELricm (31), R ¢ una
trasformazione compatta di W(4) in H1(4). D’altra parte, per ogni elemento
u di S#(A) riesce ((u, w)) < (1 -+ 20)(w, ), . Ne segue allora che R & una tra-
sformazione compatta di W(4) in s£(4).

5IIX. Se we W*(A) allora Rw e U*(A).
Dim. 8ia we W9(4). Si consideri lo sviluppo in serie (5.6); si ottiene
cosi una particolare serie trigonometrica del tipo (5.1), convergente in W(Q),

(*) Per m = 0 si ha HO(A) = W(4) (§ 1).

(®%) Risulta infatti:
12 (OR oR L2/ 2R PR
(Bu, Bu)y = (Bu, Ru)y+ z( v “) ( v, “)
i\ O0m; 0x; /o 5 \0x; Oz; 0wy Omy)g
onde esiste una costante positiva M tale che (Ru, Ru),< M{u, ).
(1) 8i confronti ad es. [5], teorema 3.IV, p. 21.
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nella quale i vettori ¢»» e d»* sono nulli per ogni scelta di m, n ed inoltre
ay” = by =0 per ogni m, n. Dalle (5.3) segue allora che il vettore Rw ha le
componenti:

1 0,
R ow = e @y a0l + 3O A, AT COS My - COS Ny
24 m.n

1, :
Ryw = Z AmnBT" S€1L My S0 NEy .

m,n

Cid prova che Rw e U(4). Analogamente negli altri casi.

5.IV. Per ogni w e W(Q), riesce RSy = SRu.

Dim. Sia e W(Q). E facile verificare che, dette am™, bmn, ¢mn dmn lg
coordinate di FouriER di « nello sviluppo (5.1), Sar=, Sp»m, Sdn=, Serm gono
le coordinate di Fourier di Su nello sviluppo (5.1). Ne segue

1 0,
RSy = 5 S w4 > A,..[SA"™ cos ma, - cos nw, -+ SB*™ sen ma, -sen nw, -+
7T

mn

+ 8D cos m 2, -8en nw, -+ SO sen ma, - cos 1w, = SRu .
Sia R* la trasformazione aggiunta di R definita da:
(5.11) (Bu, ), = (u, B¥v),,
per ogni u e W(A), ves(4).
Si ottiene allora immediatamente una rappresentazione di B* v in serie di
Fourier rispetto al sistema @rs, ¥rs. Dalla (5.11) segue infatti (32):

(B, &%) = (v, RD™), (B, ¥r) = ((v, R¥")),

e quindi R*v, in W(4), ammette 1a seguente rappresentazione:

(5.12) R xlf((q), ROr)Drs + ((v, REPr))Prs

£,8

. (**) Indicherd d’ora in poi brevemente con (%, v) il prodotto scalare in W (4) e con
({w, v)) il prodotto scalare in J#(4).
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B.V. Se ve UB(4), allora R¥v e W(4) (e, f =0, 1).

Dim. Siac/, f’ una coppia ordinata di indici 0, 1, distinta da «, . Riesce,
per ogni u € W(4), tenendo presente i teoremi 5.11T, 1.X VT,

(B* v, P¥Fy)= ((v, RP*fu)) =0.

5.V1. Per ogni v e #(4), B*Sv = SE*v.

Dim. Dai teoremi 58IV, 1.XIT e 1.XIV seguono facilmente le seguenti
relazioni, per ogni ves(4) ¢ ue W(4):

(B*8v, w) = ((Sv, Buw)) = (v, SRw) = (v, BSw)= (B*v, Su)= (SB*v, ).
Cid prova asserto.

Si consideri la matrice fondamentale di Somreriana F(z, y) i cui elementi
F (@, y) sono cosl definiti:

—o  *(lo—ylPlgla—yl)
8% (1 + o) Ow; 0x;

o .
(8.13) Fylw,y)= + 5 log|w—y| (4 j=1,2)

e 81 ponga, per ogni u € W(Q):

(5.14) | Bu= [ Pla, y) uly) dy .

Il vettore Ru appartiene a H2(Q) e verifica l'equazione LRw = u, in A.
Sia {B,} una successione di campi limitati e connessi, aventi ciascuno per fron-
tiera una curva regolare semplice chiusa di classe 2, verificanti le seguenti con-
dizioni

AcB,cB,nc@, lim mis (B, — 4) = 0.

Si ponga, per ogni w e W(Q),

(5.15) Ry = [ P(a, y) u(y) dy .

B'?L

I1 vettore B™u appartiene ad H2(Q) e verifica ’equazione L R™ u=u, in B,.
Le trasformazioni B e R™ possano essere riguardate come trasformazioni
lineari e continue di W(Q) in s#(4). Sussiste il seguente teorema:
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5.VII. Per ogni u € W(Q) riesce:

(5.16) lim [}| B™u— Bu |||, =

n->

Dim. Sard sufficiente mostrare che:

oy . 0 -~ 2 .
(5.17) lim [a—x— (Bu— B, u)] dz =0 (¢, j =1, 2).

fi—>

Si ha infatti, per ogni n:

f [ (R‘"’u—Rm)] dw _-fdw{fﬁ M—J—) wi(y) dJ}

B4

' ar; 2 2 . OF,, (=, .
<J { Eluz(yll @, ) dy}<2zfdm“gul(y)[l_f_w dy}.
O l=1, o,
4 By—A P Ba—d )
‘ oF; (w, /
B noto che esiste una costante positiva % tale che (”af ¢ E ’ o ;

pertanto:
2 [y | Jw; (=) ]
dyy < k2 | dzx ds dz =
"} f { o1 | To—z)

fdw{f qu(y)Ilmar”(w’ L
fiuxy)idjfiu, ftm-mw—zx

By—4

- D’altra parte esiste una costante positiva M tale che

x
dz < Mo 33
flw—yllw— o< e sy &
e quindi la funzione di y e 2:
U U2 ———
) [ flw e

¢ sommabile in (B, — 4) x (B, — 4). Seguono le (5 17) e quindi la tesi.

(3%) Si confronti 8], pag. 807.
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Sia B un arbitrario campo limitato e semplicemente connesso contenente A
e tale che & B sia una curva regolare di classe 2. Si consideri la varietd lineare
£ chiusura in J#(4) della varietd lineare di tutti i vettori appartenenti a
gualche 2, (3.

5. VIIL. Se ve HY(A) n H3(A') per ogni A’ tale che A' c A e se riesce:

(5.18) (v, ®)) =0 per ogni we,
allora B¥*ve HY(A) n H¥4') e

(5.19) LR*» = — 1w, m 4.
5IX. Se ve HY(A) e wverifica le (5.18), allora R*v e HY(A) e riesce

(5.20) R¥v=0 su FA4, nel senso delle funzioni di H}(A).

Dim. di 5.VIIT e 5.IX.

Si consideri la trasformazione lineare E definita da (5.14) come una trasfor-
mazione lineare e continua di W(4) in s£(4) e sia F* la sua aggiunta, defi-
nita da

(5.21) ((Ru, ) = (u, E*v),

per ogni ue W(4) e vesf(d).
B noto che I’operatore B* gode delle seguenti proprieti:

1) Se B & un qualsiasi insieme aperto e limitato del piano, B*v» € H1(B),
2) se ve HY{A) n H¥A') per ogni A’ tale che A’ ¢ 4, LE*v = —Lwin 4,

3) se ((v, w))==0 per ogni w € 2, allora R* v & nullo sulla frontiera di 4
nel senso dei vettori di H(4) (%).

(3) Con £, si indica la varieta lineare delle soluzioni di Lw = 0 appartenenti a
HY(B); si confronti il § 2. ‘

(*3) Infatti B*» & una funzione analitica in @ — 4 e, nelle ipotesi ammesse, & identi-
camente nulla in @ — A, come si prova facilmente considerando vettori di 2 della forma

[ F (@, y)py) dy, con p(y) funzione di F2(Q — ), a supporto contenuto in @ — 4 .
e—4
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Sia ora R la trasformazione lineare e continua definita in W(4) dalla (5.8)
e ¥ la sua aggiunta definita dalle (5.11). Dalle (5.11) e (5.21) seguono, per ogni
ue W(4) e ves(A):

(5.22) (Ru— Bu, v)) = (u, B* v— B* 0).

8i ponga w, = By — Ru. Riesce Lo, = 0 in A. Inoltre, detto % il prolunga-
mento di  a ¢ tramite le (5.6), in base al teorema 5.VII, si ha, nella, metrica di
H(A), w, = lim (Ru— B™ u) .
Essendo LRu = LE™ % = @ in B, , ne segue che o, € Q.

Sia v un vettore verificante le (5.18); dalle (5.22) segue (u, B* v — E* v)= 0,
per ogni u e W(A) e quindi £*v= R* . Cid prova 1’asserto.

Dai teoremi 5.VIII e 5.IX segue immediatamente il seguente:

5.X. Per ogni fe W(4), il vetiore
(5.23) Gf = R*Rf — R*PRf,
ove P indica il proietiore di S(A) su Q, é soluzione del problema di Dirichlet
(5.24) Ly =—f in A, =0 su FA4,

la condizione sulla frontiera essendo verificata nel senso delle funziont di H(A).

Sia Z uno qualsiasi dei sottospazi invarianti per 1’operatore L: W1, Woi,
Wb (o, f=0, 1) e {v"} (h, k=1, 2, ...) un sistema ortonormale e completo
in esso [nella norma di W(4)].

Sia inoltre {w?} (p =1, 2, ...) un sistema completo, nella norma di s£(4),
in Z n £ (). Introdotti il proiettore P di #°(4) su Zn Q2 e quello PP di
SF(A) sulla - varietd lineare determinata da w*, ..., w? si considerino gli opera-
tori G2 e G cosi definiti in Z:

(5.25) G° u = R* Ru— R* P'® Ru,
(5.26) G? u = R* Ru— R* P Ru .

Dai teoremi 5.IIT, 5.1V, 5.V, 5.VI, discende subito che G'? e G” sono
trasformagzioni lineari e continue di Z in Z. Inoltre G‘*?u & la restrizione a Z

(3%) Uso qui la stessa lettera Z per indicare un sottospazio di W(d) e il sotto-
spazio analogo in S#(d), ad esempio W1 e W,
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dell’operatore definito dalla (5.23) e G ¢ un operatore tale che @GP > 6"
per ogni p. Si ha infatti per ogni v e Z:

((G‘QZ’*—G(Z’) , 'u) — (R’*‘ (Pm,—P‘QZ’) Ru, u) _
= (P — P®) Ru, Ru)) = || (P9 — P9) Rull>0.

Gl operatori ¢ e G{” sono operatori compatti positivi di Z in Z ad
essi pud applicarsi la teoria degli invarianti ortogonali di G. FICHERA (37).
Si ha in particolare per gli invarianti di ordine wuno e grado due:
FHED) < F2(GP) < + oo

Per caleolare 7 (GY”), conviene rappresentare @GP per mezzo di una serie.
Fissato 'intero positivo g, si consideri la matrice simmetrica di ordine g:

((w?, w))) (p, ¢ =1, 2,.. @)

¢ la sua matrice inversa (£/2). Posto

(5.27) R* f ~—§(RJ WS, M) -—z(w“ Ru™™)) v,
sk hyke
si ha
) 1,0 1L,® 1,0
(5.28) B* P Ru=3 Q@ (Ru, ") R* o' =3 > Q9((Ru, w?))((w?, Ev™))p.
74 hE pe

Ne deriva la seguente rappresentazione di G u in serie di FOURIER, rispetto la
sistema ortonormale {v*#}:

1,
(5.29) GPu = Y [((Ru, Rorv)) ZQ‘” (Ru, o”)(w?, Ro*))Jor,
Bk

ne

dalla quale segue subito l’espressione dell’invariante JUCGD):

(5‘30) Jz G(Z) z H G(Z) prs ”__
1,0 1o
= 2 [((Bvs, Bv¥)) — 3 Q(Ros, o®))((Ro™, 09)]=.

(37) Si confronti [5], Lectures 18-19.

20
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Per il caleolo dell’invariante, & stato scelbo come sistema {v**} il sistema
(ortonormale) degli autovettori del problema di DiricerET del 4, (si confronti
§ 3); come sistema {w"} & stato scelto quello delle soluzioni polinomiali
(si confronti § 2, teoremi 2.VII, 2,VIII, 2.IX) di L= 0. ‘

Osservazione. Per o =0, scegliendo i sistemi {v**} e {®w®} nel modo
anzidetto, si ha, detto A}, Vautovalore del 4, in Z corrispondente a v?*:

phk ;
BoM= — I ((F v, o)) =0, (p=1,2,.., g; hy k=1, 2, ...}
‘hE
e quindi:
Lo ]

TR

Per ottenere infine delle valutazioni per difetto dei primi » autovalori
del problema di DIRICHLET per V'operatore L, in Z si considerino le corrispon-
denti approssimazioni per ececesso, fornite dal metodo di RiTz o dal prinecipic

di minimo-massimo, p?, ui?, ..., @?; il numero o}” definito da:

(5.31) o = {SYGP) — i“’ [P % (38) (=1, 2, .., n)

h=1

rappresenta un’approssimazione per difetto dell’i-esimo autovalore.

(38) Nella somma 'indice % percorre gli interi 1, 2, ..., » con esclusione di i.
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Summary.

The eigenvalue problem for the linear elasticity operator is considered of & square bidim-
ensional domain and under the Dirichlet boundary condition. By using the Rayleigh-
Eitz method and the method of orthogonal invariants, it is shown how upper and lower
bounds, arbitrarily close, can be obtained for the eigenvalues.

- A preliminary analysis proves that the function space wnder consideration is direct
sum of six invariant subspaces with respect to the operator of the problem.






