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Biaxca MANFREDI (%)

Su le progressioni di aritmeticita

)

aventi funzioni di accumulazione periodiche. (

1. - Introduzione.

Uno studio su Pesistenza e la non esistenza di oscillazioni periodiche di un
problema differenziale del secondo ordine, della Meccanica non lineare, mi ha
-condotto ad analizzare la natura delle funzioni di accumulazione (sempre esi-
stenti) di certe successioni (cfr. n. 2) che, per comoditd di riferimento, chiamo
qui progressioni di aritmeticitd (*).

Penso che le successioni di questo tipo possano non essere prive di qualche
interesse nelle Matematiche applicate: c¢id, perché le loro funzioni distinte di
accumulazione, sotto ipotesi molto semplici (cfr. n. 3), esistono sempre, e,
quando sono in numero finito, sono tutte periodiche con lo stesso periodo.

2. - Le progressioni di aritmeticita.

Sia data una fupzione v = y(t), reale e univoca per ogni ¢ >0, e sia fissato
un qualsiasi numero reale v >0.
La particolare successione di funzioni (della sola variabile #)

»(t), pt + 1), (it 4 27), w(t + 37), e s

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universita, 43100 Parma, Italia.
(**¥) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del Gruppo di Ricerca n. 40 del Comi-
tato per la Matematica del C.N.R. per I'anno 1967-68. — Ricevuto il 10-IV-1967.
(1) Per la spiegazione di tale denominazione cfr. n. 2.
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dove la funzione y ¢ calcolata successivamente su i numeri della progressione.
aritmetica

t, t -+, t -+ 21, t + 31, ey

si dird brevemente, in questo lavoro, una progressione di aritmeticitd, o pit este-
samente la progressione di aritmeticita di gemeratrice w(t) e di ragione 7.
Questa progressione di aritmeticitd si indicherd con il simbolo

(),

e la frase « progressione di aritmeticitd », oppure « progressioni di aritmeticita, »,,
si abbreviera nel seguito serivendo: pr. di ar. .

3. - Ipotesi su la funzione generatrice (t) della pr. di ar. (¥),.

Nel segunito la funzione w(t), assunta come funzione generatrice della pr.
di ar. (¥),, sard:
1) reale e univoca nell’intervallo (0, 4 oo},

2) limitata e uniformemente continua in (0, -+ co).

4. - Alcune premesse.

4.1. — 8i vede subito che le varie successioni resto (2) di una pr. di ar. ),
sono tutte pr. di ar.: esse sono generate, ordinatemente, dalle funzioni

Pt + 1), w(t + 27), w(t + 317), -

ed hanno la stessa ragione .

(3) Considerata una qualsiasi successione di enti:

{“n}: & > % s &, O3, Oy s ce s
le varie successioni

ey Oy 5 oy, oy , veed

& » g , % , e}

X3 2798 eee3

aen

si chiamano, ordinatamente, la successione resto dindice 1 (o prima successione resto),.
la successione resto d’indice 2 (o seconda successione resto), ecc. della successione {ocn}..
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4.2. — Prefissato un numero naturale m >1, si nota che le sottosuccessioni
d’ordine m (*) della pr. di ar. (¥),, ossia le successions

w(t), w(t - mT), w(t + 2mr), e
p(t + 1), p(t + (m + 1)7), p(t + Cm + 1)), .
(it + 27), Yt 4 (m + 2)7), (it + 2m + 2)7), ;
w(t + (m—1)7), w(t + (2m— 1)T), w(t + (3m—1)7), ceey

sono tutte pr. di ar.; esse hanno, ordinatamente, le generatrici
P(?), w(t + 1), w(t -+ 21), vy (i + (m— L)1),

ed hanno la stessa ragione m t.

4.3. — Accenno ora ad alcune nozioni su le funzioni di accumulazione (sup-
posto esistenti) di una successione di funzioni

{ua(t)}: (8), ),  w(t)y ey n(E), ... (tel),

dove I & un intervallo dell’asse t.

Anzitutto, per brevitd, in luogo di «le funzioni di accumulazione» dird
*le accumulazioni, e in luogo di « Pinsieme di tutte le funzioni di accumulazione »
dird Paccumulazione totale.

B bene distinguere fra le accumulazioni di una successione {u,,(t)} quelle
o(?) (se pe esistono) tali che nella successione vi siano infinite funzioni w,(¢)
eguali a po(f): simili p(?) si diranno accumulazioni per iterazione.

Ricordo che accumulazione iotale é sempre un insieme chiuso, in quanto
un’accumulazione di accumulazioni di funzioni wu,(t) &, manifestamente,

(®) Considerata una qualsiasi successione di enti «, (# =0, 1, 2, ...) e fissato un nu-
mero naturale m > 1, possiamo spezzare la sucecessione nelle m sottosuccessioni seguenti

%y 5 Xy s Olam » seel
O Fm1 s Oom+1 s ser3
Ay , Optn s a2m+2 3 aeey
U1 » %om—1, » Ggm—~1 »

A queste m successioni daremo il nome di sottosuccessioni d’ordine m della conside--
rata successione {a,}.



152 B. MANFREDI [4]

anche una accumulazione delle u,(#). Se, quindi, indichiamo con {u,(t)}' lac-
cumulazione totale di {u,(t)} e con {u,(f)}" Paccumulazione totale di {u.®},
abbiamo:

{u@} 2 {ua(t)}".

Infine, per il mio studio si presenta utile la seguente

Definizione. Detta A(t) un’accumulazione della successione { u,,(t)},
dird che una sottosuccessione di {u,(f)} ¢ una «sottosuccessione completa per
A(t) » quando sopprimendo in {w,(?)} le funzioni della sottosuccessione, si ottiene
una successione che non ha A() per accumulazione.

In particolare, una sottosuccessione di {u,(t)} completa per A(t) pud es-
sere anche convergente a A(f).

Segue facilmente: Due sottosuccessioni di {u,,(t)} complete per A(t) e conver-
genti a A(¥) differiscono mecessariamente per wn numero finito di funziond.

Inoltre abbiamo: Due sottosuccessioni di {u(t)}, la prima completa per At)
e convergente & At), la seconda soltanto convergente a A(t), sono cosilegate: i terming
della seconda sottosuccessione con indici abbastanza grandi appartengono tutti
alla prima sottosuccessione.

5. = Teorema I.

Laccumulazione totale (cfr. n. 4.3), in un qualungue intervallo (0, T) con
0 < T << + oo, della pr. di ar. (¥), non varia mutando nella progressione la va-
riabile t in t + 1, o pit generalmente t in t + N7 con N iniero positivo comunque
grande [proprieta invariantivae dell’acoumulazione totale di .1

Dimostrazione. Mutando in (¥), la tin ¢ -+ v si ottiene la successione
resto d’indice 1 (cfr. n. 4.1) della (¥),; mutando in (¥), la ¢ in ¢ + N7 si ottiene
la successione resto d’indice & della (¥),. Ora tali successioni resto hanno
proprio la stessa accumulazione totale della successione di partenza
(¥),: cid perché (come segue dalla definizione di una aceumulazione) I’accumu-
lazione totale di una successione non dipende affatto dalla presenza o meno di
un numero finito (anche arbifrariamente grande) di termini della successione
stessa.

6. - Teorema II.

L’accumulazione totale, in un qualungue intervallo (0, T) con 0 << T < + oo,
della pr. di ar. (¥), non é mai vuota, in quanto nell’intervallo (0, T) la pr. di ar.
(¥), ha almeno una accumulazione A(t) (necessariamente continua).
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Dimostrazione. Notiamo subito che dalle ipotesi poste su la funzione
w(t) (cfr. n. 8) discende facilmente che la pr. di ar. (¥), & formata da funzioni
equilimitate ed equicontinue in ogni intervallo (0, 7). Queste affermazioni
essendo proprio le ipotesi del noto teorema di ASCOLI su la esistenza di accumu-
lazioni, varra la conelusione del teorema di Ascovi, cioé proprio quanto afferma
il teorema da provare.

7. = Alcuni esempi semplici.

Per fissare le idee, ecco ora alcuni esempi semplici di progressioni di aritme-
ticitd con le relative accumulazioni totali.
7.1. — 1) Si abbia

p(t) = (1 +tsend)/(1 + 1),
e scegliamo 7 = 2. Si vede facilmente che &

. 4 1+ (@ +n-2msent
Lm (¢ 4- #7) = lim 1+ t+n-2n

 Guca=] fn—> &

=sent,

onde [tenendo presente il Teorema II (n. 6)] I"accumulazione totale della pr.
di ar. (¥), & formata soltanto dalla funziome A(t) = sen?.

2) Assumiamo ora
() =sent,
e conserviamo t = 2z. Si trova subito che la corrispondente pr. di ar. &
sen t, sen ?, sen t, ooy

onde "accumulazione totale di questa pr. di ar. & formata solo da A(f) = sent,
che & un’accumulazione per iterazione (cfr. n. 4.8.).

7.2. — 1) Sia ancora
p{t) =1 +tsent)/(1 4 1),
e scegliamo invece 7 = sr. Per la corrispondente pr. di ar. si trova facilmente

che &
lim (¢ -+ 2n7%) = sent, Iim (¢ + (2n + 1)m) = —sent,

n—>00 n—r &
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onde si conclude che I’accumulazione totale della presente pr. di ar. & formata
soltanto dalle due funzioni

At) = sent, At + 7)) =sen (¢ +7) =—sent.
2) Assumiamo ora
() =sent
e conserviamo 7 == z. Si trova rapidamente che la corrispondente pr. di ar. &
sent, — sen i, sen ¢, —gen ¢, veey

onde l'accumulazione totale di questa pr. di ar. & formata dalle accumulazioni
per iterazione

At) = sen i, Alt - 7) = sen (f - 7) ==— sen ¢.

8. - Teorema III.

La pr. di ar. (¥), definisce la funzione A(t) del Teorema II (efr n. 6) n tutto
Vintervallo (— oo, - oo).

Questa funzione A(t) é d’accumulazione per la pr. di ar. (¥), in ogni intervallo
(—T, T) con 0<T <+ co. Non ¢ detto, perop, che At) sia daccumulazione
per (¥), in (— co, - oo).

Dimostrazione. Detto N un pumero naturale comunque grande, con-
sideriamo la successione resto d’indice N (cfr. n. 4.1) della pr. di ar. (¥),, ossia

(#)e,wt Pt +Ne), 9@+ +1)7), i+ (N +2)0),
In questa successione i termini sono definiti tutti per ¢+Nz > 0, e quindi per
—Ne<t<< L oo.

Ne segue, ragionando come nella dimostrazione del Teorema IT (cfr. n. 8),
che esistono acecumulazioni di (#), ' in ogni intervallo (— Nz, Nz). E poiché
le accumulazioni di (¥), e di (EP),’N sono le stesse, si conclude che I’accumula-
zione A(t) di (¥), esiste in (— N7, Nv), e, per Iarbitrarietd di I, esiste in ogni
intervallo (— T, T) con 0 << T <C + oo [mentre nel Teorema IT si & conclusa
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Pesistenza solo nell’intervallo (0, 7)]. La A(f) risulta quindi definita, come fun-

zione, in tutto (— oo, 4 o), senza pretendere con cid che sia d’accumulazione
per (¥), in (— oo, -+ o).

9. - Teorema IV.

La pr. d&i ar. (¥),, nell’intervallo (— T, T') con 0 < T'<C -+ oo, olire all’accu-
mulazione A(t) ha le seguents altre infinite accumulazioni [non necessariamenie
tutte -distinte fra loro e da A(R)]

Gy AME—37), At—21), AE— 1) At + 1), At +271), AP +37), ...

Dimostrazione. 1) Poiché A(f) & un’accumulazione della pr. di ar.
(¥), nell’intervallo (— 7', T') (%), esisterd in tale progressione una sottosuccessione

1) (it + n,7) (r=0,1,2,..; R << ny<...)

tendente a A(f), ossia

2) V(b + n,7) —> (D).
Ne segue, cambiando ¢ in ¢ + s7,
(it + (n, + 8)1) . At + s7) (s=1, 2, 3, ...).

Ora cio esprime che la pr. di ar. (¥), ha le infinite accumulazioni A(t + 7),
At + 27), A@ + 37), ....

2) Se ora nella successione (1) suppongo, com’é possibile, che sia 5, > N
{dove N & Vintero posiﬁivo considerato nella dimostrazione del n. 8), 1a successione
(1) risulta anche una sottosuccessione della (¥), , della dimostrazione del n. 8.
Ha allora senso y(t + (n,— s)r) per ogni s=1, 2, ..., N. Tenendo ora presente
la (2), abbiamo

> At — 87) (s =1, 2, ..., N),

{r—>c0)

1/’(6 —IL ('"'r’“f S)T)

e cid esprime che la pr. di ar. (¥), ha le accumulazioni A(t— 1), A(t— 27), ...,

Alt— N7). T poiché N pud essere comunque grande, sono accumulazioni di

(¥), tutte le infinite funzioni A(t— ), A(t— 27), Af— 37), ... . '
Il Teorema IV & cosl completamente dimostrato.

(3) Dove T va ritenuto non un numero determinato, ma un infinito (cioé una
variabile di limite -+ oo).
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10 = Un lemma.

Per dimostrare gli ultimi teoremi di questo lavoro, premetto il seguente
Lemma. Sela pr. di ar. (¥), ha una accumulazione ML) periodica di pe-
riodo la ragione T della progressione, tale progressione é convergenie a A(t), e questa

A(t) € Pumieca accumulazione della progressione.

Dimostrazione. Supposta I'ipotesi del Lemma, consideriamo in (¥),
una sottosuccessione

3) : P+ ) (F=0,1,2, 5 << h<<fy<..)
completa (cfr. n. 4.3) per A(¥) e convergente a A(f). Da

(4) Wit + m7) — 2(0),

segue (cambiando ¢ in ¢ + 7)

Y + O+ 1)7) —» 20t +7),

ossia, avendosi (per l'ipotesi del Lemma) A -+ 1) = A2),

(5) Wit + (m + 1)7) —> () F=0,1,2, 0; Bp<< By < My << ...).

Tenendo ora presente che la (3) ¢ in (¥), una sottosuccessione completa
per A¢), da (4) e (B) segue (cfr. 1la fine del n. 4.3) che unella successione %, - 1
(k =0, 1, 2, ...) i numeri aventi & sufficientemente grande appartengono tutti
alla successione n, (6 =0, 1, 2, ...): esiste cio¢ un intero positivo &* tale che i
numeri '

(6) N + 1, ey + 1, Ty o + 1,

appartengono tutti alla successione n, (¢ =0, 1, 2, ...). Ma %, -+ 1 [apparte-
nendo alla successione crescente n, (¢ =0, 1, 2, ...) ed essendo Y’intero conse-
cutivo di #,.] sard necessariamente 7. ,; analogamente n,.. , 4 1 [apparteun-
nendo alla successione crescente n, (4 =0, 1, 2, ...) ed essendo l’intero couse-
cutivo di #.,,] sard necessariamente #,..,; e cosi via indefinitamente; si ha
cioe:

Mo+ 1 =My Mgy 1 = Meayss Mynyy 11 ==Myspq,
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Di qui segue che gli interi (6) sono, ordinatamente,
(6") Ny + 1, e + 2, Nys -+ 3, ey

cioé formano la successione crescente di tutti i numeri naturali > n,* .
Allora la relazione limite (5) si pud serivere:

Wt + (e - 8)7) —b A(D) ,

(s—> )
la quale ci dice che la pr. di ar. (¥), converge alla accumulazione A(t), onde
[tenendo presente il Teorema II (cfr. n. 6)] questa A(f) ¢ I'unica accumulazione
della progressione (¥),.
Il Lemma & pertanto dimostrato.

11. - Teorema V.

Affinche la pr. di ar. (W), [che in un intervallo (— T, T, con 0 << T << + oo,
ha sempre almeno un’accumulazione] abbia in (— T, T) un numero complessivo
finito m (>1) di accumulazioni distinte, ¢ necessario e sufficiente che la (V).
abbia wn’accumulazione A(t) periodica di periodo mt e non di periodi =, 21, ...,
(m—1)7 (3.

Dimostrazione.

L’affermazione che (%), in un intervallo (— 7, T) ha sempre almeno una
accumulazione discende subito dai Teoremi IT e IIT precedenti.

1) La condizione enunciata & necessaria. Infatti, se la (¥), ha in (— T, T)
un numero complessivo finito m di accumulazioni distinte, detta A(f) una di
queste accumulazioni, per il Teorema IV le funzioni (non necessariamente di-
stinte)

.y ME—27), AMt—1), ML), Mt -+7), AME-L-27), ..

(5) Dicendo « periodica di periodo mt e non di periodi z, 27,..., (m — 1)z » non si
dice affatto che A(¥) ha il periodo positive minimo mz. Ad esempio, la pr. di ar.

sen £, sen (¢ -+ 3=), sen {t + 6mx), sen (¢ - 9), ...,

di generatrice y({) == sent e di ragione v = 3z, ha complessivamente m = 2 accumula-
zioni (per iterazione) distinte, date da sen?, sen ((4-37) = — sen ¢: esse hanno entrambe
il periodo m7 = 27 = 6z e non hanno il periodo 7 = 3x; mentre il loro periodo positivo
minimo ¢ (27/3) = 2.
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sono tutte d’accumulazione per (¥)_. Dico che le m accumulazioni distinte sono
(7) Ad), At + 1), At +27), ..., A+ (m—1)).

Invero (ragionando per assurdo), se le (7) non fossero tutte distinte, detto s
il piti piccolo degli interi 1, 2, ..., m—1 per il quale &

M) = At + s7),

la (¥), si potrebbe spezzare nelle s successioni:

(8) p(t), p(t + s7), w(t + 2s7), e
{8,) p(t + 1), p(t + (s + 1)7), p(t + (28 + 1)7), s
(82) 7/)(75 + 2’5)7 W(t + (s +‘2)T)9 V)(t + (28 + 2)7:)7 seey
(8s—1)  w( + (s—1)7), (¢ + (2s—1)7), p(t + (3s —1)7), e

ciascuna delle quali & una pr. di ar. che avrd quindi almeno una accumulazione.
Inoltre, poiché le successioni (8,) (r =0, 1, 2, ..., s—1) esauriscono nel loro
insieme la successione (¥),, almeno una di esse avrebbe accumulazione A(¢):
senza togliere generality alla dimostrazione, suppongo che (8,) abbia I’accumu-
lazione A(t). Allora, essendo (8,) una pr. di ar. di ragione st e avente 1’accumula-
zione A(t) periodica di periodo tale ragione sz, per il Lemma del n. 10 la (8,)
convergerebbe a A(t). Dato poi che si passa da (8,) ad (8,) cambiando tint 4 7, la
successione (8;) convergerebbe a A(¢ -~ 7); analogamente le rimanenti suceces-
sioni convergerebbero a A(t + 27), ..., A(¢ + (s—1)7). Pertanto (¥), avrebbe
un numerce complessivo s < m di accumulazioni distinte, contrariamente alle
ipotesi. B dunque necessariamente s = m; le (7) sono quindi tutte distinte, e si
ha proprio A(f) = A(t + m7), come dovevasi provare.

2) La condizione enunciata & sufficiente. Infatti, se (¥), ha Paccumula-
zione A(t) periodica di periodo mz e non di periodi 7, 27, ..., (m— 1)7, le funzioni
(7) sono tutte distinte e tutte d’accumulazione per (¥),. D’altra parte (¥),
si puod spezzare nelle m successioni che si ottengono dallo specchio delle (8,)
(r=20,1, 2, .., s—1) per s = m. Ragionando come si & fatto in 1) su le (8,)
(r =0,1, ..., s—1), si conclude che (¥), ha complessivamente solo le m accu-
mulazioni distinte (7).

Corollario I. Sela pr. di ar. (¥), [che in un intervallo (— T, T), con
0 < T << + oo, ha sempre almeno un’accumulazione] ha in (— T, T) un numero
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complessivo finito m di accumulazioni distinte, detta At) una delle accumula-
ziont, le m accumulazioni somno

A, Mt +1), At +27), .y A4 (m—1)7),

tutte periodiche con lo stesso periodo mt e non con i periodi T, 2z, ..., (m— 1)T.

Cio discende agevolmente dal Teorema V e dalla sua dimostrazione.

Corollario II. Se¢ la pr. di ar. (¥), in un intervallo (— T, 1), con
0<T< + oo, ha infinite accumulazioni distinte, nessuna di queste accumu-
lazioni puo essere periodica di periodo uno dei nwmeri ©, 2z, ..., 17, ... .

Summary.

See Introduction.
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