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Derrixa Roux (%

Sulle funzioni intere

1. - Introduzione.
Sia

.1) fz) = 3 a2 (@, 505 k=0,1,..)
k=0

una serie di potenze convergente in tutto il piano complesso (2) e poniamo

M(r) =Max | f(z)], m(r) = Min | f(z) | .
lz|=r [zj=r

In una celebre Memoria sulle serie di potenze lacunari, G. P6r.vA ha dimo-
strato, fra 1’altro, il seguente teorema ([6], teorema IX, p. 631):
« Se f(z) ha ordine finito e

(1.2) Him k/n, =0,

k=>4

al tendere di z a infinito lungo qualunque linea continua risulta

— log|f@)| _
(1.3) T TED I

(*) Indirizzo: Istituto Matematico dell’Universitd, via C. Saldini 50, 20133 Milano,
Italia.
(**) Ricevuto: 12-VII-1967.
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Se f(z) ha ordine infinito, la condizione lacunare (1.2) non & invece suffi-
ciente ad assicurare in ogni caso la validitd di (1.3) ([6], p. 636).

Questo teorema ha dato origine a varie ricerche, anche molto recenti, sul-
’argomento.

In particolare, W. H. J. Fucas [3] ha dimostrato che per le funzioni f(2) di
ordine finito soddisfacenti la (1.2) & verificata anche la relazione limite (pit
generale di (1.3))

—— log m(»)
(1.4) A fog )
provando cosi, dopo 34 anni, una congettura di G. Porya.
Inoltre, T. KOVARI ([4] e [5]) ha dimostrato che la validitay di (1.3) e (1.4)
¢ assicurata anche per funzioni f(¢) di ordine infinito, qualora la condizione
(1.2) venga sostituita, rispettivamente, dalle pit restrittive condizioni:

k 1
-~ =0 ((log k)l+€) !

k 1
;;,: =0 ((log 70)2”)’

per qualche ¢ >0.

In questa Nota il teorema di G. POLYA viene esteso alle funzioni intere rap-
presentate da serie di DIRICHLET aventi la successione degli esponenti di den-
sitd zero e indice di condensazione (secondo V. BERNSTEIN) zero. Si dimostra
anche che tali funzioni non possono avere valori eccezionali secondo PICARD.

2. - I risultati.
Sia
(2.1) P(s) = i‘ a, et ®
=0
[, %0 (n=0,1,..); 0<A<h<.; lmi, =+ oo],

n~> 4 0

una serie di DIRICHLET convergente in tutto il piano complesso (s).
Per ogni ¢ reale finito poniamo

M(o) = Sup |pc+ 7).

—o <<+
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Sussiste il seguente

Teorema I. Se p(s) ha ordine secondo Ritt (1) finito e la successione
{ln} ha densita zero (2) e indice di condensazione (3) zero, allora, al tendere di s

¢ Res =— oo lungo qualunque linca continua, risulia
~—  log|o(s) |
2.2 lim e o=
(2.2) ! log Dlo(Re s)
Osservazioni.

1) Qualunque funzione intera f(z) di ordine finito soddisfacente la (1.2)
viene mutata dalla sostituzione z = e¢~¢ in una serie di DirrcHLET @(s) soddi-
sfacente le condizioni del Teorema I (*). Questo teorema contiene quindi come
caso particolare il teorema di G.POrYA.

2) Se l’indice di condensazione della successione {1,} ¢ positivo, la (2.2)
pud non essere verificata: lo mostreremo con un esempio nel n. 5.

Come conseguenza del Teorema I si ricava facilmente il seguente

Teorema II. La funzione intera @(s) abbia ordine secondo Ritt finito e
la successione {l,,} abbia densiid zero e indice di condensazione zero. Allora ¢(s)
assume infinite volte qualunque valore finito.

Osservazione.
La condizione che l'indice di condensazione sia nullo & notevolmente meno
restrittiva della condizione

1_1_@ (Z'n-;.l'—z-n) >O?

n—> -+ o

che compare in sua vece nei teoremi finora noti sui valori eccezionali delle fun-
zioni intere rappresentate da serie di DiricHLET lacunari (F. SUNYER BALA-
GUER [10] e [11]).

‘ — log1l
(1) L’ordine g secondo RiTT di ¢(s) ¢ definito dalla relazione g= lim W.

G0 — O
(?) Cioé risulta im /i, = 0.
Bt ofe 00
() Per la nozione di indice di condensazione vedasi V. BErNSTEIN [1], pp. 24-27.

(#) Si osservi infatti che ’ordine di f(2) & uguale all’ordine secondo Rirr della corri-
spondente funzione @(s) e che, essendo verificata la condizione #,,, — ;> 1 per ogni &,
T’indice di condensazione della successione { nk} & necessariamente zero.
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3. « Dimostrazione del Teorema I.

Ragioniamo per assurdo. Supponiamo che esista una linea continua y per
la quale 1a (2.2) non ¢ verificata.

Esiste allora e«<C1 tale che per ogni s = ¢ +irey, o< go{x), sia soddi-
sfatta la disuguaglianza

[(s) | < (Do)~

Sia & >0 arbitrario. Sulla circonferenza |z—s| = ¢ risulta |gp(2)]|<
< o — &), quindi, per il Lemma di MiLLoux (%) sulla circonferenza ((s)
data da |z—s| = ¢/6, vale la relazione
(3.1) | @(2) | < (D (o — g))BF=t,

Consideriamo ora le funzioni intere

I = 11 (1_—%), ) =11 (1.—%;) (=0, 1,2 ..).

§=0 i=0
isn

Per le ipotesi fatte sulla successione {A,,} risulta (%)

. 10g[ 1/L,(Zn) l e ! 10g 1/Ln(}'n) l
im —— " = lim - =

n->+ }-n >t 00 ;‘n

(3.2) 0.

Inoltre le funzioni L(z), L,(z) (n =0, 1, 2 ...) appartengono al tipo minimo
dell’ordine 1; le loro trasformate di LAPLACE (siano esse rispettivamente g¢(z),
ga(2)) sono quindi olomorfe per z =0 e, qualunque sia 1, vale la relazione

Ln(Z) = Ln(— Z) == 51-5; f gn(Z—S) e—l(z——s) dz

ois)
e cioé
1
—~ A8 —Az
L,(A) e %= 2———m‘[ golz—s) e™* dz.

©(8)

(®) Vedasi ad es. G. PéLya [6], Lemma 8, p. 633.
(®) V. BerxsreIN [1], formula (5), p. 27.
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Tenendo conto che L,(4;) =0 se j ==, si ottiene allora

"

5 / gn(z—8) p(2) dz .
o8y

(3,3) a,,L"(}m) e""'n Lp—

Dalla disuguaglianza | L,(2) | <| L(i|2|)| si deduce facilmente che le
funzioni g,(2) sono equilimitate per |2| > (r >0 arbitrario). Di conseguenza,
ricordando la (3.1), da (3.3) si ricava la limitazione

(3.4) | @ Ln(h) | 077 < A(DN (6 — &))@+

{4 = A(e) indipendente da n).
Per ogni 7 >0, n > ny(n), in forza della (3.2) risulta

1/ | Lu(Aa) | < exp (1 As)
e quindi da (3.4) segue
(3.5) | @, | 67 < A e¥n( DM (o — &))+N

Sia u(o) il « termine massimo » () della serie (2.1) e »(¢) il suo indice. Da
(3.5) si ottiene, in particolare, per o < oy(7) ,

3 +

% 10gMfo— &) + 7 %(0) + B

(3.6) log (o) <

(B = B(g) indipendente da o) .
Dalla relazione

(3.7 log p(o— &) ==log u(o) + Tv(a) do

g€

gi deduce che

log u(o) > log p(c — &) — ev(c—¢) .
(7) Sia cioé:
w(o) = | Gy |60 = Max (| @a,|e % 0).

Se per qualche o esistono pil indici » pei quali & soddisfatta l'uguaglianza prece-
dente, si conviene di assumere come »(c¢) il massimo di tali indiei n.



60 D. ROUX {63

Da (3.6) si ricava allora

3+«
4

log u(oc—e) < logN(g— &) + (7 + &) (o — &)+ B.

Dividiamo per log u(c— &) e facciamo tendere ¢ a — co. Tenendo presente
che per la funzione ¢(s) valgono le relazioni

. log9M(e)
A2 Gogut

Jim 9
> log p(o)

=1l<+oo (9):

si perviene alla disuguaglianza

3
1<% iy 4 6)

assurda, essendo «<<1 ed 7, e arbitrari.
Il Teorema I & cosi dimostrato.

(®) K. Svcimura [9], teorema 5, p. 265.

(°) Infatti, se fosse I = 4 oo, per ogni & >0, o< ook} sarebbe (o) >k logu(o)-
Da (3.7) si otterrebbe allora, per ogni 6 > 0, o< o,4(k),

log u(0 — 6)> log u(o) + 6log v(s) > (1 + 6 k) log u(o)
e quindi, per ogni » intero positivo,
log p(oy — nd) > (1 4 S k)" log u(ay) .
Essendo allora
— loglog u(g,— n &) - log (14+6Fk)

lim >
=>4 20 — {0y — n6) 8

Pordine ¢ secondo Rirt di ¢(s) dovrebbe soddisfare, per ogni k > 0, 6 > 0, la limitazione

- log (1 4 k6)
2= 5 >

il che & assurdo essendo g < 4 oo,
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4. - Dimostrazione del Teorema II.

It ben noto che un valore eccezionale secondo PIcARD (v. e. P.) di una fun-
zione intera non costante & anche un valore asintotico per tale funzione (0).
Prendiamo allora in esame gli eventuali valori asintotici di ¢(s).

Supponiamo che al tendere di s a infinito lungo una linea continua y esista

lim g(s) = o
8o 00
sy

e distinguiamo i tre possibili casi seguenti (s = ¢ -- i7):

a)  lim o= — co; allora, per il Teorema I, & necessarinmente «= co.
8- 02

sEy

b) Imo =0, (—co< g,<-4o0); allora o appartiene alla chiusura
8-

sey

dell’insieme dei valori assunti da ¢(s) sulla retta ¢ = o, ¢ quindi () non pud
essere v. e. P. di ¢(s).
e) Iim ¢ = -+ oo; allora & necessariamente o = 0.

3> 00

sEy

L’unico eventuale v. e. P. di ¢(s) & dunque il valore zero. Ma se g(s) si annul-
lasse al piti un numero finito di volte, la funzione

@w
Pis) = 3 a, o=
n=]1

avrebbe come v. e. P. il valore — a, = 0 e questo & assurdo perché ¢,(s) soddisfa
anch’essa le condizioni del Teorema IT.
La funzione g(s) assume quindi infinite volte qualunque valore finito.

5. - Un esempio.

Sia § >0 arbitrario; daremo ora un esempio di funzione intera g(s) di or-
dine secondo R1TT finito, con la successione {l,,} di densitd zero e indice di con-
densazione & e per la quale, al tendere di s o IRe s = — co lungo il semiasse
reale negativo, la (2.2) non & verificata.

(19) Vedasi ad es. G. PéLya e G. SzEco [7] vol. II, n. 194, p. 34 e p. 215.
(M) Vedasi ad es. J. Favarp [2], p. 131.
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Poniamo

Aen = n logn, Aongs = Apn + €XP (— 0 Aa);

Qo = — Oypyy == — (Aynf€) P2

(#n =3, 4,...) e consideriamo la funzione

) =D a6,
n=46

La successione {}t,,}ha densité zero e il suo indice di condensazione & uguale a.

—_ (1 1
lim (— lo —-~—-—-) = 4.
n—> 4 0 Azn gﬂ'?.n-f—l - }"211
Essendo
log|1lfa,|

A
=1 Iim (},,,, @, 1”’11): 14 Him nti =1
n—+ + oo }*nlog}‘n ’ n-> -+ l ' I ’ =>4 ® Zﬂ ’

la funzione intera g(s) ha ordine e tipo secondo RrrT uguali a 1 (32) ed & inoltre

ad accrescimento perfettamente regolare (1%). Per ogni & >0, o< g,(¢) risulta
guindi

(5.1) log O (6) > —g)e™°.

Esaminiamo il comportamento di ¢(s) sulla semiretta s = ¢ (c<<0).
Fissato ¢, sia IV il minimo intero = per il quale & verificata la disuguaglianza.
6 Asy >log (— 0). La funzione

2N—

1
(o) = z @p et ?

6
soddisfa evidentemente le disuguaglianze
[ @:(0) I < (2N —1) e hay—10 - Ay e ten—1°

<(£(—)§~%:—(—7~)+1) exp[w(lﬁg—%:—g) +1)0},

(%) J. F. Rrrr [8], p. 78.
() Yu Cmia-Yuowne [12], teorema 2.3, p. 72.
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da cui si ottiene

(5.2) | g1(0) | = o(e”) per 0 —>— 0.

Consideriamo ora la funzione

[ee]
= > @, e "0,

n=2N

Se 0 < < 1, vale la disuguaglianza e¢*—1 < ¢ x; quindi

0 [~}
[‘Pz(s) l z l an —dgp 0 (e=¢ exp(—0dy,) ___1)<__ eo Z! oy, ! e Aan o+ d)
n==x =N
>, et o0\ Aoy, 2
<——60'z.(” ) e"-zn”:—egzang—;‘zn".
n=3 /'271 n=3
Essendo
lim glMel T (A, o, |Ham)= 017,
s+ e Aon 108 oy, > 4 o

co
la funzione intera > o, e~*:? ha ordine e tipo secondo RITT rispettivamente
=3

uguali a 1 ed ¢~ ?. Per ogni ¢ >0, ¢ < 0y(¢), & quindi
log | gu(0) | < (e7% + &) e™°.

Dalla relazione evidente ¢(o) == @,(¢) + @s(0), tenendo conto della (5.2),
si deduce allora
log | (o) | < (¢7° +g)e™°

per ogni & >0, o<< oy(¢).
Ricordando (5.1), si ha infine

— log|gla)| e ® 4 ¢
o tog M(e) S 1—¢ '

da cui, per Varbitrarietd di e

— log|g(d)|

<Le <1
a_lmw log (o) = e <4

come dovevasi dimostrare.
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Summary.

A well known theorem of G. Pélya concerning the entire functions represented by
gap power series is extended to the gap Dirichlet series. We prove also that these
functions cannot have Picard exceptional values.



