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A. CRUMEYROLLE (%)

Variétés différentiables a structure complexe hyperbolique.
Application

a la théorie unitaire relativiste des champs. (*%)

1. - Extension quadratique de Panneaun B des réels.

R désigne 1’ensemble des nombres réels; on appelle ici extension guadratique
de R, une algébre associative A par rapport & B ayant une base de deux éléments
dont I’un est identifié par un abus classique de notation & 1’élément unité de R,
¢ désigne le second élément de cette base. On sait [1] que la multiplication dans
A est entidrement déterminée par 1a connaissance de &2, elle est commutative,
et on peut toujours se ramener au cas ou &2 = y € k.

Si y n’est pas un carré dans R, 4 est un corps (si &* =-—1 c’est le corps
des complexes () (cas elliptique).

Si y est un carré dans B, y= s 0, A est un anneau non integre, et en
prenant comme nouvelle base:

F 1 &
(o) bl

GI:

|

on voit que 4 est composé direct de deux corps (R e;) et (R eyg) isomorphes & R
(cas hyperbolique).

Enfin si y = 0, 4 est un anneau non intégre (nombres duaux) (cas parabo-
lique).

(*) Indirizzo: Faculté des Sciences, Université, Toulouse, France.
(**) Ricevuto: 20-II1-1965. Voir le «Sommaire» & la fin de ce travail.
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Dans les trois cas application qui & 2=a + ¢b associe 2=a— ¢b est un
automorphisme involutif de 4. On pose NEy=z=z

Siz =z on dit que = est «réel», il sera dit «complexe» dans le cas contraire.
De plus N(z) = 0 exprime que #z est inversible,

On peut définir sur 4 une topologie soit par || @ + &b|=Sup (|a|, |b]),
soit de maniére équivalente par |a| |5 ]|.

f étant une application de 4 dans 4

(f) z2—>f(z) =P y) + Q= y), ot P et Q sont & valeurs réelles,

nous désignerons Pz, y) par A[f(z)] et Qz, y) par T [1(2)] (partie «réelle »
et «imaginaire »).

I1 n’y aura rien de particulier & dire sur la continuité, par contre nous allons
examiner la notion de différentiabilité.

2. - Fonctions différentiables en un point.

Nous dirons que f est différentiable au point 2=z - ey, ¥l existe A(z, y)
et B(z, y) & valeurs réelles, telles que

Pw+h y+k +eQ@+hy+k—Pa y)—eQ@ y) =
1)
=(4d +eB)h +ek) +afz, h +¢ck) | h+ ek,

avec lim «(z, h +ck)=0.
(hteky->0
I1 en résulte que P(z, ¥) et Q(=z, ¥) sont différentiables au sens usuel eb que

nécessairement

P 0Q

@) Az, y)~$—“a’g;7
0 oP
(3) B(z, ¥) =—Q, &* B(w, y) =3

ox

P
A + e B= g—w— + ag—g sera appelé coefficient différentiel de f(z) au point 2

d
et noté % (le lecteur établira facilement des proprietés élémentaires évidentes).

Réciproquement: si P(x, y) et Q(x, y) sont différentiables au sens usuel, les con-
ditions (2) et (3) étant satisfaites, f(2) est bien différentiable au point 2.
Si e? = —1, nous retrouvons une situation classique.
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Si &2 =1 (et nous nous bornerons ci-dessous & ce cas en posant 4 = H),
nous dirons que nous avons affaire & des nombres complexes hyperboliques
(H-complexes), que f(z) est holomorphe dans un domaine de R* si elle est
différentiable en tout point de ce domaine, que les deux équations

PP 20 29

om:  ayr ar: oy

traduisent 'harmonicité hyperbolique. (Pour plus de détails, cf. les nn. 4 et 5
ci-dessous, ot 'on fera » = 1.)

Remarque. Si on avait considéré le cas général ¢*= 1 ¢ -y, on trou-

2*P I 9P N 0P
0w ox oy  oOy*
gement de base de H qui raméne & 'un des trois cas fondamentaux permet de

Y

ramener 'equation aux dérivées partielles précédente & une forme canonique:
elliptique, hyperbolique ou parabolique, et cela de maniére trés naturelle.

verait y = 0 et la condition analogue pour . Le chan-

3. - Modules sur Panneau H des nombres complexes hyperboliques.

Considérons B, H-module unitaire admettant une base finie (¢;) & n éléments.
Pour v € E, posons

v = (a* + ea’)e,.

On sait que toute autre base de F an éléments et se déduit des (e¢,) par une
matrice carrée inversible. Un tel module peut d’ailleurs étre identifié & un espace
vectoriel sur I de dimension 2%, de base (¢,, ¢,.) avec & e, =¢€,..

F, étant un espace vectoriel sur B de dimension %, de base (f;), on peut
plonger ', dans un H-module unitaire #,: on sait que I"image de ¥, par Pap-
plication R-linéaire

(@) z—1®a,

engendre le H-module 7, ;  est un R-isomorphisme de ', dans F,, (1 ® f,) est

une base de F, dont on écrira encore les éléments (f,), I',= H ¢ F,, et nous
R

dirons que F, est I’amplifié de F', par extension de R & H. Ainsi H” est ’amplifié

de E» (cf. [2]).
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4. - L’automorphisme .7.

B étant un H-module de dimension H-complexe n, soit f un isomorphisme
de H~ sur I}. On pourra définir sur F? une anti-involution -

T=7fogo f1 avec (o) 28 =2t (i=1, 2,..,n)
telle que
(e + ) = () +7(f), T(Ae)= ] ()

quels que soient «, f appartenant & F et 4 appartenant & H. Pour Pessentiel
on pourra reprendre la théorie des espaces vectoriels complexes (cf. [4]). En
particulier B%' étant un R-module de dimension réelle 2n on pourra introduire
son amplifié B3 et si

By =8 018,

ou 87 est de dimension H-complexe %, on dira que E° posséde une structure
complexe hyperbolique.

Tout espace B peut &tre muni d’une structure complexe hyperbolique,
d’une infinité de maniéres.

Soit (f,), (f,») une base de EY (o, o* =1,..., n).

Posons
eaZGIfu+eIIfa*7 Ea*-_-ellfa_%—elfa*‘

Inversement:

fx;GI8a+'CII8“¢, fa*:ejrga+e]£a*?

" de sorte que les (¢, , ¢,.) constituent une base de B amplifié de B%. On vérifie
que t¢, = g,., done (g,) et (e,.) engendrent respectivement deux sous-modules
conjugués de B3 et le résultat est établi.

Nous pourrons alors définir canoniquement un automorphisme & a,ttache
a cette structure, tel que #2 = I, opérant dans E%.

En effet les éléments «réels » de B2 sont des élements de la forme a == l+ T,
A € 8 ; cela permet de définir un R-isomorphisme & de 8% sur B3 (h) A — WA) = a,
puis & =hogloh-! et on a bien #% =1.

Cherchons la matrice de .# relativement au repére (f, , f.):

Hfo) = (e e)e) — (o &)(en) = (¢, ) fu— (017 8) [

(D) =Ffos  I(ar) =—TFur,
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done 7 est diagonalisable et son polynéme caractéristique est
(Xz—1)=.

Réeiproquement, si on se donne un automorphisme .# de B2 tel que 2 =1
et que son polyndme caractéristique admetbte les racines + 1 et —1 au méme
ordre » (1), on peut trouver une base (f,), (f,.) de B% telle que 4(f,) =f,,
T (f ) =—7T,»; en posant

gy = fp T O fun, e =€ fo e on, (oo =1,2,.., n)

on peut définir une base de E% et écrire une décomposition de ce module en
somme directe des sous-modules engendrés respectivement par les (g,) et les
(e,4), conjugués I'un de I’autre, et obtenir ainsi une structure complexe hyper-
bolique sur E%' & laquelle .# est canoniquement attachée.

11 nous sera utile d’introduire plus loin des repéres (e,), (e,.) «réels»:

60; :fa+fa'7 8“:2’(8a+83a*),
€ o :fo:—_fa"? Epr :%‘(ea_gea*)’
tels que
Je, =¢e,., Fe . =e,,

tandis que dans le repére (¢, , ¢,.) la matrice de .# s'écrit
el, 0
0 — sI,,‘ .
Il n’est pas sans intérét de noter que les sous-espaces propres de £ dans B3,

connus & un isomorphisme pres, déterminent S7 et 7 87, de maniére intrinséque,
indépendamment du choix de la base (f,, f.«)-

(1) I est équivalent de dire que le polyndme minimum de .# est 22 — 1 et que la trace
de £ est nulle.
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En effet si v € BY est tel que:
S =¢v,
St e, + %7 g.) =& (e, + 0 e,
(8 e 0" — (€ &,4) v* = (e g,) v* + (& g,4) "

d’ott v** = 0 (car ¢ est régulier), done
vely,
de méme, si SV =—c,
ver 8.
Le repére (s,, ¢,.) sera dit adapté & la structure H-complexe, le repére
(e, , ¢,+) lul étant associé.  (f,, f..) est le repére « produit ».

Deux repéres adaptés se déduisent I'un de l’autre par une matrice | 4]
réguliére telle que

Aj =A%, Ay = A5 =0.

Si 43 = By + ¢ Op, la base (e,) se déduit de la base (¢;) au moyen de la
matrice réelle réguliére 2n X 2n

B (|
¢ B
et (f.,) de (7,) par
B+ C 0
0 B—C

Nous noterons que si v =2%¢, + 2*" ¢,. avec
¥ =%+ e, 2= L, (@* et 2*" réels),

v est un élément de E*, dont les composantes sur les (e, , e,.) sont (2% z*),
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et sur les (f,, f.»)

*

Ea:wa+wa*’ éa*:ww__wa .

Ainsi les trois sortes de composantes de v s’obtiennent tres simplement &
partir des premiéres en prenant dans le R-module A, soit la base (1, &) ce qui
donne les coordonnées (#%, z*"), soit la base (e;, ey) ce qui donne les coordon-
nées (&% &),

5. - Variétés différentiables a structure complexe hyperbolique.

Soit V%' une variété réelle différentiable de classe €, de dimension 2.
Nous appellerons carte locale H-complexe de V%, une représentation topolo-
gique d’un voisinage ouvert U de V' sur un ouvert de H», H» étant munie de
la topologie, produit de la topologie des H, définie plus haut. Une telle carte

associe & tout point (p), de V*', % nombres H-complexes 2%:
* *
=% et = & e, & (a0 =1, 2,..., #)

qui sont les coordonnées de (p) dans la carte considérée.

La variété 72 admet une structure différentiable H-complexe il existe
un ensemble de cartes H-complexes dont les domaines recouvrent la variété,
le passage d’un systéme de coordonnées (z*) & un autre (#*) en tout point commun
& Dintersection de deux voisinages, utilisant des fonctions f*° des (2%, différen-
tiables, de matrice jacobienne réguliére. Comme d’habitude on compléte cette
définition par une relation d’équivalence entre les systémes de cartes ou atlas.

Les hypothéses de différentiabilité se traduisent ici par:

‘ oz’ ozt . .
(4) 9t apiw [7/ =1, 2,.., 2n; . *=(+f '"')]7

quand on pose 2* = *(2*) = a* -+ g2*" .
Elles se traduisent encore trés simiplement quand on pose

_ za:61§u+62§x*’

(4) équivaut &

_ ' agoc' . 65“'~
®) A
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et il vient

6 &~ . oo’ N dxe’
(6) T aE Ta

9" fx’  Qax’

(7 FIEEr ™ S W

(5) montre que V' est le produit de 2 variétés réelles identiques
VE =W" x Wi

C’est pourquoi nous appellerons (&% &) coordonnées produits. Il est clair
que si l’on introduit ’espace tangent en un point de V7, soit 7%, son complexifié
T2 et leurs duaux T:% et TF™, les dz®, dz* constituent une base adaptée de
T2, les da®, dz*" la base associée et les d&%, d&*" la base produit. On peut in-
troduire les bases duales de T et 7% est muni d’une structure complexe hy-
perboligue. Les repéres adaptés naturels se déduisent 'un de P’autre par des
matrices réguliéres (2n X 2n) i éléments H-complexes de la forme

4 0
i
0 4
. oz’
ou A4 :“—a?— , avee
oz’ owe’ oo’ ok oL
W o Vmr T g T g

Les (dz#), (d2**) définissent ainsi deux sous-modules (8,)% et w(8)* dont la
somme directe est (7°7)*, permettant d’introduire sur V2’ un champ d’opéra-
teurs linéaires .#, tels que £® = I, d’équation caractéristique (X:—1)* =
et de trace nulle.

Sur une variété réelle V7, donnée a priori, on pourrait définir une structure
presque H-complexe & 1’aide d’un champ d’opérateurs linédaires .7, tels que
J* =1 d’équation caractéristique (X2—1)» et de trace nulle, et développer
une théorie paralléle & celle de M. LICHENEROWICZ [4]: nous signalons simplement
le fait.
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6. - Construction d’une variété a structure complexe hyperbolique.

On a vu que si V* admet une structure complexe hyperbolique, c’est né-
cessairement le produit d’une variété réelle W7 par elle-méme.

Réciproquement, étant donnée une varieté différentiable réelle W7, consi-
dérons le produit topologique W% x W7. De tout atlas de la variété W; on
déduit classiquement un atlas de la variété produit:

si (p) et (¢) de coordonnées (£*) et (&*") appartiennent aux domaines U, et
U,. de deux cartes de W7, le point (p, ¢) est muni des coordonnées (&% &%)
dans le domaine U, x U, de W7 x W7%, avec la condition que si (p, ¢)€
e(U, x Us)n(Uyux Uyw) = @ [U, et U, étant deux autres domaines de
cartes de W contenant respectivement (p) et (¢)], les coordonnées (£%, &)

Y

de (p, q) dans U, X U,. sont liées & ses coordonnées dans U, X U, par
£ =¥, £ =0(ET),

@ et @ étant des fonctions réelles, différentiables, de variables réelles, &
jacobien non nul dans 'intersection.
Posant allors:

7= ey £% 0 £, 7 =y £ e £

le passage des (2%) aux (2*) satisfait aux conditions (5) pour les variétés & structure
complexe hyperbolique.

3

Ainsi la donnée d'une variété V= & structure complexe hyperbolique équivaut
a celle du produwit de deua varidiés réelles identiques de dimension n.

7. = Sous-variété diagenale.

Soit ¥ la sous-variété de V3= W7, x W} formée de couples dont les
éléments p et ¢ sont identiques.

A tout recouvrement de 77, par une famille d’ouverts, domaines de cartes
admissibles, on peut associer un recouvrement d’un voisinage de ¥';, dans
V2, par le procédé suivant.

Soit U, un voisinage de p(£%), domaine d’un systéme de coordonnées de
% les éléments (U, x U,) constituent un systéme de voisinages de ¥
dans V*. 8i ¢ de coordonnées (&%) appartient aussi & U, nous munissons le
point (p, q) des coordonnées (&% &) dans U, x U,, avec la condition que si
(», (U, x U)n(U, x U,) @ (U, étant le domaine d’une autre
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carte de 7", contenant p et ¢), les coordonnées (£, £*) de (p,q) dans U, x U,
8 expnment par

fa’ = (b:\’(gl) ’ 5“*’ = @“*I(E“') ’

D et @ étant des fonctions réelles, identiques, 3 jacobien non nul dans Vin-
tersection. '

Dans le systéme (2%), il correspond & ces changements de coordonnées des
fonetions f«; H-complexes, différentiables et qui se réduisent sur ¥ a4 des fone-
tions réelles. Réciproquement, & de telles fonctions 7 sont associés des chwn-
gements de coordonnées (&%, &) du type précédent.

En effet:

o = ey E gy £ Fa — o, £ Lo, £,

Le symbole A désignera dans ce qui suit les restrictions des fonetions a
¥ s avec cette écriture il vient:

A L\l /\, A
2 g == (0 — ) (£ — &)

et comme bel—— e, = ¢, 6lément régulier de 4,

A/ Al Aoc"' A/ ! o*!
7 = g==p T =5 q==p DY =Y

ce qui’il fallait établir.
On aura alors, d’apreés (6) et (7),

A, A,
ox* o 0
(8) 5 = 5 =0

égalités valables uwiquement sur ¥ et avec ce systéme de coordonmées que nous
appellerons diagonales, systéme compatible avec la structure de V' =,

8. - Connexions linéaires complexes hyperboliques.

Ttant donnée une variété différentiable ¥ % on peut considérer au point
(p) de V7 Uespace tangent 77 et son amplifié 77. Les repéres de 77 aux diffé-
rents points de V7, définissent un espace fibré principal H(V?) de groupe struc-
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tural GL(m, H). Une conaexion linéaire H-complexe est une connexion infinité-
simale sur cet espace fibré principal.

V™ étant munie d'un recouvrement par des voisinages U, une telle connexion
peut &tre définie par la dounéde dans chaque voisinage U d’une forme w, & va-
leurs dans I’algéhre de LiE du groupe linéaire complexe hyperbolique, représen-
table en chaque point par tne matrice m X m dont les éléments sont des formes

~

lindaires & valeurs H-complexes:
(9) w, = 0} (G j=1, 2,..., m)

satisfaisant dans Vintersection de deux voisinages U n V == @ & la condition ha-
bituelle de cohérence.

Lies notions de connexions conjuguées, de connexions réelles se définissent
sang difficulté comme dans le cas complexe [4].

Sur la variété V2 munie d’une structure complexe hyperbolique on peut
définir des connexions presque complexes relativement au sous-groupe de
GL(2n, H) formé des matrices régulitres:

A4 0
0 4
TLes matrices de connexion sont de la forme:
(10) ﬂg, 76;;: (72:;: == y—zg) , 7y = a); + & @l

ou les w sont & valeurs réelles.

A toute connexion presque H-complexe on peut associer une connexion
linéaire réelle par passage aux repéres associés, et par laquelle la dérivée cova-
riante du tenseur A, canoniquement associé & £, est nulle [4].

9, - Les connexions de type «unitaire».

Pour des raisons justifiées plus loin, nous nous attacherons & ’étude de cer-
taines connexions réelles pour lesquelles la dérivée covariante du tenseur presque
complexe A est liée simplement aun tenseur de torsion par des conditions dites de
type unitaire.

En repéres adaptés (coordonnées 2%, ) les coefficients de connexions seront
désignés par

Wi @4, 4, b =1,..., 2n),
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et en repires associds (w% x*) par

L, (G j, k=1,.., 2n).

Les conditions fondamentales de « type unitaire » seront les suivantes:
(11) Ve A} =287, A
(8%, désignant le tenseur de torsion), et elles entrainent immédiatement la nullité
du wecteur de torsion de la connewion [12].
Elles se traduisent: en repéres naturels associés par
*
<12) L:t :L:*s'
Soit:
It = I° — La* __L«* Loc* _,_La* = L%, = L% -
By T HpEyr T Mg T HMypxy By T By TT Myrg T Hypx s
en repéres adaptés par
x  ____ TAe & — >3 f+3 . -3 —
(13) W3, =W, Whe o =— W3 se, Wie, = W5, =0,
et (f. C. C.) en repéres produits par
x . X — X 3 . T —

(14) Pﬁy—Pyﬁ’ rﬂ*y*—‘—'ry‘ﬂ*’ Fﬁ*v—rﬂv*"o
et formules analogues.

Le commutateur de V et de A.

Soit (v) un champ de vecteurs sur un domaine quelconque de V* muni
d’unc structure complexe hyperbolique et de la connexion dont les coefficients
satisfont & (11).

11 vient alors:
DY (Vol) = V(AL oY) — (V AY) vt
V(AT v") — ANV 0') = (V,A}) o' dat
(15) V(A v — AV (V 0Y) =2 8, Abordat.

Si nous désignons par 37 la dérivation covariante relativement & la connexion
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transposée L}, = Lf,, nous avons
(A5)  VA(Aj0Y) =2 8l Aot 4 A} (2, v) + Ll Al = (7, 07) 4.

Soit:

VoA = Ao \~7 s
il est immédiat de constater que cette derniére relation équivaut & (11).
Notons aussi que I’antisymétrie de S}, en ¢ et I entraine la propriété suivante
(non caractéristique pour ces connexions):
Si on attache & un vecteur quelconque (v) de ’espace tangent son transformé
(#v), le couple (v, Sv) est invariant dans la transformation linéaire induite par

le transport de Uespace tangent, relativement & la conuexion de type unitaire,
le long des géodésiques issues de (v) ou de (S).

10. - La forme quadratique fondamentale.

On peut introduire localement, au moins, sur V% un tenseur symétrique
véel de composantes covariantes, en coordonnées adaptée (2% 2%):

’/‘/aﬂ b ya‘ﬂ* b y“ﬁs 3
et en coordonnées associes (% x**):
gxﬂ 9 Gourpe s Gupr+
Posant:
y"‘ﬁ = %aﬂ + 8%0‘3
)’a*ﬁ* = %A*ﬂ* + afc\*ﬂ* y ’}/i’, P lyi*:’* y
yaﬁ* = ‘%aﬁ* + Sf“ﬁt

on observe que les trois type de composantes y,, se transforment de maniere
autonome par changement de repéres adaptés. Un calcul facile montre que:

gaﬁ == 2(%958 _}_ '%o;ﬁ*) ’ g‘xﬂ* = 2(faﬁ + fa*ﬁ),’

ga‘ﬁ’ - 9(‘%0\'5 - *@mﬁ*) 3 ga*ﬁ = Q(jo‘ﬁ - fa'ﬂ) .
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A A

I1 est possible de supposer que sur V7 Gup = Gunpe = 0 (coordonnées dia-

gonales associées) car sur V7 les trois sortes de coefficients Gups Guvpes Jupe S€
transforment de maniére autonome.

. AN\ s
Ainsi Z,5 = R ,5 = 0.

Et dans tout changement de coordonnées diagonales associées

A, A N
A ozt xr™ A om* ar\ﬂ
Dot 3= G ™ Yone = Gy i D

A
Ainsi les g, . se transforment comme les coefficients &, . qui définiraient un
tenseuwr de 77, (coordonnées z%).

En prevant les coordonnées diagonales adaptées il vient:

A A + A A A A
Jupr + Jurp Jaxg — Gap*
ya;/i: e > 4 - ’ yzxﬁ"‘: e = 4 b

et £. C. C..

Sur Vi il est impossible de supposer que tous les coefficients y,, sont des
fonctions H-holomorphes, avec la condition y,g. =74 p» comme on le v01t
immédiatement, mais il est possible de supposer y,_ s H-holomorphe avec yaﬁ
donné sur 77}, «imaginaire » pur.

. r . .
En effet ¢ y,, étant «réel » sur ¥, si I’on pose

EVap = ¢, P (5 5“) + ey Qag(é‘“y Ea*)y

avee
’ 0Py _ 90up _
P T

De la réalité de ¢ p,, on déduit

N\ N . *
X: aﬁ(f oc) = Q“g(frx ), & 7’043 = €y P“ﬁ(goz) L oe, P{xﬁ(f“ ) ,
¥ = “5(5:‘) “ﬂ(go;*) £ [Paﬁ( a) + 05,5(5“*)]
wp = I + 3 P )

Aingi la donnée de ?/}\“ﬂ’ V. €tant fonction différentiable des 2=, détermine
Vap dans tout voisinage diagonal. '
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On a alors:

6)}0*,3* -'0 aya*ﬁ* . ayaﬁ
I 20% T B2

11. - Les conditions de Ricei.

41

On peut considérer les connexions de type unitaire sur V3 eb essayer d’im-
poser & ces connexions et aux coefficients de la forme quadratique fondamentale

d’étre liés par les conditions dites de Riccr:
Vi ve;=0.

En repéres adaptés ces conditions s’écrivent en détail:

ayoc v o* a*
azgﬁ- -[/Vag Yap™ 1Vgg Yas Wa'e Vorg ™ VVBQ Yoot = 0
ayo‘ ] o*
(16) azi’ﬁ— W, Vape— W Vorge =0
ayzxﬂ _
azg* - O ?
et £. C. C..

On déduit facilement de (16), (?):

1 ayaﬁ* aygﬂ* . * 1 a’y‘xﬁ* aygﬁ*
Wey Vo = 3 (— + =), Wy Verp = 5 \ 0 — 5r

2 dz0 0z* 0z 2%

Posant sous des conditions de regularité évidentes:

*

» A * ARk *
VgV T = 6;* ’ Vavgs ¥V F = 62«,

(ot les 65, sont les symboles de KrRONECKER). 11 vient

)-

1 A% ay & a)/ #*
~ & .. . a,0R B4 A
an Wi =5 (5 ).
o 1 1% a)’ = ay. A%
7L A BA* ¥
(18) Wy =37 ( o a5 )"
(%) Par (16),, (16),,... nous désignons respectivement la premiére. la deuxieme, ...

des (16).
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(16); traduit une condition d’holomorphie des coefficients Yap» condition qui

n’a rien d’impossible a priori.
Mais (16), donne une condition de possibilité qui se traduit par:

up AN 2 A —
dze ' @ Vapr oQ
P 6)/ * ayg * ay * ayo *
04 0 x4 L o P
=YY 7 yi{ﬁ"‘ {’})xxa"‘ ( 30 _ 220 + Yoo+ 72—% - 0z ?

ol les y*# , »*"#* sont donnés, y*# étant une fonction différentiable des (29) seuls,

(19)

w gk T%B
,Vaﬂ :ycxﬁ’

A
et les {a Q} désignent les symboles de CHRISTOFFEL construits & ’aide des Vg -
Siy,p =7, p+ =0, le calcul précédent n’est pas valable, alors (16), donne:

aymﬁ* — ay@ﬂ* < > yaﬂt _ * P _
9z° 0z% 02% dzb

(ot on peut supposer que @ est une fonction 3 valeurs réelles),

ay *®
. /A* ﬁ * *
=" ‘_az—: =0, WeeVorp + Wi Vot =05

qui sont des conditions d’antisymétrie.
Siy,pe = y,05=0, alors Wg; =0 en général et les W5, sont les symboles de
CHRISTOFFEL de yp,,.

12. - Une géoméurisation et une généralisation de la théorie unitaire
@¢’Einstein-Schrédinger.

Nous nous proposons de montrer que les conditions V:g;ij: 0 (ou V,:;i,: 0)
permettent de retrouver et de généraliser les équations aux connexions A’E. S. .
(On suppose maintenant n = 4.)

Sur 77, munie de sa structure de variété différentiable induite par son
immersion dans 773", considérons les composantes en repéres associés diagonaux
induits :

1) d’vn champ de tenseurs du second ordre Gup s
2) d’un champ de tenseurs du troisiéme ordre A%y s

3) d’un champ de connexions L35
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et sur V¥, dans les repéres correspondants, un champ de tenseurs symétriques
(g:;) et de conunexions (L%) satisfaisant aux conditions intrinseques:

. n i i*
Iup = Jorpr = 0 Ly = Ly -

A
L’application linéaire (¢;) qui & (g,,) associe (gy;) et Papplication (g¢.) qui a
S
(A%, , &5,) associe (L},) quand

A o Aa* % /\a
Gup =Yoper Ny =Ly, oy = L,

7

sont biunivoques et intrinséques [12].
Demandons-nous si nous pouvons trouver (¢;;) et (ij) composantes en reperes
associés du tenseur (y,,) et de la connexion (W3, tels que:

——~ A A A
Vg =0, Gup = Yorpr = 0, Goupr = )
(20)

/\a o /\a* 3
L= Loy = Npy-
Si ce probléme « aux limites » est possible il conduit au systéme (cf. [12]):

0y Gp— L2 %s— ZLop Vs =0
(21) New@op + NopgGou =0
NeoGps + NpeYae =0
ol 1’on reconnait les équations aux connexions d’E.S. et deux nouveaux sys-

témes qui disparaissent quand Aj, =0 (%).
Utilisons les composantes y;;, Wi,.

) A
Nous avons Z,; = R,z = 0 et A’aprés (16),

A ~ ~ ~
a%aﬁ _ afo:ﬁ a%aﬁ . ajaﬁ
dwe  ome* ’ dxe*  ome

(3) Il convient de noter que (21) ne traduit pas complétement les conditions Vk/g\‘ s =0,
11 faudrait écrire de plus les trois équations V/Q?gﬁ= 0 qui donnent sur ¥°% les « dérivées

———
transversales » 9y ¢y,
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Done:
PN e PaN
WPog _ Mo _ 0 Fup _
xe — gxe | gmet !
A G apy ¢ Fixg) €
Var =75 =gl Vapr == =y = T3 R

Caleulons les restrictions & ¥ 2 des dérivées partielles du tenseur g,:

A A\
0%ap _ a«%ﬁ pe 3fmﬂ 60Fap _ 60Gup _ ¢
dxe oxe oxe 2  oxe 2 oz’

A o ~ A
ayaﬂ, __eaf“ﬁ* +E<8Qaﬂ* ‘*—86%“6‘):

dre 2 xe oxe* owe”

A A A ~
€ aéf[aﬁ] L€ a@“ﬁ* 1 afaﬁ* n 1 aj’“ﬂ. N £ 69?,,‘& 1 a]caﬁ
1 owe ' 2 om” 2 dxe 2 ome owe* 2 oxe

Dans le cas général ol y,;, V.p+ Sont réguliers le probléme «aux limites »

posé se rameéne & la détermination par le systéme (19), restreint & ¥ oy des
AN\

af A*ﬂ* ot ae@:xﬂ
oxe Oxe”

xions en fonction de Vg1 Vapr €6 de leurs dérivées par rapport aux ¢

« parameétres » qui permettront ensuite de calculer les conne-

ERKE v ™ dzb*

~ It [0, 27, 2.7, 2.7,
< % * * * *
gy 5 [ vA B2 ( 5/\ va )] ,

N\ ZAS
_V/'?lx* hzx/" [3,@0‘# 892,31* . ( afﬂzn afﬂ‘

— N .
b= 5 | 2 Py pYon P s )] i (termes réels donnés).

Par ailleurs

PN /\
7o
W= Ly T & Nignr » ey = Ly + € Ny -

Le probléme se résout en séparant dans (19) restreint & ¥~ " la partie réelle
et la partie imaginaire.
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Nous poserons:

A £ N &
yaﬁ#:—ékaﬁ, yocﬂ :Ehaﬁ’
Py N % p%
’}/“ﬁ :287);“5, 'y“ﬁ =—2¢ haﬁ,
o« (<23 ~ /\al* a* A«
Th =ky h ==V VT = VgV .
a) Partie imaginaire. Posant
2% )
xf* of*
awgr - ox* - @0‘25 - 69“5 ’
(19) donne
0% )
ap* ef* __ mo 0
oxe* + dus* T Tﬁ Tf" @eofp + Tﬁ TZ: @aOtp 4

ot ~ désigne une égalité, modulo des termes donnés.
On voit facilement que > &, =0 (exactement), d’ou I'on deduit
PC

(22) Sy, + IETE Gy, + TOTLSyp, + Tp TS g, 22 0.

afiy

Si (22) permet de calculer les 24 coefficients &,;, alors on aura la partie réelle
de W', sans ambiguité; nous y reviendrons plus bas.

b) Partie réelle.  Posons:

2 Fwpr 24
_ 9 F apr ” o .
Usgs = Jzer 0w Usse = Upap>
2.7, 2 7,
)“ﬁ* B ] s 0
ome* + R T, T% Uy + Lo 13 Uﬂm;; .
Tenant compte de
N\ ~
afa*f} ___—af“ﬁm

dxe* due* ’
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il vient:

5 | | [} ) ] /] —

(23) Uupy + Uy + T3 T% Ugg, + 15T, Uy, =0.

Si ce systeme est possible, il a une infinité de solutions — c’est ce que nous
verrons —, done la partie imaginaire de W;, est partiellement indeterminée.

Pour résoudre effectivement (22) et (23) il est commode d’utiliser sur + I8
des repéres pour lesquels 7'; prend une forme simple. On aboutit alors & une
résolution en cascade qui ne présente pas d’autre difficulté que Ia longueur des
calculs.

13. - Réduction d’une forme bilinéaire antisymétrique, en repéres orthonormés
relativement 4 une métrique de signature hyperbolique (et en dimension 4).

Les considérations suivantes sont purement locales. E, désignant ’espace
tangent & la variété fondamentale 7}, au point 2* (¢ =0, 1, 2, 3), et 9 5 dé-
signant le tenseur fondamental, posons selon des notations classiques:

Qjaﬁ = %’(“ﬂ) - Qf[am = h“ﬁ - km,,.

@(u) = h,,u” u? est une forme quadratique non dégénérée de type hyperbolique
normal ([5], [6]). I1 existe des repéres tels que

ks = diag (1, —1, —1, —1),

Associons & k,, 'opérateur linéaire T tel que T% =k, k™. Si nous posons
Tgv® wP = (v, w) (v et w appartenant & F,), nous constatons aisément que
(Tv, w) = — (v, T w), done (Tv, v) == 0, v et T» sont orthogonaux.

En repéres orthonormés 75 = -+ T8, T%=0 (sans sommation en ).

La trace de 7' est nulle. « :

Si v est un sous-espace de B, invariant par 7, alors il en est de méme de
vt ol désignant le sous-espace orthogonal (dim V + dim - =4). Toutes ces
propriétés sont immédiates. Le vecteur v est isotrope si @(v) = 0. Un sous-
espace est isotrope si son intersection avec le sous-espace orthogonal ne se 1é- .
duit pas & 0. Il est totalement isotrope s’il est contenu dans le sous-espace
orthogonal.

On appelle indice de ¢, la dimension maximum 7 des sous-espaces totalement
isotropes (r < 2) [3].

Dans le cas étudié ici, il n’y a pas de plan totalement isotrope (r < 2). En
effet §’il existait de tels plans, ¢ serait une forme neutre [38] et la matrice de
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kg serait semblable &

10
0 01
’
10
01 0

ce qui entrainerait dét|| k| > 0, inégalité impossible, en raison de la signature.
Rappelons aussi que si un plan est isotrope sans &tre totalement isotrope, il
contient une isotrope et une seule; de plus par toute isotrope il passe des plans
non isotrope [8].

Btant donné un vecteur # = 0 de E,, on sait qu’il lui correspond un poly-
noéme unitaire m, de degré inférieur ou égal & 4 tel que m (7T)(u) = 0 et qui re-
lativement & cette propriété est de degré minimum, m, divise le polynéme mi-
nimal de 7, et donc son polynéme caractéristique [7]. Si m, est de degré plus
grand que 2, posons m, = m'm'’. Si m'(T)(u)=1v, v est différent de 0 car
dem' < d°m, et de plus m,= m'. Donec on peut supposer que m, est de degré
1 ou 2.

1) Supposons d’abord T réguliére.

a) Sl existe m, de degré 2, il existe un plan P contenant % qui est in-
variant par 7T, selon un résultat classique [7]. Si P est isotrope, alors il con-
vient une isotrope w et une seule. Si # ¢ w appartient & P, comme (Tz, 2)==0
T appa,rtient & P et & (x)l, mais ()1 n P est nécessairement de dimension
inférieure & 2. Ce qui fait que To= w. Done tous les vecteurs de P s’appliquent
sur w, ce qui est contrairve & I’hypothése de régularité. P n’est pas isotrope.

P et P! sont donc supplémentaires et, séparément invariants par 7', en prenant
dans P et PL deux bases orthonormées, leur réunion constitue une base de ¥,
75 se met sous la forme

0o

4+ a0 0
08

0 4%

et k,, sous une forme analogue, J- o étant remplacé par —o (a8 5= 0).
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b) 8%l n’existe aucun polyndme m, de degré 2, m, est de degré 1 quel que
s0it u, donc le polyndéme minimal m de T est de degré 1 (car il existe toujuors « tel
que m, =m) [7]. Alors le polyndme caractéristique a une racine gquadruple
nulle (car la trace de T est nulle), donc m, = X et T, =0, quel que soit .
C’est manifestement impossible.

2) Supposons maintenant T non réguliére (dét| k.| = 0). Pour cela il
faut et il suffit que ’équation caractéristique admette la valeur propre g = 0,
qui sera aussi racine du polynéme minimal.

a) 8%l 2’y a pas d’autre valeur propre véelle que 9= 0, le polyndme carac-
téristique s’écrit X2(X? -+ a?) ou X* Le noyau du polynéme X (ensemble des
u tels que 7', = 0) a la dimension 2 au moins (exposant de X dans le polynbéme
caractéristique) [7]. Si ce noyau contien un vecteur non isotrope w, alors «
invariant par 7 est de dimension 3, w n«1=0 et, en choisissant un repére
orthonormé dont u est 1’un des vecteurs et dont les 3 autres sont dans ' = FE,
on met 7'} sous la forme:

0 0 0 0
0 0 A ou
0 + 2 0 v
0 —pu —v O

Or ce noyau contient certainement un vecteur non isotrope car il contient
au moins un plan non totalement isotrope, Uindice de ¢ étant 1.

b) 8%l existe une autre valeur propre g, =0 (p, réel), v, étant un vecteur
propre associé a g,

(Tvy, v1) = 01, (1, ) =0,

done v; est isotrope, et il est distinet de tout vecteur v associé & g=0 car
Tv} = g, v, = 0 tandis que Tv = 0.

Si v est isotrope, le plan (v, v;) ne 1’est pas, on retrouve le cas du 1) a) (avec
af =0). ‘

Si v n’est pas isotrope on retrouve le cas précédent du 2) a).

11 reste done o dtudier la réduction de la restriction de T3 (aw de k) & un
sous-espace B, non isotrope.

Si la restriction de A, & 7, est de signature (———) il n’y a plus de difficulté,
le résultat est connu. C’est celui du 1) a) avee f§ = 0.
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Si la signature est (+ —-—) la matrice k,; (4,7 =1, 2, 3) étant symétrique
gauche, sont déterminant est nul, il existe « == 0 tel que &y u’ == 0.

Si u nlest pas isotrope dans FE, on peut le prendre comme premier vecteur
d’un repére orthonormé de E;: u! =0, u® =u* =0, ce qui donne ky =0
(t =1, 2, 3).

Si u est isotrope dans B, par ce vecteur passe un plan J| non isotrope de K,
au sens de la restriction de @ & E, (vestriction non dégénérée).

On peut choisir dans ce plan ¢, et ¢; orthonormés [la restriction de ;&
ce plan est de signature (- —)] et compléter par ¢, dans T+ (sous-espace de E,
de dimension 1): on a alors (u!)— (#?)* =0, %3 =0, donec u*= -4 u® et &y, =

=t kg, ky =0.

Donc finalement, lorsque 7 n’est pas réguliére, on a les 2 formes réduites
possibles pour k,, en repére orthonormé [9].

“ 0 « 0 :I o0 00

—a 0 | itO 0 v ey

E | , g= 1.
0 0 |

|

0 —v 0 0
’ 0 —ey 0 0

14. - Résolution du systéme (23).

Nous ne reproduirons pas ici les calculs de résolution de (22). Ce probléme
a ét6 traité par M™ TONNELAT [6], HLAVATY et SAENS [9] au moyen de procédés
différents, et on sait que dans le cas général (22) admet une solution et une
seule.

Nous allons appliquer notre méthode aun systéme (23) en retenant que son
emploi pour (22) serait aussi facile.

1% Supposons que

By = Moy = Koy = K1 = |22 = [ = —1,
fgo = hot — 1 ) ko = —Fky, — , by = — kog = ﬂ i

(et les autres k;, nuls).
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On trouve aisément:

-

Uso = Uy = — fUps [ Usse = Ugyy = — 0t BT
Usr = (1 + %) Usss Ui = (1 — 2) Usey
| Uato = — Ugs | Ui = — Uiy
Uso = Usya = ot fU0g4 [ Upe = Upyp = — ot BTy
1 Ugy = (1 + B2 Upag Uses = (1 — 02) Usgy
Uso = Ugs Usse = — Usay s

Side plus AR, =0, alors tous les coefficienfs sont nuls, sauf si «f =0
(c’est-d-dive si dét] k4] =0), auquel cas A%, =0 est identiquement sa-
tisfaite. I1 reste alors quatre coefficients essentiellement distinets:

U013 3 U201 s U023 b U231 *

Remarque. Dans le cas ol dét| k4| =0 le caleul de W¢, par (17)
conduit & une impossibilité, mais de (16), on tire, sous la seule hypothése de ré-
A
gularité de y 4,

N é\‘ /\zx* A as ‘/\ A o
(17 bis) W, = {ﬁ y} —(Wg, Vgas + Wog7ax,) ¥°

et, portant dans (16),, on retrouve (19) sans hypothése de regularité sur Vop+ *
2°) Supposons avec les mémes hypothéses sur &, s que
bos =— ks =y, 75202—7007:87 (e =41)

(les autres k,, étant nuls). Alors dét|| k| =0 et on trouve aisément:

U103 = U 031~ Usm ’ U123 = Usrz;
’ Ugpo = (1 — %) Usae y Ugie = Uiy 3
Ups = (1 + Y*) Ugas s Uy = ¢ $2Us10 — (¥® + 1)Uy ’

Usgy = Vggp = ¢ Y2 Uss Uggy = 92U + (1 — ¥ Usa .
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Tous les autres coefficients distinets a priori des précédents sont nuls.
Si de plus Af,; =0, ces quatre conditions sont identiquement satisfaites.
11 y a donc 4 coefficients essentiellement distinets dans ce dernier cas (comme
dans le 1°7 cas, lorsque dét|| k| = 0).

N\ .
Lorsque k,; =0 (ou y g =0), y,, étant régulier,

d’aprés (17 bis),

A\ PaN A 7\
S IO Rar  ORpx . 0 F e 9 Fuas
- dx~* 8™ !

le calcul précédent s’applique encore et donne encore 4 coefficients essentiel-

: A
lement distincts dans les repéres privilégiés. W3, est réel. C’est-a-dire que A%,
est antisymétrique en 8 et y, mais de plus on voit facilement que Ligq =0,
N\ s
o* est imaginaire pur, W3, b, est antisymétrique en f,y, o et on s’explique
N\
qu’il y ait ainsi quatre coefficients essentiellement distincts dans Wg; [12].

La nullité du vecteur de torsion.

En théorie unitaire d’E.S. on postule que gfm = 0. Il est possible &’in-
terpréter ici une telle condition.

Sur V2" muni de repéres associés, une égalité T, = 0.+ entre composantes
de deux tenseurs (resp. connexions) ou d’un méme tenseur (resp. connexion) est in-
trinséque. Considérons un champ de vecteurs de composants (v% v**) en repéres
associés tels que les v+ ¢ v*" soient des fonctions différentiables des (%), réelles
sur ¥;.

Alors:

g out*
a0, do’

.* * ;.'
v, 0% = 9,v* + I, 0", Vo 0% = 0, 0¥ + LH. 07,

T

N AN
oy . A A ") A i% .
La condition L,= L% exprime que V,v*= V. v*" quel que soit le champ
de vecteurs (v) & composantes différentiables dowt la restriction & ¥, est réelle.
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En effet:

S D e RTINS 2 S
i oA — A A W " A &
Vi 0" — V3 0 == (L, — L) v* = (&%, — Fh ) v*.

&l

De méme:

T

a* 2* 2t 3 A Ao
Vi v* = opt + L0, Ve 0% = 9, 0" + L7 0",

avec les méme conditions pour (v):

ST ) 2
»vzv._vl*?)-::() G—p /\[MJZO'

Il convient de noter que les quatre expressions

2 O e S S
V0%, Vis 0%, V},'D s Vs 0

sont des scalaires.

(1]
[2]
(3]

[4]

(8]

(6]

(7]

(8]
[9]

(10]
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Sommaire.

On considére une extension quadratique H de Dannean R des réels, ensemble des z = % +
+ey (@, yER) avec & = 1. Tout espace vectoriel sur R, Iy, , de dimension n, peut étre
plongé dans un H-module I, . St n=2m, on peut définir sur F, une structure dite com-
plexe hyperbolique. Une application f de H dans H est différentiable aw point & = x4 ey
si f(z) = P(z, 9) + € Q(a, y) avec

oFP 90 oP  0Q
w oy’ YR

Le produit de deux variéiés réelles identiques de dimensions m peut étre considéré comme
une variété & structwre complexe hyperbolique. On établil la réciproque.

i m= 4, on introduit des connewions linéaires L'y, telles que V, Aj= 285, Af, ou If; =
= L’;’ii (* = 4 4) dons certains repéres dils diagonauwx, en désignant par A§ le tenseur
canoniquement associé ¢ I'endomorphisme A tel que A?= I el de trace nulle. Les coefficients
4,; élant ceux dune forme quadratique, les conditions

Ve o= 0,

sur la sous-variété diagonale, donnent un systéme qui généralise les équations aum connexions
écrites par Einstein et Schrédinger. Ce nouveau formalisme conduil naturelle-
ment & une nouvelle méthode de résolution de ces équations et du systéme qui les généralise,
et permet dintroduire un nouveaw champ dont la signification physique w'e.t pas examinde
dei.

®* %k %






