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Axtonto Prexeporni1 (%)

Sul moto di un corpo rigido di massa variabile,

libero nello spazio. (**)

1. - Intreduzione.

Del moto di un corpo rigido di massa variabile, libero di muoversi nello
spazio, comineciai ad occuparmi in studi precedenti, concretatisi in conferenze
di seminario tenute presso I"Universitd di Bari ed in una comunicazione tenuta
al congresso della Osterreichische Mathematische Gesellschaft in Graz nel
1964 (4).

In questa Memoria espongo, in modo abbastanza ampio, alcuni risultati
generali recentemente ottenuti, che sono stati anche oggetto di comunicazioni
di seminario presso "Universith di Parma e nei quali rientrano come casi
particolari quelli sopracitati.

Per un corpo rigido libero di muoversi nello spazio le equazioni caratte-
ristiche del movimento sono le due equazioni cardinali:

a0 aK
(1) '&;‘:R’ Et_: ’

dove R é il risultante delle forze esterne rispetto ad un polo O, M é il momento
risultante delle forze esterne medesime rispetto allo stesso polo. Assumendo

(*) Indirizzo: via Montefiorino 4, Bologna, Italia.
(**) Ricevuto: 2-X11-1966.

(*) Cir. A. PiaNEDOLI, Ruzzi e satellili artificiali, Zanichelli, Bologna 1963; A. P1-
oNEDOLI, Uber das Problem der Bewegqung eines freien Krpers im Rawm, Internationale
Mathematische Nachrichten 79 Sonderheft (1965);, p. 66 (Vortragsbericht), Dello stesso
autore cfr. anche: Meccanica celeste e satellili artificiali, Conferenze tenute presso il Cen-
tro di studio in Trento della Universitd di Bologna, 1958.



o

A. PIGNEDOLI [2]

come coordinate individuanti la posizione del corpo rigido considerato le tre
coordinate &, , 7, , {, del suo baricentro G ed i tre angoli di EULERO 6, ¢, v,
che danno Vorientamento della terna principale d’inerzia z, y, #z di origine G
rispetto alla terna fissa &, 7, {, essendo il polo O coincidente col baricentro
G (G = 0), le equazioni cardinali (1) diventano: '

do, .
T =R
)
K,
T —M.

Proiettando ora la prima delle (2) sughi assi fissi &, 5, £ e la seconda sugli assi
principali d’inerzia «, ¥, # (essendo p, ¢, © le componenti rispetto a tali assi della
velocith, angolare di rotazione w ed 4, B, ¢ i momenti principali d’inerzia),
si ottengono, come si sa, le sei equazioni differenziali scalari:

(. - . . Azg,

méE, = R, m%:R,,, me, =R, ‘SG:_(iT?_""
dp

A m +(C—B)qr = M, (M, = M)

3) : 1 )

q

B P +A—-Crp =M, (M, = M,)
dr

O'—d—t—{—(B——A)pq:Mz (M,= M,,),

dove le p, ¢,  sono legate ai tre angoli di EULERO 0, ¢, ¢ e alle loro derivate ri-
spetto al tempo dalle equazioni differenziali

p=0cosp + psinf sing
.. . . de
(4) q=—@sing - ysinf cos g (6::1—75,...),
r =g + pcosh
e dove le R, E , R,, M,, M,, M, sono, in generale, funzioni note di &,,
Mgy Cgs 0, @, ¥, delle loro derivate rispetto al tempo e del tempo stesso.

I1 problema del moto del baricentro pud essere scisso da quello del moto
relativo al baricentro stesso quando si verifichi che le B,, R, , R, dipendano
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soltanto dalle &,, 7,, {,, dalle loro derivate rispetto al tempo e da quest’ul-
timo; mentre le M,, M,, M, dipendono soltanto dagli angoli di EULERO,
dalle loro derivate rispetto al tempo e dal tempo medesimo. In tali casi, che si
chiamano di « disaccoppiamento », il problema dello studio del moto di un corpo
rigido libero si scinde in due: il primo problema, retto dalla prima delle equa-
zioni differenziali {2), ¢ un problema di moto di un punto materiale e concerne
il movimento del centro di gravitd; il secondo problema, retto dalla seconda
delle equazioni differenziali (2), riguarda il moto di un corpo rigido intorno ad
un punto fisso; precisamente ¢ il movimento intorno al baricentro.

Un caso importante di « disaccoppiamento» & quello rappresentato dal
moto per inerzia del corpo rigido libero. In tale caso si hanno le equazioni dif-
ferenziali vettoriali del moto:

” : do,
(3) m Fr 0,

dK, .
de

Queste ci dicono che il baricentro ¢ in quiete oppure in moto rettilineo uniforme
¢ che il moto intorno al baricentro & un moto alla Porxsor, il quale per 4 =B
si riduce ad una precessione regolare, mentre per A== B=(C & un moic
rotatorio uniforme. ‘

Un altro caso importante di disaccoppiamento ¢ quello del corpo rigido li-
bero, soggetto all’azione del proprio peso. Il baricentro si muoverd in tal caso
di moto uniformemente accelerato; mentre il moto intorno al baricentro sard
un moto alla PoIxsoT.

Un terzo caso di disaccoppiamento & quello in cui si consideri un corpe
solido i cui elementi costitutivi siano attratti da un centro fisso proporzional-
mente alla distanza. In tal caso il baricentro deserive un ellisse di centro il
punto fisso ed il moto intorno al baricentro si presenta ancora come moto alla
Pomsor.

Infine ricorderemo il caso classico di un pianeta costituito da involucri
sferici concentrici ed omogenei (2).

2. - Le equazioni differenziali euleriane «ecorrette», per il sistema a struttura
giroscopica.

Un caso di alto interesse della teoria del moto di un corpo rigido libero nello
spazio & quello rappresentato dal problema del moto di un sistema ruotante,
di massa m(t), funzione assegnata del tempo ¢ e per il quale si faccia l'ipotesi

(2) P. ApPELL, Traité de Mécanique rationnelle, Tome 2, Gauthier-Villars, Paris
1911.
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della rigiditd, cio¢ della applicabilith delle equazioni differenziali di EULERO (5).

Noi c¢i oeccuperemo qui, sotto condizioni assai generali, di un sistema che
emetta massa per un certo intervallo di tempo 0+t e ne studieremo i
moti relativi al baricentro. Cid faremo mediante I'uso di equazioni euleriane
corrette in dipendenza della variabilith nel tempo della massa m = m(t) e
dei momenti di inerzia A = A(1), B = B(t), € = O(); prescindendo, in-
vece, dalle vibrazioni che si verificano nei razzi. Ci riferiremo ad una terna so-
lidale =, y, #, con l'origine nel baricentro del sistema. Indicando con K il vet-
tore momento della quantitd di moto e con w il vettore velocitd angolare di
rotazione, Pequazione differenziale vettoriale del moto del sistema intorno al
baricentro sard:
(6) %I;+wAK+‘ZT:M,
dove °G ¢& il vettore che rappresenta la variazione rispetto al tempo del momento
della quantita di moto trasferita dal sistema ai getti emittenti massa ed M
¢ il momento risultante delle forze esterne.

I getti saranno pensati come proiettati da un insieme di N ugelli sistemati
ad una estremitd del sistema (di forma allungata), il centro di ognuno dei quali
sia definito da un vettore di posizione

ro=ua,i +y,j—1lk (s =1,2, 5,.., N),

dove [ ¢ la distanza del baricentro del veicolo dal piano delle uscite dei getti ed
i, j, k sono i versori dei prescelti assi solidali #, y, 2. Gli ugelli saranno pensati

(3) Tale impostazione interessa anche la teoria del moto dei razzi. Naturalmente
& quasi superfluo osservare che I'applicazione delle equazioni di EULERO per questi ul-
timi comporta un processo di schematizzazione assai notevole di fronte alla concreta
situazione fisica, in quanto i razzi sono, in realtd, strutture flessibili. Per quanto eon-
cerne il moto del baricentro di un razzo, si ha, come ben noto, I'equazione differenziale:

dv
at ’

m
Feyuy— w
di o

dove F' & la forza esterna complessiva agente sul sistema, v la velocithd del baricentro
all'istante {, u la velocitd dei prodotti di scarico (getto) rispetto al veicolo stesso.

Nella schematizzazione in cui non si considerino le vibrazioni dovute alla flessibilita
della struttura del razzo, si considereranno poi, oltre al moto del baricentro, i moti in-
torno al baricentro, caratterizzati mediante equazioni di EvrLERO opportunamente
corrette, tenendo conto della variabilitd della massa e dei momenti di inerzia 4, B, ¢
nel tempo, quindi anche del trasferimento di momento angolare dal sistema ai getti
(vedasi: J. W. Ertrs and C. W. McCARTHUR, Applicability of Euler’'s dynamical
equalions to rocket motion, A.R.S. Journal, novembre 1959.
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disposti simmetricamente rispetto all’asse delle z. Si fard subito inoltre Iipo-
tesi che il sistema sia dotato di struttura giroscopica (4 = B).
Hssendo:

0 = o) =pit)i+q@) j+ 10k,
K= K(t) = A@) [p) i + ¢@®) j] + CO) r(t)

risulterd intanto:
aK . I . .
o TNk = {4 p(t) + A®) p@) + [C0)— A®]T a) )} i +

+{A®) gt) + A@) ¢t) + [40)— COT () PO}T +
+{Cw) r@) + 0O 7} k.

1l termine di trasferimento di momento della quantitd di moto dal sistema
ai getti, termine mancante nel caso in cui siano nulle le componenti della velo-
citdh angolare di rotazione del sistema, potrd essere calcolato come segue (%).
Dipendentemente dalla rotazione relativa all’asse delle 2, 1a variazione nella
unita di tempo della quantitd di moto trasferita dal sistema ai getti, &

N
T, =—1(t) S m, 12 =—m g*7(t),
§==1

con

o . . dm, . dm
2 22 — i —
QW(stvs)/m, mswdt<0, m_dt<0’

s=al

e dove m(t) & la massa totale del sistema, m.(¢) 1a massa di un getto. Dipenden-
temente dalle rotazioni relative all’asse delle z ed all’asse delle y, si ha invece:

T ) 3 1, @2 4 9) = — (12 + £) 20),

§=1

o

Ty = — o) 3 @2 + ) == (B + 500

() Cfr. J. W. Erris and C. W. MCARTHUR, loc. cit.; vedi anche: K. JArRMOLOW,
Dynamics of a spinning rocket with varying inertia and applied moment, J. Appl. Phys.
28 (1957), 308-313.
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Detti ora, rispettivamente, A.(t) = 4,(t) e A4,@¢) i raggi di inerzia relativi
all’asse delle # ed all’asse delle 2, si ha, tenendo conto della ipotesi di struttura
giroscopica del sistema:

[ A() = B(t) = m(t) 4°@t)

C(t) = m(t) 4%(¢)

dAx(t)
dt

A(t) = B@) = m(t) AXt) + m(1)

adi()
di

O(t) = m(t) A%t) + m()

Si hanno allora, per i moti intorno al baricentro del sistema considerato,
le equazioni differenziali euleriane « corrette »:

A(t) plt) + [C(1) — A®)] gt) () — 1) p(&) = M6, @, v, O, ¢, P, ?)

®) 1 AWM g@) + [A@) — COI () p(t) — 1) ¢®) = M0, @, p, G, p, p, 1)
{ O() r(t) — g(@) »(8) ‘ = M0, 9, v, é’ 957 Y, 1),

dove le A(t) e O(t) sono funzioni note del tempo ¢, le M,, M,, M, sono funzioni
assegnate degli angoli di TuLEro, delle loro derivate rispetto al tempo e del
tempo medesimo, e dove anche f(¢) e ¢() sono funzioni assegnate del tempo,
essendo assegnate le leggl di variazione nel tempo della massa e dei momenti
di inerzia. Si ha precisamente:

. . d4: . dA?
(9) &) =m (12 —}—%QZ—A;)“’)’)Z*—(E—, g(t)=m (p*— A% — m el

Sulle funzioni f(f) e g(¢) va osservato quanto segue. Esse saranno funzioni
reali della variabile reale ¢, definite per ogni ¢ > 0, limitate dovunque e saranno,
in generale, diverse da zero nell’intervallo 0+t, ed uguali a zero per i>1,,
in quanto, cessando per ¢ =14, il fenomeno di emissione della massa, si
avrd: :

dd4:  d4az
T

per t >1,.

Dunque la (2) e 1a ¢() potranno essere pensate come funzioni reali di varia-
bile reale, limitate e generalmente continue in tutto il semiasse reale ¢ >0,
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con una sola discontinuitd limitata (eventuale) nel punto ¢ ==1%,. IEsse sa-
vanno dunque integrabili secondo RIEMANN in ogni intervallo di tempo finito
01+¢ che possa interessarci agli effetti meccanici. Anzi, dal punto di vista
fisico, va osservato che la discontinuith in ¢ =1¢,, in questione, pud essere
eliminata, tenendo presente che il fenomeno di emissione di massa (dovuto,
nel caso dei razzi, alla combustione del propellente) non cesserd istantaneamente,
ma in un sia pur breve intervallo di tempo, dando luogo ad un raccordo con
continuita.

3. - Integrazione delle equazioni euleriane correite nel caso di momenti solle-
citanti dipendenti soltanto dal tempo.

Facciamo ora l’ipotesi che i momenti sollecitanti M,, M, ed I, non di-
pendano dagli angoli di EULERO né dalle loro derivate, ma soltanto dal tempo
¢ e che, inoltre, il sistema abbia inizialmente, e mantenga nel tempo, struttura
giroscopica. La terza delle (8) fornisce immediatamente:

E3 t t

() = RN (O [ _ .
0 0

0

COIL Ty = 7ip. Abbiamo con cio 7(t), per mezzo di quadrature, come fun-
zione R(t, 1,) del tempo e del valore iniziale, limitata per ogni i. Consideriamo
poi le prime due equazioni di EuLERO. Sostituendovi il trovato valore di »(2),
esse diventano:

A@) p(t) + [C@) — A@®)] q() B(E,y 7o) = Io(2) -+ 1) P()
(11)
Aty q(t) — [CQ) — A®)] p() B, 1) = M) + f(t) 9(t) -

Moltiplicando 1a seconda delle (11) per 4 =4/—1 e sommando con la
prima, dopo aver posto

(12) wu(t) = p(t) + 1 ¢(?) (G=+/—1),

si ottiene, per la funzione complessa wy,(t), equazione differenziale:

(4} [O(t) — AE)] B(t, 75) ) + M (1) )]
A A00) et T T A0 [

13) () ={—— + 1 i
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Questa ammette 'integrale generale

(14) wi(t) = expy(t)-{cos D(¢) -+ 4 sin D(t)} -

: [ [ )le(” n -*’[v“‘}{cos@m»-ism@<z>}exp(~— (1) - de +K1],

Ay A(8)

dove si & posto:

(15) P(t) =

o
(funzioni limitate per ogni valore di t); nella (14) la costante di integrazione K*
si determina in base alle condizioni iniziali. HEssendo per t=0, p=1p,
e ¢ =(,, risulterd:

3 t
jit3) [0 — A B, 1)
T @ D(t) = [ 0 dt

(16) 03:(0) == p, 4+ 1 ¢ = K, .

In definitiva, separando la parte reale dalla parte immaginaria e ra ggrup-
pando 1 risultati oftenuti, si hanno, per il caso che stiamo considerando, le
componenti p(#), ¢(t), 7(t) della velocitd angolare di rotazione del sistema rispetto
ai suoi assi principali di inerzia, e cid per mezzo di integrali definiti. Per quanto
gia detto sulle funzioni f(¢), ¢(t), R(, 7,), w(t) e D(¢), tali componenti della ve-
locitad angolare di 1otazmne 11sulteranno limitate per ogni valore del tempo f,
come si vede dalle seguenti formule che esprimono, appunto, p(t), q(t), 7():

t

i Mt
p(t) = py + ¥ cosd(t) - f (f;%gl cos D(t) + Z’Eg) sin @(t)) eV df —
0
i
— ¥ sind(t) - [ (‘Z( - Cos () — - (? sin ()] e~ dt
0
: t
(A7) | ) = go + " sind(s)- /(‘i’(”(;) 05D (1) + f(g) Sind() e s +
0
t
7
+ e¥? cosd(¢) - / (i(’g) D(t) — JZ”E;? sin(ﬁ(t)) e"v g
0
t t
rogt M (1)
") = R(t, n) = exp %dt- [ ‘C(i ex /’é— ) ~dt+n,J.
[} [}
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Con c¢id le equazioni euleriane corrette del moto del sistema sono, come
si vede, nel caso considerato, risolte per mezzo di quadrature. Si pud anche de-
terminare il primo degli angoli di EULERO 0. Invero, per quanto concerne l'an-
golo  formato dalla direzione del vettore momento della quantita di moto K
con P’asse delle 2, essendo

K? = (mod K)? == A2 p? 4- B*¢* + C* 1%,
si avra:
o ey o) #(t)
K@) NV A(E) p(0) + B ) + O )]

(18) cos § ==

dove in luogo di p(t), ¢(t) ed r(¢) dovranno essere pensati sostituiti i valori for-
niti dalle (17). ‘

4. - Soluzione del problema rispetto agli assi inerziali, nel caso in cui sia /.=0.

Presenta particolare interesse il caso in cui sia A, =0, in quanto esso
consente la soluzione del problema delle rotazioni rispetto ad assi inerziali.
In tal caso, riprendiamo in considerazione le equazioni differenziali cui soddi-
sfano gli angoli di EULERO:

= 9 sinf sing -+ § cosp
(19) q = v sind cosp — § sing

r = peosd + .

Essendo M,=0, ciod avendosi (in virth della struttura giroscopica)
dalla terza equazione di EULEro del moto, r = 1, = costante, la terza delle
(19) fornird:
{20) o=y = 1,0 cosl + ¢, 1p = (1, — )/ cosh .
Dalle prime due delle (19) si otterrd poi:
(21)  op) =p -+ q = (psing—1i§) (sing + i cosp) =

— (0 + i sing) exp(— i) = [0 + @ (o —@) tg0] ™7

Nel caso, particolarmente interessante dal punto di vista fisico, di piceoli
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angoli 0, si potrd assumere tg0 ~0 e quindi si avrd:
(22) w1 ~[0 4 i (ro— ) O] exp(— i ) .

Introducendo con H. LeoN (%) «Vangolo complesso d’attacco » 012 = 0, ,(1),
definito come

(23) b1 =0 exp(—i ¢)
e tale che si ha, quindi,
(24) f1o =0 exp(— i ) —i 0 exp(— i ), 9= (—i0¢) exp(—ig),

si trova, per l’angolo complesso d’attacco medesimo, ’equazione differen-
ziale:

(25) b =— 107001 + oy, ,

la quale fornisce 6, una volta che sia nota la velocitd angolare complessa
Wy, =P -+ 4q. Nota quest’ultima, si ha, invero:

(26) 0ult) = 50 (— i 700)°| [ wult) ™ a1t + 0,,0)]

Ora basta determinare cy.(t), perché il problema delle rotazioni riferite a coor- ;
dinate inerziali possa ritenersi risolto nel caso considerato.

Sostituendo il valore costante 7, di  nelle prime due equazioni euleriane,
si ha, invero:

A(t) pt) + [C(1) — A)] q(t) 7o = M(8) -+ ) P(2)
¢ A@) q(t) — i [O(8) — A@)] p(t) 7o = 1 D,(8) + i 1(t) D) .

Sommandole membro a membro si ottiene:

o [I0 i fom — Aw} Mall) | LG
wielt) = LT(?) + ““‘“‘A(T—“‘] W () + 1) ? A@)

() Cir. H. Leow, Angle of attack convergence of a spinning missile descending through
the atmosphere, J. Aerospace Sci. 25 (1958); H. Lzox, Spin dynamics of rockets and space
velicles im vacwum, T. R. 59-0000-00787, Space Technology Laboratories, 1959.
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¢ questa fornisce:

t
{ o (0@ — Al
(28) Wys(t) = exp[f{%}(t)—) ) 71.(_—(21_(3”(2} dtJ .

4]

t

. B0+ 4 ML) f® i (Ct)— A®) .

| [ [T exp[ [ { e }dt} at+ wmw)],
(] 0

dove con w;,(0) si indica il valore della velocitd, angolare complessa all’istante
¢ =0. Con cid la questione, nel caso ora considerato, pud ritenersi risolta.

5. - Caso in cui la forza sollecitante formi, con 1’asse z, un piano perpendico-
lare all’asse delle .

Un altro caso di interesse fisico indubbio & quello in cui si abbia A(f) =
=B(t) # 0(t) ed in cui, inoltre, la forza sollecitante, funzione del tempo i,
abbia direzione formante un piano con ’asse delle z e tale piano sia perpendi-
colare all’asse delle z. Essendo M,(t) = M. (#) =0, M,1) %0, le equa-
zioni euleriane che reggono il moto intorno al baricentro diventano:

A p@t) + [C() A(t)] q(t) 7@) — (@) p(t) = M(?)
(29) A(t) qt) + [A@) — G(t)l (1) p(t) — f(t) q(t) =
O(t) 7(2) == g(t) 7(2) -

La terza fornisce
1

(30) r(t) = voexpj 5(5‘” Bty %),

dove Ry(t, 1) &, come si vede, a meno di una quadratura, funzione nota dei suoi
argomenti; ed & chiaro il simbolismo. Dopodiché si procede, evidentemente,
in modo analogo a quanto precedentemente fatto.

Va ancora osservato che, nel caso del moto alla PoinsoT del sistema (sempre
a struttura giroscopica), essendo M, = M, = M, =0, le equazioni eu-
leriane del moto forniscono ancora:

{31) 7 =17y exp/ O—(tidt = R, (%, 7o)
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ed inoltre:
t
0 ou®) _ . [00 - 4@ , ,
(32) o = | T By 1) + )| as

0

. da cui, separando, si ottiene:

p(t) = po cOSQ(2) — ¢, 8InQ(?)
(33)

q(t) = go co8Q(?) + p, sinQ(?) ,
dove si & posto

£

o) — AW .
00 = [ |20 Rty m + 10 .

[

6. - Caso particolare del sistema a struttura giroscopica, con momenti di iner-
zia indipendenti dal tempo ¢ momenti sollecitanti funzioni del tempo.

Considereremo ora il caso particolare in cui la massa m del sistema ed i
suoi momenti di inerzia siano costanti, avendo sempre il sistema struttura
giroscopica ed essendo il sistema stesso sollecitato da momenti M,(2), M,(1),
M (t) funzioni assegnate del tempo.

Le equazioni euleriane del moto del sistema rigido in questione intorno al
proprio baricentro saranno le seguenti:

dp(t
4O 4 (0— 4) )1t = M0
dg (t) .
(34) A==+ (A= C)r(t) pt) = M) (4 e O costanti).
c dg(f) = I.(1)

La terza fornird immediatamente:

(35) () = g [ 3.0 @ = B, o),

0

dove & 7,=7,., e dove R(t, r,) sard pensata, d’ora in avanti, come fun-
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zione nota dei suoi argomenti, determinata dalla (35). Sostituendo quindi
nelle prime due delle (34), si otterra il sistema di equazioni differenziali:

A% 40— 4) B, ) 00) = 00
(36)
%Y 14— 0) By ) = M0

Introducendo, al solito, 1a « velocitd angolare complessa »
(37) wy(t) = p(t) +144¢(),
si otterrd, per la medesima, ’equazione differenziale:

doglt) i (C— A) Rl , 1) a, (t) H,00)
& 4 P e

(38)

la quale, tenuto conto della condizione iniziale, fornird Vintegrale:

w1t} = €xp [_‘; fR(t To dtJ
(39) . [[ (M_Z(t) 1 Mj’;‘“) exp{ ”O A f R, 1) dt} & + wp(O)]

i
=[cosA(t) + 4 sind(#)] [ /‘(Jﬁ(t) + 1 ﬂi’{(t)) (cos/l( ) — 4 sinA(¢ ) dt+ po+ zqo] s

0

avendo posto

(40) : At) = -O—ji—é f RG, 70) At

Separando la parte reale dalla parte immaginaria e conglobando i risultati,
si ottengono le componenti p, g, r della velocita angolare di rotazione del si-
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stema, in funzione del tempo ¢:

t

_ 3 !
p(t) = cosA(t) {p, + f (—{j@ cosA(t) — th) sin/l(t)) dt | —
A : -
— t y -
— sinA@) - {qo + /- <ﬂ{”4(t) cosA(t) — ﬂﬁ(t) sin/l(t)) dt-
° t
AL, (8) 1

41y ] gt = cosd@)- g - /"(Mz‘t) cos A(t) — T2 sin ) as | +

0
¢

4 sinA() - | po —L-[ (ig“—) cos A(t) —-%@ sinA(t)) dt]

0

1
1
o) =10+ 5 / ML(t) dt = R(t, 7o) -
0

3\

Questo caso & stato considerato anche da V. L. NaporscHr (%), il quale
ha ridotto le equazioni di FuLERO ad una sola equazione differenziale del tipo:

(42) 2 F(t) P@) + F@) P@t) + 2 Plt) = G(1),

dove F(t) e G(t) sono funzioni note del tempo ¢, essendolo M (3), M,(¢) ed I (1)
Mediante la trasformazione

) v = [V I dt,

NApoLscHI riduce I'equazione differenziale soprascritta (42) a quella, integra-
bile immediatamente,

d2 P(r)

(44) =

+ P(z) = G(2),

essendo G(7) una funzione nota della nuova variabile 7. Nel caso in cui la forza
sollecitante, funzione del tempo, abbia direzione formante con ’asse delle 2

(8) Cfr. V. L. NapoLscHI, Sur un nowveaw cas intégrable du mouvement dun corps
solide autowr d'un point fixe, Ann. Sci. Univ. Jassy (Sect. I) 30 (1948), 43-74,
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un piano perpendicolare all’asse delle z, si avra:
M, = M) =0, M,=M,=0.

La terza equazione euleriana fornird s = 7, = costante, e le prime due
forniranno, per la velocitd angolare complessa wy,(t)= p(¥) + ¢ ¢(t), Tequa-
zione differenziale ‘

. . c—4 ML R
(45) ult) — 70 T2 o) = 220 (i=4/ T ).

Questa ammette 1a soluzione

4
{46) w(t) =w(0) exp(i At) 4- ;11 / M (7) exp[t A (t— )] d7 (2 =1y
0

C— A,
A )

Separando la parte reale dalla parte immaginaria e raggruppando i risul-
tati, si ha il seguente quadro delle componenti, rispetto alla terna solidale ba-
ricentrica considerata di riferimento, della velocith angola-re di rotazione del
sistema:

14
1
p = Do cOSM — g st + / M (1) cosi(t—- 7) dz
[
(47) .
' g == @, COSAt -+ p, sindt + ZfM’”(T) sin A(f — 7) dv (), = 7,

0

r = 1, == costante .

Le componenti suddette della velocitdh angolare di rotazione possono anche
essere espresse in altro modo. Invero le equazioni euleriane, che possono essere
seritte

p+ig=MMA, p=@Dg, r=r,
danno luogo immediatamente all’equazione differenziale:

¢+ 2 q = (M4) M),
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la quale fornisce la soluzione

¢
. »
(48) q(t) = go cOS At -+ %f’sinZt + o | M) sind(t— 1) dr.

0

Derivando e sostituendo, si ha poi:

t
, o

1
(49) Pt) = — ¢, Sinkt + n cosAt -+ I[ﬂfa,(r) COSA(t — 1) dT.

0

Se, pit semplicemente, il momento sollecitante M, & costante, la velocitd
angolare complessa wy,(t) si riduce alla:

.M, R
T [1—exp(z A8)],

(50) 15(1) = w1x(0) exp(id t) +

e le componenti della velocitd angolare rispetto al prescelto riferimento solidale,
risultano:

M, .
D(t) = p, cosAt— g, sint + T4 sinAé

5 3 M,
®b q(8) = po sinkt + g, cosAt -+ %ﬁ (1 — cosit)
7(t) =19
od anche
[ A o
i R e P b
() ( o M) sin At - 7 eos At
(1Y — 2 (e 25 conti 4 o
q{t) = 71 T\ A) cosAt 4 - sin At
P(8) =1,

Circa l’angolo o formato dalla direzione del vettore momento angolare K
con Vasse delle 2, si ha in ogni caso:

(52) cosee = C rfmod K = C r/r/p? + ¢* + 7,

dove, in luogo di p e di ¢, si sostituiranno i valori trovati nelle varie condizioni
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considerate. Circa il problema delle rotazioni riferite a coordinate inerziali,
noteremo infine quanto segue. Sempre per struttura giroscopica del sistema e
nella ipotesi che M, (¢) ed M,(f) siano noti in funzione del tempo ¢, e che si abbia
inoltre M, == 0, il problema in parola pud essere risolto facendo uso, al solito,
dell’angolo complesso d’attacco.

7. - Caso particolare dei momenti di inerzia variabili nel tempo, struttura gi-
roscopica e momenti sollecitanti proporzionali, rispettivamente, alle componenti del
vettore velocita angolare di rotazione.

Ritorniamo ora all’ipotesi di massa e momenti di inerzia 4 =B e (
variabili nel tempo e di presenza del termine di trasferimento ai getti. Puo
essere interessante il caso in cul sia M (f)=— & p({), M (1) =—F q(t),
M. (t)=—Fk r(t), eon k costante. I.e equazioni euleriane del moto diventano

A(t) p@t) + [C1)— A@)] () r(2) = [f(t) — ] p(2)
(53) Aty qt) + [A@)— O] @) p(t) = [f(t) — k] ¢(2)
C() r(t) = [g(t) — k] r(t) .

La terza di queste fornisce subito:

¢
< o) — h
(54) ?(t) = 7 exp / q—%(t)—f dt = Rut, 7o) .
0

Sostituendo nelle prime due e introducendo, al solito, la velocith angolare
complessa  wq(t)= p(t) + i q(¢), si ottiene per la medesima Pequazione dif-
ferenziale:

CélZ(t) = [Z{C(t) - A(t)}Rz(t y 7o)+ f(E) — k] ww(t),

da cui si ha immediatamente wy,(t) e quindi, separando la parte reale da quella
immaginaria, p(t) e g(¢). Anche qui si pud dare al solito modo 1’angolo che la
" direzione del vettore momento della quantitd di moto K forma con I’asse delle
2, e, nel caso in cui sia A/, =0, si puo risolvere, con 1’ausilio dell’angolo
complesso d’attacco, il problema delle rotazioni del sistema riferite a coordi-
nate inerziali.

8. - Moti di puro beccheggio del sistema di massa variabile.

Veniamo ora alla considerazione di moti di puro beccheggio, cioé di pure
rotazioni intorno all’asse trasversale baricentrico del sistema, asse trasversale
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che sard per noi I'asse delle . Supponiamo che 'emissione di massa avvenga
in coda, dando luogo cosi ad una variazione di momento — I m(f) perpen-
dicolare all’asse longitudinale del sistema, dove o indica la velocith angolare
di rotazione, I la distanza fra il baricentro e la coda del sistema. L’equazione
del moto del sistema stesso relativamente a2l baricentro sard:

flm(t))
’

(55) (%[A(t) w(t)]— m(t) 1> w(t) = () (m(t) =

dove JM(t) é il momento sollecitante pensato come funzione del solo tempo ¢
e dove A(#) & il momento d’inerzia del sistema rispetto all’asse delle « (asse di
beccheggio). Se A(t) ¢ il relativo raggio d’inerzia, la (55) diventa:

da(t) ase

(56) A(t) - — o) [ — 4:@] mt) + o) mt) — M) .
Quest’ultima potra seriversi:

(57) = [F ?uf:(t) nt) — g‘% dﬁ(t)] @(t) j% ’

dove porremo

(5%) o=, o an—5820 —r,

e dove terremo presente che le funzioni G(f) e F(¢) saranno pensate come fun-
zioni note del tempo. La (57) ammetterrd dunque Vintegrale:

(59) w(t) = exp f Pty dt-[ ftG(t) exp(— f P(t) &) - & -+ 0(0)],

che fornisce la velocitd angolare di beccheggio del sistema.
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9. - Moti di un sistema a strattura quasi- giroscopica, con momenti &’inerzia
funzioni del tempo e momenti sollecitanti dipendenti dal tempo.

Dedicheremo ora la nostra attenzione ad un problema di moti « variatiy,
nel senso che ora preciseremo. Considereremo, ciog, il problema dei moti rela-
tivi al baricentro di un sistema con massa e momenti di inerzia variabili nel
tempo per effetto di getti e con struttura poco differente dalla struttura giro-
scopica, nell’ipotesi che i momenti sollecitanti siano funzioni assegnate del
tempo t; precisamente:

L’ipotesi di quasi-giroscopicitd di cui abbiamo detto sopra si traduce nel
fatto che si abbia, per ogni ?,

(60) A@)— B(t) = ¢ A(t) , B(t) = (1—¢) A(1),

con & quantity piccola del primo ordine. I moti del sistema intorno al baricentro
saranno retti dalle equazioni euleriane:

46 29 4 [ow)— Byl a) 1) — 10 PO = ()
dq t) ]

(61) Bty MY L 140 — 0] 1) p&) — lt) g) = M)
dr (t) ‘

oy T L 1B — AW p() 9t) — g () = ML),

dove &

ht) = f(t) + & 43@).

Si cercherd di soddisfare alle equazioni differenziali eulerianme soprascritte
mediante soluzioni della forma

p(t) = p(t) + &)
(62) q(t) = q(t) + 7(0)

r(t) = () + () 5
dove &(t), n(t), {(t) sono « variazioni » nel senso di POINCARE, i termini di ordine
superiore al primo nelle quali e nelle derivate rispetto al tempo delle quali si

trascureranno. Inoltre 7(t), ¢(t), 7(t) indieano le soluzioni delle equazioni eule-
riane nel caso @ struttura giroscopica precedentemente considerato al n. 3.
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Sostituendo nelle (61), si ha:

|40 ®0 a0 %Y 4 row— 0 — 9] G

(t)

[20]

)+ @) (r(1) + £@) —
— 1) (p(t) + &t)) = M,(2)

(1—¢) 4() '—""T“(l""‘ e) A(t) T - (AWO—Cm)(7(1) +L0) (p0) +£(t)—

(63) |
—[f(0) + & 22)] (a(t) + n@®)) = M,(t)
00 2 o B0 a6 (5) + €0) (@) + ) —
—g(t) (r(8) + £@t)) = M) .
Siccome &:
A(t) di( + [C) — A@)] 70 7) — (8) ) = Mft)
j dq()
(64) AW 2 4 A0 — o] B0) 7)) — 1) 1) — M)
oty 20— gy 70 = a0,

ne risultano, per le funzioni &(2), (?) e {(¢), le equazioni alle variazioni che se-

guono:

d E(t

(65) \ A(t) L [A(5)— C@)][7(2) E(t) + p() L)1 —

o) 0 — gy ) + 2w 50 70

La terza delle (65) fornisce:

tote) ¢ tace)

7 quT) di
(66) L) =Lty L) =¢ [8

C()

0

dove {, indica, evidentemente, il valore di ¢ per ¢ = 0.

/, A() B) g(t) e‘o’ o &

A(t) —— - [O(t) — A(2)] [q t) L) + 7(2) n(t)] + & A@) q@) () —

—f(®) &) =0

g A(t) d—q@ —

— & A1) q(t) — f(t) n(t) =0

a + :o],
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Essendo le funzioni

t ¢ o _ f‘g(_g
,g_(t_) y /A(t) p(t) q(t) 0 ° )
O(t) C(t)

[} [}
limitate per ogni ¢ e nella ipotesi, aderente alla realtd, che, preso ad arbitrio un
6>0 sia |§]< 8, sivede subito che la variazione £(?) si mantiene «piccola »
per ogni ¢. Infatti &

am toct) tat)

— [—=dt f=—dt
IC(t ,, c(t) tj A(t) p(t q(t g ow dt\ 4 o o lCol.

Sostituendo ora il valore trovato di ¢ nelle prime due delle (65), si ottiene
il sistema:

agw) | O — 4@ - -
o T g W) + U — W) 6 =
(67)
dnt)  C@) — — W
T “A—m‘”“ TG VO WOl =0,

dove si e posto:

C(t At -

v = 2000 ¢ @) + 270 70
AW — 0@ - dgt) & 4a(t) gt)

Vit) = _"'Z(‘t‘)‘—‘ p(t) Lty L) — & o Tawm

W(t) = f)/A{)

La funzione W(¢) risulta limitata per ogni {. Per quanto riguarda le funzioni
U(t) e V(t), diremo che esse risultano « piccole » per ogni ¢. Invero si ha:

— A - .
EQIS \ % ‘ |2, L | + |20 01,
o@) — Al — dg() A%(1) q(2)
vl <| D250 |16 w1 e |+ e

Ora, moltiplicando la seconda delle (67) per % =\/ —1 e sommando con
la prima, dopo aver posto
1a(t) = &) +in(d),
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si ottiene, per la « variazione complessa » y.(f), Vequazione differenziale:
? p /{ 3

L{qg%"”—(f)(twﬁ + W(t)] ) —[U) +14 V()]

Questa fornisce la soluzione:
(69) 212(t) = " LcosS(t) -+ § sinS(t) } -
i
- I f— [U@) + 4 V()] e~ ™ [cosS@) — i sind(t)] At + 52 (0)],
]

(68)  sue(t) = [

dove si & posto
4 t
o C(t) — A(t) -
Wit) :J/ W) dt, 50 = f T a,
o 0
e dove Wi(t) ed S(¢) sono funzioni limitate per ogni valore di ¢. Separando la
parte reale dalla parte immaginaria e riunendo i risultati, si ricavano le seguenti
espressioni per le variazioni &(2), 5(t), £(2):
11
§ =&ty &y mo) =— e cosS(t) [ ¢ T(1) cosS(t) dt —

0
3

— "1 cos (1) J e~ V(1) sind(t) dt —

0

t
— "0 sinS(E) [ ™" U(1) sin (1) dv +
4]

t
-+ ¢"1 9 sin§(1) f e~ V(1) cosS(t) At +
[
-+ & €79 cosS(t) — 1, "V 5inS (1)

t
n =0t &y m) = " cos8() [ e U(t) sinS(t) dt —
(70) b, . 0 )
13
— " oosS(t) [ ¢ ™ V(1) cosS(t) dt —

0

11
— " sin§(2) f e~ () cosS(t) dt —
) .

. . .
— ™ gin§(1) f e™ "D Y (3) sinS(t) d -+
, . .

+ & M 8inS(E) + 7, " cosS(E)

JEPY i 1) 5 70 _fehy,
t 4 AL (¢
cm=aam=ﬁ”’[q—§%iw°“ m+q.

1]

Con cid le equazioni alle variazioni sono risolte.
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Tn virth di quanto gid stabilito su | U()| e | V()| nonche su |, &)
e nell’ipotesi che, come {,, anche & ed #, siano «piceole », ipotesi fisicamente
corretta nella quale ci mettiamo, dall’esame delle funzioni () ed #(t), come
esse risultano fornite dalle prime due delle (70), appare chiaro che tali funzioni
si mantengono « piccole » per ogni ¢ e che si pud concludere per una stabilita
dei moti nel caso @ struttura giroscopica precedentemente considerato.

TFisseremo ora ’attenzione su di un caso particolare, di notevole importanza
fisica, cioé quello in cui si abbia, sensibilmente, 'indipendenza dal tempo dei
raggi d’inerzia e, inoltre, ci si arresti a considerare la variazione della massa
nel tempo come data da legge lineare. Nel caso in questione si avra, dunque:

A(t) — B(t) = ¢ A(t) (e piccolo del 1° ordine)
- adxt)  d4axy 443 '
(71) w ~a a0

m(t) = my— m't,

con m, (massa iniziale) ed m' costanti, dal che discende che o* ¢ pure costante
Le equazioni euleriane del moto diventeranno:

dp t)

' A(t) == + [0() — (1 — ) 4@)] ¢@) (t) —m- (12 +F 0> — L) p(t) == M. .

(12) § @—e)4) -di(t‘)*[fl(t) ol pe)—m- (12 + § 0*—(1—e)4;) q(t)= a,

d’l(t\ Lo A pl) q(t)—m(@?"— A:) »(t) =0 ,.

o)

T8 le equazioni alle variazioni saranno le seguenti:

) 9 4 [ow — A0 @ €0 + 70 7)) +

e AQ) glt) 7(t) — m (12 + Jo* — A7) &0) =

(73) <Ade) [4@) — 6] () &) + p(0) ¢0) —
— oAy S g 230 20— e (2 + hor— 4 t) =0
o) S - (g2 42 £0) + 5 A(D) D) 400

L

Queste equazioni si risolvono col metodo gia esposto, e ad esse si applicano,
in particolare, le considerazioni svolte circa la stabilitd.
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10. - Caso particolare dei meti non variati con momenti sellecitanti nulli.

Considereremo, infine, il caso particolare dei moti non variati (struttura
giroscopica) con M, = M, = M, =0, edin cuisiabbia ancora:

dAXt)  ddxE)  ddu)
a i &i

~

ed m(t) =my—m't, con m, ed m' costanti. Si avranno le equazioni eule-
riane:

[ a0) PO 00— 407 a0 ) — e (2 + or— 42) p) — 0
dq(t) L . " P11 2 —
3 A@) =~ +[A0) — C@O)]#(@) p@t) —m- (12 + Lo — 42) g(t) = 0
o) — dr“) — me (02— A% ¥(t) = 0.

In tale caso la terza delle equazioni euleriane fornird:

ar(t) dm( )

W = = 2= (2 — 43 () [0() = m() 47],
per cui si avrd:
- = (m{D @Dy — m/y a1
(74) r(E) =1, (E) = 70( - ) .

Procedendo al solito modo sulle prime due equazioni euleriane, si troverd
per la velocitd angolare complessa 1a seguente espressione:

210y — 42
14(o%2) — 42

(15)  @ult) = o) ()%

- oy 4 ( A% ( m't )Z_
. — 1 py — — {1 — 1I—{1—— .
ex.p{ o m' g® Ax) My

Separando la parte reale dalla parte immaginaria si otterranno p(f) e q(t),

'D
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ciod, precisamente:

102y — 42 o
- — (g — m't PE - my A2 Vil m'ty 4%
6)  plt) — (—”-«) = cos «r——-—(———) 1—<——) +
(16) Pt} =170 My " m’ g2 a2 My
124022y — Ag [
- mg— m't 4z - omg 42 4z m'hy 42
+qn( 2 —) ¢ sm{ro—("—;—(l——m;) [1~-(1—~——) ,
My m' P 43 My
14 (g2 — A2 ot
o - - (mg— m't 4z ~ Mg A2 A2 m'ty 4%
(77) q(t)=qn(~°—-———) ? cosro-‘;’T(l——a) 1*-<1—--) -
oy m’ g \ 2 o

zﬂ+(92/2)——112m e?
— My — M/l A2 o[- omg A2 A2 m'ty 42
— Dy (-—9———) ® SIn 47, ——9-:(1—«-;) 1—(1-——- ~—-) .
My m' g3 43 My

Le componenti della velocitd angolare di rotazione del sistema sono, dunque,
funzioni osecillanti con frequenza crescente e con ampiezza decrescente nel
tempo.

Riassunto.

81 prende in considerazione il problema del moto di un corpo rigido, a siruttura giro-
scopica, di massa variabile (senza che si alteri la struttura giroscopica del sistema), libero
nello spagio: ¢io partendo dalle equaziont differenziali euleriane, « corretle » per effetio della
variazione della massa ¢ det momenti principali di inerzia.

Si integqrano le equazioni differenziali euleriane « corretle », nel caso di momenti sol-
lecitamti funzioni del solo tempo, senza wnirodurre speciali ipolesi sulla legge di variazione
delle massa nel tempo; e, nel caso in cui il terzo momento sollécitante sia nullo, si risolve il
problema anche rispetto agli assi inerziali con Vausilio dell’ «amgolo complesso di attaccoy .

I1 metodo st purticolarizza in aleuni casi speciali e ciod:

a) il easo in cui lo forza sollecitante formi, con Uasse delle z, un piano perpendicolare
all’asse delle x;

b) il caso del sistema a strutiura giroscopica com momenti di inerzia indipendenti
dal tempo e momenti solleciianti funzioni del tempo, anche, in pariicolare, nella condizione
in cui la forza sollecitante, funzione del tempo. abbia direzione formante con Vasse delle 2
un piano perpendicolare all’asse delle x;

¢) 4l caso di momenti di inerzia variabili nel tempo e di momenti sollecitunti propor-
zionali, rispettivamente, alle componenti del vetiore veloctta angolare di rotazione;

d) 1 caso di moti di pwro becchegyio del sistema di massa variabile.

Si immaging poi di istituire una piccola differenza fra ¢ due primi momenti principali
di inerzia e si studiane, facendo uso delle « equazioni alle variazioni» delle equazioni di
Bulero corrette, i moti di un sistema a struttura « quasi-giroscopica », con momenti di
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inerzig funzioni del tempo e momenti sollecitanti dipendenti dal tempo. Si risolvono le equa-
zioni alle variaziowi e si fa vedere che le « variazioni» si mantengono sempre « piccole »
nel tempo, consentendo cost di concludere per una affermazone di stabilite dei moti nel caso
a strutiura giroscopica precedentemente considerato.

8i esaminano infine alcuni cast particolari.

Summary.

One considers the problem of the motion of a rigid body, with gyroscopic structure and
variable mass, free in the space.

The problem is studied starting from the Eulerian differential equations, which are mod-
ified in correspondence with the variability of the mass and of the principal moments of
inertia of the system.

The differential equalions of the motion are integrated for ewternal moments depending
only from the time and without particular assumptions on the law of variation of the
mass with the time. In the case in which the third external moment is equal(ta zero, one
gives the solution of the problem also with respect to inertial ames with the aid of the
«complex angle of attack ».

One studies some particular situations:

1) the case in which the external force makes with the amis z @ plane which is per-
pendicular to the axis x;

2) the case of the system with gyroscopic structure, with moments of inertia indepen-
dent from the time and with external moments depending from the time;

3) the case in which the moments of inertia are variable with the time and the
external moments are proportional, respectively, to the components of the wvector angular
velocity ;

4) the case of the pure rolutions aboul the tramsverse axis of the vehicle.

Afterwards one considers the case of a little difference between the first two moments
of inertia of the wvehicle and studies the problem of the motion using the variational
Poincaré’s equations of the modified Bulerian dynamical equations. The moments of
ineriia and the external forces arve depending from the time. One solves the variational equat-
tons and demonstrates the stability of the considered movements. After all one studies
some particular cases.
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