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CorrADO SCARAVELLI (%)

Equazioni ricorrenti lineari ed equazioni differenziali lineari,

per i polinomi di Appe 11. %%

Introduzione.

1’ APPELL, in una sua importante Memoria (cfr. [1}), ha indicato un metodo
trascendente (nel quale si opera formalmente su serie, anche non convergenti)
per ottenere equazioni ricorrenti lineari ed equazioni differenziali lineari
alle quali soddisfano certi polinomi, detti ora « polinomi di APPELL » (?).

In questo lavoro mi propongo di indicare, invece, un metodo diretto, del
tutto elementare, per giungere alle sopraddette equazioni. Precisamente:
dapprima, espongo in breve tale metodo nella sua forma generale (cfr. § 1);
poi, dimostro un’affermazione essenziale per il detto metodo (cfr. § 2); in-
fine, applico tale metodo in aleuni casi semplici (cfr. § 3).

§ 1. = 11 metodo. diretio ed elementare (?).
1.1. - Equazioni ricorrenti lineari per i polinomi di Appell A4,(z).

Consideriamo una successione di polinomi di APPELL:

(1) A @) = a, " zn n=0,1, 2,..).

(%) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Parma, Italia.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo di' Ricerca n. 40 del Comi-
tato per la Matematica del C. N. R., per I'anno 1966-67. — Ricevuto il 1-XII-1966.

(*) Su questi polinomi vedasi [2].

(%) Per la terminologia e i simbolismi qui seguiti cfr. [2].
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Suppongo che le quantith a, [formanti la successione generatrice {an} degli
A4,(x)] siano legate fra loro da una relazione ricorrente lineare, di un certo
ordine s (intero positivo), ‘

(2) Pu(”) Qs -+ 271(”) Apps~1 + o ﬁs—1(’ﬂ) Qppy + ps(n) Wy == 0;

dove po(n) 5= 0, pi(n), ..., Pey(n), P(n) sono dati polinomi interi in #n. Pre-
cisamente sia:

ml,
pi(n) = zh Cre wn (b =0,1, 2,.., 5),
0
€con ¢, ; date costanti.

Sostituendo in (2) ai coefficienti p.(n) le loro espressioni, si ha

'm,,

8
29 zk zh Ch,x AT Gy == 0.
o 0

Se ora la (2') si moltiplica, binomialmente n, per a» (), si ottiene:

8

mk n
(3) 2k 2aCnp (W Gy Tat) =0 (%),
. o

0

Osservo qui che la quantitd in parentesi nel primo membro di (3) ¢ della
forma (indicando con » ed » degli interi non negativi prefissati)

4 N Gpyy - T,
+ ’

che ¢ un polinomio di ApPELL di successione generatrice n” ¢,., (# =0,
1, 2,...). Questi polinomi (4) si possono poi esprimere tutti linearmente
con i polinomi di ApprLL 4,(2) (cfr. Lemma del § 2). Tenendo conto di cio,
la (3) diventa una relazione ricorrente lineare fra tali polinomi 4,(x) (e
Pordine di tale relazione risulta > s). Ne discende subito la corrispondente
equazione ricorrente lineare (d’ordine > s) alla quale soddisfano i polinomi
di ArPELL 4,(2).

(3) Cfr. [2], n. 1.8.
(%) Si & potuto porre in evidenza ¢,; in quanto esso non dipende da n: infafti, si
prova immediatamente che, se ¢ & una costante rispetto ad =, si ha:

o, Tan = ¢ (a,Va").
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L.2. - Equazioni differenziali lineari per i polinomi di Appell 4, (a).

Dalla precedente relazione ricorrente lineare fra i polinomi 4,(x), segue
immediatamente, ricordando che & (%)

, —— 1 (0 " — 2]
(5) . An—~u(“c) - 'n(n— 1) . (%__ P + 1) An (a’) (Au - 17 bt IR | ﬂ),

una relazione differenziale lineare (d’ordine >s) fra tali polinomi. Ne
discende subito la corrispondente equazione differenziale lineare (d’ordine
> §) alla quale soddisfano i polinomi di ArpPELL 4,(2).

§ 2. « Un lemma.
2.1. - Lemma.

Ogni polinomio di Appell della forma
(4) W Gprr an (v, o interi non megativi prefissaii)
8t puo esprimere linearmente con i polinomi di Appell
@) Au(x) =a, T am (mn=0,1, 2,..).

La dimostrazione segue gradualmente dai successivi nn. di questo §.

2.2, =~ Un’uatile identitd numerica.

8t ha: :
) ) » g s A5FLOPFL (1 s
(6) W= e T ST [ s ] =01 2 )
dove le 450" (s =0, 1, 2,...; »=:0, 1, 2,...) indicano le cusiddettc « difje-

renze s-esime di 0" » (5).

() Cir. [2], n. 2.2
(8) Com’¢ noto, abbiamo per definizione:

hd s
A5 0" = __1)3——r ,rv’~
30|,
da cui segue la classica relazione ricorrente:

A80? = ¢ (As ov-1 -+ Witaw! Ol'—l) .
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Dimostrazione.

11 secondo membro di (8), per v = 0, 1, 2, & ugunale rispettivamente a:

401 1
[n =--1=1=n°,
1 0 1

] 2
=—plhgrd =

1 6 6 L2) (-1
I R ('7Z+1)+T (B__r_)(ﬁil::n?‘
1 2 3 2

&

Si vede quindi che 1a (6) vale per » =0, 1, 2.

Ragiono ora induttivamente: suppongo che la (6) valga per un certo
» > 2, 8i ha allora:

. v AsFLov+L (g 4 s)
Wl = -0 = n zs (__1)v—s ———— [ N J H
p s +1 L 8

n n 48 - 1)— (s 1 n+s -1
ed essendo o Ll ) e —1, segue
s

41 s+ 1 § 41

< y— 5 s ¥ fn + s +1 < v—s . 4
Rt =3 (— 1) (A0 [ :+ 1 } + 2 (=T (ASHOVH)[ s ] ’
0 o

od anche (eseguendo un semplice mutamento dell’indice di sommazione nella
prima somma del seccondo membro)

v+1 . w48 L4 _ , -+ 8
PYLG o . s 1y s41 As 0u+1 ] + s 1y s+1 As-rl Ov+1 [ ].
n 21 (—1) ( )[ % (—1) ( "o

s

Notando poi che ¢ 4° 0" = A**2 0"+! = 0, si ha ancora

v+1
A= S (— 1) (4 07 A [“ + 3] ,

0 8
e infine, applicando la formula finale di loc. cit. in (%),

JPFL = vil (— Ly—st2 A_s+1m0v+2 [% + S]
8 i M
ry s 1 s
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che & proprio leguaglianza risultante da (6) cambiando » in » 4 1. La (6),
per il principio d’induzione, ¢ quindi vera in generale.
2.3. - Un’espressione per i polinomi (4).
- Serivo la (6) nella forma

". As+1 01’+1
(6') W= Y (— 1T
' o (s-F1)!

(n+8)n +s—1)..(n + 1),

intendendo, naturalmente, che il termine del secondo membro per s ==0
sia (—1)” 40**1, Se questa (6') si moltiplica per @,.,, e l'uguaglianza cosi
ottenuta si moltiplica, binomialmente n, per z* (), si ottiene [tenendo anche
presente la osservazione fatta nell’annotazione (*)]:

» As+1Qr+1

(7) n Apir ! Bt = zs ('— l)v—s

> RS {+s)(nts—1) ... (n+1) tny, z"},

dove il primo membro & esattamente il polinomio (4).

2.4. - Ultima parte della dimostrazione del lemma.

11 lemma del n 2.1 sard quindi stabilito se dimostreremo che: tutti 4
polinomi di Appell [figuranti fra graffe nel secondo membro di (T)]

(8) n + 8)n 4+ s—1) . (0 4+ 1) Gpy, * a® (n =0,1,2,..)

(dove s ¢ uno qualunque dei numeri 0, 1, 2, ..., ») si possono esprimere linear-
mente con 1 polinomi di Appell (1).

Dimostrazione.

Se nei polinomi (8) di AppELL §i muta la successione generatrice

(h +8)n 4 s—1) .. + 1) Qs (n =0,1, 2,...)
cambiando n in #—s, s’ottengono i nuovi polinomi di APPELL
(9) W —1) e (B— 8 + 1) Gy © " (n=0,1,2,...).

(%) Cir. [2], n. 1.3.
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In base ad una precedente definizione di «polinomi-resto di APPELL» (8),
possiamo ora dire che i polinomi (8) sono i polinomi-resto, di indice s, dei
polinomi di AppELL (9). Quindi (°) i polinomi (8) si possono esprimere li-
nearmente con i polinomi (9). Introducendo poi le successioni unitarie {e,,},
{ens}y {Ene}y .- (), tali polinomi (9) si possono scrivere:

9 §!ens ¥ ay, ",
od anche (1)

as n
T (@pir = ")

(9"”)
I polinomi (9), essendo dunque le derivate s-esime dei polinomi
(10) _ iy © 27 (n=0,1,2.),

si possono esprimere linearmente mediante i polinomi (10) [efr. la (5) pre-
cedente]. Ma i polinomi (10), essendo i polinomi-resto, di indice 7, degli
A.(xz), a loro volta si possono (**) esprimere linearmente con gli 4,(w). Se ne
conclude, in definitiva, che i polinomi (8) si esprimono tutti linearmente
mediante i polinomi 4.(z). Il lemma é dunque dimostrato.

2.5. - Espressioni, mediante i polinomi A,(x), di alcuni particolari polinomi (4).
Per le applicazioni del § 3 sard utile tenere presente le espressioni, mediante
i polinomi 4,(x), di aleuni particolari polinomi (4) di tipo semplice:
Nay, - at = n A (@) —nzd,(2),
Ny B =0 Apq(®) — 20 d,(2) + na*d,, (2),
Nl * 8" =0 Appo(®) — 3 02 Ays(®) - 302 Ady(z) —na® 4,4(2),
nEa, - an =n2A, (@) —n2n—1)z A, (x) + nn—1) 22 4, ().

Queste affermazioni si deducono applicando la (9°) precedente e la (16')
di [2] (1), e poi eseguendo i semplici calcoli indicati.

(3) Cfr. [2], n. 2.8.
(%) Cfr. [2], n. 2.8.
(19 Cfr. [2], n. 1.4.
(1) Cfr. [2], n. 2.2.
(12) Cfr. [2], n. 2.8.
(18) O, pitt semplicemente, le espressioni dedotte da (16”) di [2], alla fine del n., 2.3
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§ 3. - Alcune applicazioni del metodo del § 1

nei casi particolari s=1, s=2,
3.1. - Alcune applicazioni nel caso s = 1.
La relazione ricorrente (2) sia, in particolare,
(11) | (co,o Bt o) Uy -+ (Co1 M~ €17) @y = 0,

COD Cooy Cio, Co1, €1y dabe costanti.

Seguendo il metodo indicato nel § 1, da (11) si ottiene 'identitd
(12) Co0 {0 Uyyq Yam) + C1o (@npy © m) + Coq (M Uy ! an) + C1a (ay " @) =0.

Applicando qui le affermazioni del n. 2.5, e quelle poste alla fine del n. 2.3
di [2], la (12) diventa

(13) oo [Apa(®) — 2 m Ap(w) + @® A, y(2)] + 10 [Anna(®) — 2 A, (2)] +
-+ Co1 [-An(w) — An—1(33)] -+ C11 An(z) =0,
ossia (mutando % in »—1 e ordinando opportunamente i termini)
(13’) [Co,o (n—1) +Gl,0]fln(m)—[2 Co,0 (R—1) &40y 0 Z—€oq (N—1) — C1,1]1411—1(‘1/') +
+ [co,o (n—1) 2%~ ¢y, (w—1) 2] A (@) =0,
che & la relazione ricorrente lineare (di ordine 2) fra i polinomi di AppPELL
di successione generatrice verificante la (11).
Ricordando poi (5), da (13') segue la corrispondente relazione differen-
ziale lineare (di ordine 2) fra gli stessi polinomi A4, (z):
(14) (o0 #*— €01 w)A::(w) —[Zeaon—1)2 + e or— Goa(n—1)— 01,1}A;($) +
+ n [Co,o (n—1) + CI’O}A,,(%) =0.
Esempi. 1) Si ha, manifestamente,

(15) (n+1)t—m+1)-02l=0,



302 CORRADO SCARAVELLI [8]

relazione della forma (11) per la successione a, =n! (n =0, 1, 2, ...) (es-
sendo ora ¢ =0, 610 =1, G = 6, =—1). La (13') diventa allora

An(#) — (@ + 1) Adus(@) + (n—1) 2 Apo(@) =0,

che ¢ la relazione ricorrente lineare, corrispondente alla (15), verificata dai
polinomi di APPELL A,(x) ==n!"a~ La (14) diventa invece

@ Allw)— (@ + ) A(®) + n A, @) =0,

n

che & la relazione differenziale lineare, corrispondente alla (15), verificata
da tali polinomi A4,(z) = n! "an (1.

2) La relazione ricorrente (11) sia ora
(7 + 1) Gppg— Ay = 0,

che & soddisfatta da @, = 1/n!. In corrispondenza i polinomi di APPELL
Auw) = @A/n!) " an soddisfano alle relazioni lineari

n Anw)—[2n—1) & + 1] A, (@) + (n—1) 2* 4, o(x) =0,

w? Al@) —[@n—1) z + 1]4, (@) + 02 A,(@) = 0.

3.2. -~ Alcune applicazioni nel caso s = 2.

La relazione (2) sia ora la seguente
(16) (Cao ® - 01,0) Unya + (Coq 7 -+ €1,1) Gniy + (Coo® T C10) On = 0,

COM Cooy C10y o1y Gy oy Cup date costanti. Seguendo sempre il metodo
del § 1, da (16) si ottiene lidentita

2 1
17) 2 20 Cr (W Waa fan) =0,
] ]

() Su questo esempio efr. [1], pp. 127-128.
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dalla quale seguono, per i polinomi 4,(z) == a, * a7, le relazioni lineari

[Co,o (n—2) + 01.0]An(55) -
- [300,0 (n—2)a + 201,0 &—Co (n—2)— 01,1]A1z-1(50) -+
(18) { +[Bco(n—2)a® + 1022 —20;1 (n—2)B—€ 18 + G (N — 2) +
+ 01,2]An~2(w) —

—{n—2)x [co,u 0% — Con & -+ Co,z] Aps(@) =0,

@ (o0 @2 — Coy @ -+ Co,2) A () —
—[3 Co,0 (M — 2) @* 4 00 0* — 2e (M—2)2— 0618 + Co (N— 2) +
(19) + e0] AL (®) +
Fn—1)[3eon—2)2 +2008—0C, (n—2)— 1] A;(w) —

| —n(n—1)[coo (n—2) + ¢ o] du(z) = 0.

Egempi. 1) Consideriamo la relazione ricorrente [della forma (16)] k

(20) : Apio + 2(n +1)a, =0,
. R 21! 4!
soddisfatta dalla successione a, =1, a; =0, a, =— 7= 0, a, = 377
' ‘
as =0, @ =— —,... (che ¢& precisamente, la successione dei coefficienti

3!

della serie di potenze di e™*") (2). Procedendo come si & indicato al principio
di questo n., si ottengono per i corrispondenti polinomi di APPELL A,(z) =
=da, - x" (*) le relazioni lineari:

An(w) — 2w Apy(@) + (0 + 20— 2) Ay o(@) —2(n—2) & A, o(x) =0,

w

2w A, (%) — (.502 + 29 — 2) A;'(w) +2n—1) 2 A,',(w) —n (n-—1) 4,(z) = 0.

Si pud notare che, se invece che dalla relazione (20) si parte dalla equi-
valente relazione ricorrente

(209 Uiy + 20 ey =0,

In L (=1 n!

(1%) Il termine generale di questa successione ¢ a, = (— 1) ,
2 [n/2]!

dove con [7/2] si indica la « parte intera di #/2» .
(%) 8i pud notare che questi polinomi eol cambiamento di = in — 2z diventano
i cosiddetti « polinomi di HERMITE » . '
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si ottengono le relazioni lineari (pilt semplici delle precedenti):
Ae) —2 dpq(®) + 2(n—1) 4, () =0,
24,(@) — » Ayzx) + n A, (2) =0 (V).
2) Si abbia la relazione ricorrente [della forma (16)]
(4% + 3) dppe— 40 + 3) @pyy + @, =0,
soddisfatta da a, = n® Si trova che i polinomi di APPELL A,(z) = n®¥z"
soddisfano alle relazioni lineari:
(4n—5) A (2) — 2 [32 (20— 3) + 2(n + 1)] Ad,y(2) +
+[3a® (40— T) +da (2n — 1) +1] A,s() — 4a® (54 1) (n— 2) A,4(@) =0,
n(@)— [Ba? (4n —T) + 4z (20 —1) + 1] A[(z) +

4 (w + 1) Al

+2(n—1) [32 (2n—3) + 2(n + }1)] A.,'l(x) —n (n—1) (dn—5) 4, () =0 .

(*) Su queste relazioni efr. [1], pp. 128-129.
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Sommario.

Indico qui un melodo elementare per olienere equazioni ricorrenti lineari ed
equaziont differenziali lineari alle quali soddisfano i polinomi di Appell a, ™z Il me-
todo si basa sulla possibilita di esprimere linearmente i polinomi di Appell w a,,, " o

mediante © polinomi di Appell a,”an
Il lavoro termina con alcune semplici applicazioni.

Summary.

I give here an elementary method to oblain linear recurring equations and linear
differential equations satisfied by the Appell polynomials a,” z7. The method is based
on the possibility of expanding the Appell polynomials n¥a,., a" as linear combin-

ations of the Appell polynomials a, ™z,
The paper ends with some simple applications.



