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Soluzioni sottoarmoniche

di una classe di equazioni differenziali del terzo ordine. (*%)

§ 1. ~ Introduzione.

1. -~ In questo lavoro proseguo lo studio, iniziato in [1] (%), di una classe di
equagzioni differenziali, debolmente non lineari, di terzo ordine, della forma:

&+ o+ e fla, @ ©) =)

supponendo la non linearitd di tipo cubico, per cui cioé:

[, . . , (]2 d
fl, z, #) = axr + bx + cx + (a - b Friies c’> (@*/3) ,

dez 7

mentre ritengo e(f) periodica ed ¢ inferiore ad ¢, fissato. .

In[1] bo studiato il caso in cui il periodo 7' della e(t) sia approssimativamente
eguale a 27, a meno di termini dell’ordine di &; cid significa che, in questo or-
dine di approssimazione, il periodo delle vibrazioni proprie del sistema retto
dall’equazione omogenea per ¢ = 0, convenientemente normalizzato al valore
27, & eguale al periodo della forza esterna e(f). '

Ora intendo affrontare il piti complesso caso della risonanza sottoarmonica,
in cui si suppone che il rapporto tra Te 2x sia un intero » >1, sempre & meno

(*) Indirizzo: Istitnto Matematico, Universitd, Genova, Italia.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo di Ricerca n. 41 del Comi-
tato Nazionale per la Matematica del C. N. R. — Ricevuto: 20-XI-1966.
() T numeri in [ ] si riferiscono alla Bibliografia finale.



256 A. C. GARIBALDI (23
di termini piccoli in &. Precisamente considero U'equazione:

a

wes . . . d
1.1) @ + 2 + e[ax Lbr tex 4+ (a’ NI b’ i c’) (m3/3)] =K cos(nwt),

con 1 — = og, essendo ¢ un numero reale, a priori variabile tra — coe -+ co,
che vien detto « detuning ».

2. — Impostiamo anzitutto, richiamando brevemente le nozioni necessarie,
il metodo di approssimazione che & lo strumento essenziale per lo studio della
(1.1). Egeguiamo preliminarmente la trasformazione t'=-w ¢, per cui la nostra
equazione diventa:

aes . .. . (12 d
HI I R @ 2 . + ecmx - D LB — ! 3/ =
2.1) T 4z s[am—%—( c+baw +cw <a i b T c)(w!S)]

=F cos(n t) -+ &2 O{o) .

Cid permette di scrivere la soluzione generatrice, ottenuta facendo & =0,
nella forma:

2o(t) =2 + v s8in(t + ¢) + Hysin(n t), By=[n(1—a®)]1 E,

in cui risulta x,(t) periodica di periodo 2z. _

Notiamo subito che non c¢i interesserd nel seguito la forma esplicita del
termine O(s), 2 motivo del suo ordine di grandezza. Abbiamo chiamato per co-
moditd ancora i la nuova variabile temporale.

Si cercano ora soluzioni di (2.1) sotto la formas:

(2.2) : w(l) = wo(t) + & X(8) + & Y(?),

con le condizioni iniziali X(0) = X(0) = X(0) == ¥(0) = Y(0) = ¥ (0) = 0.
In questo modo la x(¢) dipende soltanto dalla scelta delle costanti z, », @
che figurano nella soluzione generatrice ().
T’estensione di.un noto lemma di CArRTwrIGHT [2] conduce, analogamente
a quanto ho fatto in [1], a dimostrare che, per s minore di un opportuno g,
che il procedimento consente di determinare, la funzione incognita ¥ (¢) risulta
limitata insieme con la sua derivata prima e seconda per 0 <1< 8gr; quindi



(2]
ot
~1

[3] SOLUZIONI SOTTOARMONICHE DI UNA CLASSE DI EQUAZIONI ...
risulta valido in queste ipotesi lo sviluppo fondamentale:
(2.3) @(t) =2 -+ 7 &nt + @) + Eysin(nt) + ¢ X(t) + 0(e®) (%) .

Diremo soluzione sottoarmonice d’ordine n di (2.1) una soluzione del tipo
(2.3) che risulti periodica di periodo 2 2 meno di termini in &2 La dencminazio-
ne si giustifica osservando che nella (2.1) il periodo 27 della vibrazione propria
& multiplo secondo # del periodo della forza esterna. I ovvio che si avranno
sottoarmoniche solo scegliendo opportunamente le grandezze z, 7, ¢ per modo
che X(t) risulti periodica di periodo 2z. Cid non avviene in generale perché la
equazione cui deve soddisfare X(f) &:

X 4+ X +ax + (20 + by -+ cay + (a’ FYe —b' T o {:') (w3:3) =0

ovvero, tenendo conto del valore di w,(t),

(2.4) X - X 4 Ay o+ Ay sing - 22 cost - > [u, sin(kt) -+ v, cos(kt)] .

j =3

Solo quando 4y, 4, , 4,, che dipendono ovviamente da 2, ,.¢, sono tutte e tre
nulle 1a X(¢) sard periodica.

Volendo studiare a fondo le sottoarmoniche anche in rapporto alla loro
stabilitd, occorre confrontarle con soluzioni non periodiche; conviene pereid
considerare le soluzioni generiche del tipo (2.3) associandole ad una opportuna
trasformazione funzionale [2]. Si ha ovviamente:

#(0) =2 + rsing, @(0)=r cos @ + n B, , 2(0) =—rsing.

Essendo #(2n), #(27), ©(27n) delle costanti ¢ opportuno a questo punto in-
trodurre tre costanti 2/, 7/, ¢’ definite attraverso le posizioni seguenti:

2(2m) = 2’ -+ ' sing’, ®(27) == 7' cosp’ -+ n Ly, 2(27) = — ' sing’ .
Le quantity 2/, +/, ¢’ appaiono allora chiaramente come trasformate delle
2, r, @ dopo un periodo 27z, ottenute tramite equazione differenziale (2.1) se-

(?) Lo stesso lemma stabilisce che la soluzione X(t) con X(O):X(O):X(O) =0, e
quindi la z(¢), & definita in (0,37). Essendo la (2.1) periodica, segue che le sue soluzioni
sono definite in [0, -+ oo].
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guendone le soluzioni; naturalmente se fosse e= 0 le 2/, +/, ¢’ coinciderebbero
con z, 7, p. Se si tiene ora conto di (2.3) e di (2.4), un facile caleolo da lo sviluppo:

1
g —z

— = Zle, 7, 9) 4 Oe) == — 27, + Oe)
(28) { — =R 7, ¢) + 0(c) = & cos g + 4 sing + O(e)
! 3 1 .
qamrp =@z, r, p) + O(e) = 2¢ - ;(22 cos g — A sing) ~+ O(e) .

Tisso mostra che le sottoarmoniche prima definite sono le soluzioni per cui
risulta 2’ =7 + O(&?), v =r + 0(e?), ¢' =@ + O(e?). Cid significa che nella
trasformazione che muta (z, 7, ¢) in (¢/, #, ¢') le sottoarmoniche corrispon-
dono ai punti uniti a meno di O(s2).

3. — B usunale trasformare il sistema alle differenze (2.5) in un sistema diffe-
renziale introducendo una variabile ausiliaria r e ponendo:
dr = me, de =2 —=z, dr =" —7, dp =¢'—¢.
Si osserva allora che il vettore di componenti (in coordinate cilindriche)
&' —z, r'—r, ¢’ —@ ¢ approssimativamente tangente in ogni punto alle linee
soluzioni del sistema:

dz
= =2 7, )
dr

(3.1) o= Rz, r, ¢)

dy =Dz, 1, @)

dr

che diremo sistema di ANDRONOV e WITT associato all’equazione (2.1). Si pud
anche dire che se si parte da un punto (z, 7, p) la successione dei suoi trasfor-
mati dopo 1, 2, 3, ... periodi ¢ approssimata dalla curva soluzione di (3.1) che
passa per (2, r, @).

Le sottoarmoniche appaiono ora come i punti singolari del sistema auto-
nomo (3.1), che pud studiarsi con la teoria classica di PoiNcaRE [8]. Natural-
mente anche le soluzioni di (2.5) non periodiche sono approssimate dal sistema
(3.1). In definitiva si ¢ ridotto lo studio della equazione (2.1), in cui compare
esplicitamente il tempo, allo studio di un sistema autonomo in tre wvariabili,
in generale forfemente non lineare in quanto nei secondi membri di (3.1) non
figura il parametre di piccola non linearitd e.
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Esplicitiamo il calcolo di Z, R, @ anzitutto per le sottoarmoniche d’ordine
tre; si trova cosl il sistema:

iz:———Zz ¢ + ¢ i‘—'—{—r%

dr AR U 2

dr 2 2
i — ,.—_—[I 2 — oy
N G L)G 4-44~2>

¢ —a

(3.2) — r By cos(3 ) — 2— r B sin(3<p)]

dp 72 e
L =9 1 a.lzz — s |
a Unb-rb<+4+2)—r

¢ —a'

+

bl
7 By sin(3 p)— o7 L, cos(3 @) .

Invece per le sottoarmoniche d’ordine n > 3 otteniamo il sistema:

El«zz—fz.z ¢ +c z——l,—’—z E"Z-

dzr 3 2 2

dr . 2 R
3 D A Ap —— 2 _ -0
(3.3) & {ea,w MG+4+J]

aq) 22 yor

L =95 L b b (&2 =2

I G’b‘b(z”‘”4+2)

L

che non contiene piu la variabile .
Infine per le sottoarmoniche d’ordine 2 si ha il sistema:

-

; B : 2 02 2 4
o [c + ¢ (1 + 4+ -E—")] ~%7*2Eo sin(2 @)

dr 3 2 2
dr S o B\
il 1'[0— a -+ (c’»—fa’) (z2 +7 + ?) +
(3.4) o ' + (¢'— a') 2 By sin(2 @) — b’z B, cos(2 (p)]
de ) o, , o ’
— =20 +b -+ (¢’ — )2 E,co8(2 @) +
dr

)

&

e
b (z2 o —’-") + b’z By sin(2 g).
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Notiamo subito che ifi ogni caso questi sistemi hihno seinpre cote punto
singolare 1'origine che, avendo scelto coordinate cilindriche, & rappresentata da
2 =0, 7 =0 e ¢ qualunque. Questo punto singolare corrisponde alla, soluzione
generatrice

#(t) = Eysin(nt) + & X(2) + O(e?) ,

che risulta periodica di periodo 27/n, 2 meno di termini in 2. Bssa ha dunque
lo stesso periodo della forza esterna ¢(?) e viene percio detta soluzione armonica
(o eteroperiodica, secondo MINORSKY [4]). Come vedremo, essa ¢ la sola vibra-
zione possibile per il sistema quando il « detuning » ¢ sia abbastanza grande.

Sulle differenze tra i vari sistemi che si presentanoc e sul significato delle so-
luzioni ottenute ci tratterremo diffusamente nei paragrafi successivi.

A

4. — Gid in [1] ho indicato alcuni sistemi il cui comportamento & retto da
equazioni del tipo (1.1). Precisamente ho ricordato aleuni cireuiti elettrici,
introdotti da FriepricEs [5], L. L. Ravcu [6] e G. CoromBo [7], contenenti
dei tubi a caratteristiche non lineari (triodi o pentodi). Sotto convenienti ipo-
tesi per i parametri che vi intervengono essi portavano a considerare le equa-
Zl0ni:

. d2 d ’w.'} .
41) o +x +¢ e »f-bat 3@ 4+ 20x Lexl=0e(t), a>0,¢>0,

e . d‘.’. {03 -
(4.2) m+w+a[<o¢aﬁ 4 )(§ -:~m)+2a;v]:c(t), «>f>0.

Inoltre ho sviluppato un problema meceanico, ispirato al ROCARD [8], che
lo tratta nel campo lineare, retto dall’equazione

- az 25 .
(4.3) m+w—%—s[<&d—t2 +ﬂ)(3——w>+20:z,‘]:f6(t) «>f>0.

I0 interessante sottolineare il significato della condizione « > 5, che deriva
dalle relazioni tra le grandezze meccaniche introdotte: se supponessimo « < B
troveremmo per il sistema solo dei regimi instabili, in pieno disaccordo con la
realta fisica di un sistema oscillante.

La costruzione di plausibili esempi di sistemi elettrici o mececanici retti da
equazioni del tipo (1.1), anche a parte la realizzabilitd a fini sperimentali con-
creti, appare dunque necessaria per eliminare dalla ricerca matematica i casi
che non presentano interesse concreto, semplificando ’analisi dei parametri che
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intervengono numerosi. Per questo ritengo utile indicare un nuovo semplice
schema meccanico in ecui si inquadrano tutte le equazioni precedentemente
introdotte.

5. — Consideriamo un sistema lagrangiano in due gradi di libertd. Indicando
con q;, g, le sue coordinate libere, supporremo che l’energia cinetica presenti
la forma’

1 . ’ .
T = 5{((11)2 + (Q2)2}-

Supponiamo ora che vi sia accoppiamento giroscopico lineare (*), in modo
che le equazioni del moto risultino:

¢ +82¢ =0

g — 82 q = Q.

dove il coefficiente di accoppiamento £ pud supporsi senza restrizione positivo,
e Q,, Q, sono le componenti lagrangiane della sollecitazione attiva secondo
4, e ¢, . Si abbia ora: ‘

% =gla) =— ¢ {a 0w+l (él)a]
: ' (>0, y>0).

Q. =—k*gp— ey g +et)
In queste ipotesi su ¢, agisce soltanto una resistenza non-lineare di tipo cu-
bico, il cui ordine di grandezza & piccolo in confronto alle forze attive: si & percio

introdotto, come d’uso, il parametro &; su g, agisce invece una forza di richiamo,
lineare, una debole resistenza viscosa e la sollecitazione esterna (periodica,

come supporremo nel seguito, anzi sinusoidale). Allora per la variabile & = ¢,

si arriva all’equazione:

(1) £+ (@0 +)E— e pf) — R eplf) +eyE—sty 7o) =—Qel0).

(8) Per questa nozione confronta [8], pag. 129 e seguenti.
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Se invece si suppone

= eplq) — k¢,
@ =e(t) —eyq.,

cioé si trasferisce semplicemente il termine di richiamo da un grado di libertd
all’altro, si ottiene ancora per £ = ¢, la nuova equazione:

a

. dz . d .
(8.2) EH (U2 + - E—eqmpld) +eyEt eykré—ey 3 pl)=—2L0e¢(t).

Finora non abbiamo fatto ipotesi sul coefficiente & della resistenza: se lo si
suppone positivo si ha una resistenza non lineare di tipo tradizionale, o completa-
mente dissipativo; in caso contrario la resistenza da dissipazione per grandi

valori di ¢,, come deve essere per irrinunciabili ragioni fisiche, mentre per pic-

coli valori di ¢, esalta il movimento. Questo & il meccanismo ormai ben noto dei
regimi non lineari auntooscillanti, per cui ricordiamo, ad esempio, il pendolo di
FroupE [9] ed il pattino su cinghia scabra [10].

Va osservato che con un cambio di incognita, consistente nel moltiplicare
la & per una opportuna costante, si riduce la resistenza alla forma s(1 -+ R
I ora facile vedere che dalla (5.1) si arriva alle (4.2) o (4.3) a seconda del tipo
di resistenza considerato. Naturalmente si trascurano termini O(e?). Invece da
(8.2) per resistenza autooscillante, sempre trascurando termini O(e?), si arriva
a (4.1) con b = 0.

6. — La ricerca che intendo ora sviluppare & dedicata essenzialmente alle
tre equazioni seguenti:

(4) @ ko o+ e[(ocdtz ~:—/3)<fc3/3 + o) ~;—2a£v} =et), a>p>0,

az
de

By L;v“—}—.f;:—f—e[a (w3/3—-m)~§-20a'0+cm]:e(t), a>0. ¢>0,

(©) £+é+e[(a%+ﬂ><m3/3-m)+2aa'o]=e<t), “>p>0,
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sostanzialmente le stesse di [1], perche esse sono rappresentative dei casi e del-
le difficoltd del problema. Una discussione con un pitt vasto numero di para-
metri sarebbe una inutile complicazione: 'unico fenomeno nuovo che compa-
rirebbe & effetto di « distorsione » delle curve relative alle soluzioni periodiche
(ad esempio i cerchi del n. 7 diventerebbero ellissi) gid considerato in [1] stu-
diando la equazione (4.1) con b = 0.

L’equazione (A) non ha soluzioni sottoarmoniche di nessun ordine, come
si vede considerando i relativi sistemi di ANDRONOV e WirT: la vibrazione
armonica ¢ sempre stabile e tutte le soluzioni tendono ad essa.

Invece le equazioni (B) e (C) ammettono molte sottoarmoniche, ma la diffe-
renza tra esse consiste nel fatto che mentre (B) riproduce esattamente il compor-
tamento dell’oscillatore di VAN DER Por, altrettanto non avviene per (C) che
ha una maggior varietd di soluzioni. Infatti, il sistema di ANDRONOV e WITT
relativo a (B), nelle tre variabili 2, 7, @, si riduce subito ad un sistema limite
piano con z == 0, in quanto si prova subito che # — 0 per T — co. Questo sistema
limite & anzi, in pratica, quello di VAN DER PoL: ne indico tuttavia lo studio
estesamente, sia per poter fare il confronto con i risultati per (C), sia perché non
‘mi & risultato facile trovare una esposizione elementare dei risultati relativi
alle sottoarmoniche della equazione di VAN DER Por. Per quanto rigunarda la
equazione (C), il sistema di A.- W. ad essa associato si presenta ora in tre va-
riabili 2, r, p senza possibilitdh di semplificazioni.

Sia (B) che (C) appaiono come generalizzazioni al 3° ordine della equazione
di VAN DER Por: se si fa in (B) ¢ = 0 ed in {C) 8 — 0 e si integra rispetto al
tempo, si ottiene appunto la classica equazione di 2° ordine introdotta da VAN
DER Por. Le due generalizzazioni sono evidentemente molto diverse tra loro,
in base a quanto sopra esposto.

Si presentano per n >3 dei casi critici in cui il metodo non da risultati esau-
rienti per due ragioni: i) non isola completamente le soluzioni sottoarmoniche,
lasciandone indeterminata la fase g; ii) non permette di concludere sulla stabi-
lith delle oo! soluzioni cosi introdotte, in quanto uno degli esponenti caratte-
ristici risulta nullo nell’ordine di approssimazione considerato. Lo studio accu-
rato di tali casi ¢ condotto mella seconda parte del presente lavoro. Cio esige
naturalmente metodi pilt raffinati. Parimenti si considera il caso, anch’esso cri-
tico, in cui n = 3 e la forza esterna & perd anch’essa O(c). Quest’ultimo caso &
stato affrontato per l’equazione di VAN DER PorL da alcuni autori [12], [48]:
risultati di questo tipo sono presentati per le nostre equazioni del 3° ordine;
essi contengono come caso particolare al limite i risultati che abbiamo ricor-
dato. ‘ :
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§ 2. - Settoarmoniche d’ordine 3: caso generale.

7. — Per quanto rignarda ’equazione (A) il sistema di ANDRONOV e WrrT
& ora:

dz E? 2 72

g — 1 L0 &

dr ﬁz !: 3 2}

dr L2 72 B

_ e — —_— P 1 .J__(’_Lzz..l_ 0 3
o (—f) 2 [ Fg aly 7 cos( ¢)]
de a—f )

& = 20— 7'19_,03111(3@-

Esso mostra facilmente che Punico punto singolare ¢ lorigine, che risulta
stabile a causa della cond1z10ne o >f che abbxamo sottolineato nell’introdu-
zione. Cid accade per qualsms1 valore della forza estema]) in pratica, dunque,
questo mstema ha una osecillazione armonica stablle e nessuna sottoarmonica.

Passiamo ora allo studio dell’equazmne (B), il smtemq di ANDRONOY e WITT
associato ad essa risulta:

é—‘::——2027
T
dr 72 E? ar
~ . N 2 — LA R K
(7.1) J d_c.w[c - a a(z +7+ 2) ! 4L’Ocos(3cp)}
Y o2 B sinEg)
dr T 4 ° ) -

Come abbiamo gid osservato, dalla prima equazione risulta z(t) -0 per
T — oo; ci si riduce quindi per lo studio dei punti singolari al sistema limite:

d B2 2 ar
&, [c tg—a =—a — -+ 1 E, eos(3 (p)]

dr 2 4
(7.2) 1

€ 2s—21 g, sins

dz i 40 ( 97)-

.. \ . o 2 (¢ 4+ a)
Anzitutto, si ha come punto singolare ’origine, che & stabile se £ > ~—(—-—{;~——— )

2 (¢ 4+ a)
a

instabile se B2 < ; inoltre possono aversi altri punti singolari per cui
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risulti:
ar B3 ar?
[ (3 = —0__ v ) e
1 Ey cos(3 ¢) = a 5 (¢ +a) 4 I
(7.3)
ar .
4—E0s111(399): 20.
Questo comporta che » deve verificare 'equazione
E* ari\e al?
7.3 ¢+ a—0 - — ] 4ot P2,
(7.3 ( ! 2 1) 7T 16
per il cui studio poniamo:
£ = 20 a7 a B}
ct+a’ 7~4(c~;—a)’ T 4e ~a)
In tal modo Vequazione diventa:
(7.4) byt HBF—2)n - (1—2F)2==0.

Essa rappresenta nel piano &, # una famiglia di cerchi di parametro I': essi
sono reali per 0 < F < 4/7, simmetrici rispetto all’asse e non intersecano
mai Passe & Per F' = 0 il cerchio si riduce al punto (0,1) e per F = 4/7 al punto

{0, 1/7). Le rette parallele ad # intersecano i eerchi in due punti se

§2<F-(1—:1F>.

Si conclude quindi che se F' e & verificano le limitazioni suesposte, il sistema
(7.2) ammette sei punti singolari: infatti ad ognuno dei due valori di » solu-

zioni della (7.3') bisogna associare i tre valori di ¢ forniti dalle (7.3).

Per la stabilitd si ha Pequazione caratteristica:

¢on

2
4, =2 +a)—aBi—ar?, A2:m3[402—§—(c—3~a—a—°

2

18

K
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Le condizioni di stabilitd sono pertanto:

n>%—1T1, E—pnr 4+ (1—212 <0,

Riferendoci alla Figura 1, le soluzioni stabili sono quelle che corrispondono
ai punti della metd superiore del cerchio: infatti & subito visto che la seconda
condizione assorbe la prima; ci si viduce quindi a cercare punti che stiano sopra
il ramo di iperbole di equazione

g+ (1—2F) =0,

contennto nel semipiano 5 > 0. Poiché questa iperbole taglia il cerchio secondo
il diametro orizzontale, si ottiene il risultato. I punti singolari si presentano cosi
a coppie, in cui & stabile il punto con 7 pilt grande. Le tre coppie sono composte
di punti che presentano simmetria ternaria, in quanto si passa da uno all’altro
agumentando I’argomento ¢ di 2x/3.

T immediato notare a guesto punto che i risultati trovati valgono per il
sistema in tre variabili z, r, ¢ di partenza, essendovi stabilitd rispetto a 2z per

ogni soluzione.

a3

Fig. 1. Fig.

o

Si pud studiave anche la possibilitdh di cicli limite. Intanto ¢ ovvio che essi
stanno tutti nel piano 2 = 0 e quindi anche in questo caso basta studiare il si-
stema limite (7.2). Se si considera allora questo sistema come quello che defi-
nisce nel piano un campo di vettori w di cui dr/dr d& la componente radiale e
r-dp/dr la componente trasversa, si ha subito:

172 0
. - " ) i 2 2
div w = [—ar (rw,) -+ 0 (ww)} = 2(¢c + a)— all,— a r*.

7
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Ora se F'>§, risulta divw <0 in tutto il piano; ¢io basta per concludere
che in questo caso non vi sono cicli, per un teorema di BENDIXSON (criterio nega-
tivo, [11], pag. 167). Se invece 0 < ' <C §, essendo Vorigine instabile, si pud co-
struire una regione circolare di centro O da cui le traiettorie escono al crescere
di 7. D’altra parte, risulta dr/dr << 0 per » >+ opportuno: tutte le traiettorie
entrano dunque nel cerchio » ==¢* Si ha cosl una regione anulare da cui le
traiettorie non possono uscire. Se ora O é 'unico punto singolare, si puod con-
cludere, per un altro teorema di BENDIXSON ([11],pag.165), che esiste alraenoun
ciclo limite stabile che contiene il punto 0. Per un ciclo limite, la » della solu-
zione generatrice, inveece di essere costante a meno di termini O(e?) varia perio-
dicamente con z, essendo il periodoincognito. Una soluzione di questo tipo daper
il sistema una oscillazione di combinazione, o oscillazione con ampiezzamodulata,
che in generale non & periodica, a meno che il rapporto tra il periodo del ciclo
e 27 non sia razionale.

8. — Vogliamo ora interpretare e discutere i risultati ottenuti: per comodita
useremo i parametri normalizzati £ ed F (invece di o ed E).

Anzitutto le vibrazioni sottoarmoniche, che sono l'oggetto principale della
nostra ricerca, sono possibili soltanto per valori di & che costituiscono un inter-
vallo simmetrico attorno a & = 0, di ampiezza A& dipendente da I':

[E| <VF(1— (7/4) F),

e rappresentata graficamente nella Figura 2. Cid indica un trascinamento di
frequenza, fenomeno caratteristico dei sistemi non lineari, per cui non solo
quando la forza esterna & multipla esatta della vibrazione libera del sistema
si ottiene la vibrazione sottoarmonica (cioé con la frequenza esterna), ma le
cose vanno allo stesso modo in un intorno, determinato esplicitamente, del va-
lore zero del cosiddetto « detuning ».

Vediamo ora come si comporta il sistema retto dall’equazione (B) al variare
di £ tra — co e + oo, se si fissa #. Le configurazioni possibili, rappresentate per
semplicitd sul piano limite 2 = 0, sono quattro, rappresentate nella Figura 3
e nella tabella seguente:

() un ciclo limite stabile; un fuoco (o nodo) instabile nell’origine;

(b) Yorigine instabile come nel precedente; 3 colli; 3 nodi (o fuochi) stabili;
(e) un solo punto singolare, ’origine, stabile (nodo o tuoco);

(d) Yorigine (nodo o fuoco) stabile; 3 colli; 3 nodi (o fuochi) stabili.

Dal punto di vista fisico, nella configurazione (a) il sistema presenta una
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oscillazione di combinazione, nella (b) oscilla secondo una delle tre sottoarmoniche

stabili, a seconda della fase iniziale; in (c¢) ¢ rappresentata 1'oscillazione armo-
nica, o eteroperiodica, del sistema. Il caso pilt complesso ed interessante ¢

/ 1

(@) 6} [ )

Fig. 3.

quello della configurazione (d), in cui a seconda delle condizioni iniziali il sistema
pud presentare o l'oscillazione armonica o loscillazione sottoarmonica (con
fase opportuna). La successione di configurazioni per cui passa il sistema ¢ la
seguente: '

0<F<1)2 (a) = (b) —(a),
12<F< 47 (¢) = (d) — (¢) ,
F>47 (e).

Se invece teniamo fissato £ e facciamo variare F, naturalmente tra 0 e -- oo,
metteremo in luce altri aspetti del complesso fenomeno.

Precisamente, cominciamo a supporre & =0 (risonanza sottoarmonica
esatta) e vediamo come varia 7, ciod, fisicamente, I’ampiezza della componente
variabile dell’oscillazione rappresentata dalla 2,(t). B ovvio che# = 0 corrisponde
ad una vibrazione armonica ed % 7= 0 ad una oscillazione sottoarmonica o di
combinazione: in quest’ultimo caso, per ogni valore di F' la 7 non ¢ pilt costante,
ma varia tra un massimo ed un minimo in dipendenza dalla forma del ciclo
limite. Il diagramma ¢é riportato in Figura 4.

Se dunque si fa crescere F' a partire dal valore zero, il sistema oscilla secondo

1a sottoarmonica fino a quando F non ha raggiunto il valore 4/7: dopodiche

passa ad oscillare secondo ’armonica (che ora & stabile); nel passaggio si produce
un salto di » che costituisce il fenomeno dello « jump ».
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Se invece si fa decrescere #' da valori grandi, superiori a 4/7, il sistema oscilla
secondo armonica fino ad F =4, e poi salta all’oscillazione sottoarmonica,

con lo jump in #; il fatto che questo avvenga ad un valore di # inferiore a quello

4y

e
R
P eessertet

s

Fig. 4. ig. 5. Fig. 6.

trovato in precedenza quando si faceva crescere F' costituisce il fenomeno
della «isteresi ».

Trattiamo ora il caso & = 0, supponendo pero & abbastanza piccolo per modo
che per F'== { esistano ancora le sottoarmoniche. Si ha allora la Figura 5 che mo-
stra ancora il fenomeno dello jurp e della isteresi, relativamente ad un pilt pic-
colo intervallo di valori di F. Lia novitd ¢ data dalla comparsa per i piccoli valori
di F' dell’oscillazione di combinazione, che sostituisce la vibrazione sottoarmoni-
¢a ora impossibile a causa del troppo grande valore di & Poiche il meccanismo
della variazione di un ciclo limite al variare di un parametro & ancora poco
noto, mi limiterd a questo punto ad ipotizzare un comportamento semplice che
& descritto in Figura: precisamente suppongo che il ciclo sparisca quando si

generano le tre coppie di punti singolari che rappresentano le vibrazioni sotto-
armoniche in modo che vi sia continuith tra ’ampiezza del ciclo ed il valore

di r corrispondenti ai punti singolari: essi, in sostanza, nella configurazione
critica di transizione starvebbero sopra il ciclo.

I1 caso in cui & ¢ ancora tale da assicurare lesistenza di sottoarmoniche

per un intervallo di valori (#,, F,) di F che escluda F' = 1, presenta Uesistenza

MYy
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sicura di un ciclo limite per 0 << ' < F; e per F, << F' << L. Un possibile schema
di oscillazione & dato in Figura 6.

Infine se & & cosi grande che non esistano mai sottoarmoniche, il sistema
ha un ciclo limite per 0 << F' << % ed una oscillazione armonica stabile per F > 1.
10 plausibile pensare che il ciclo spariscs adesso racchiudendosi nell’ovigine per
F == . Risulta evidente la possibditd di migliorare questa prima analisi stu-
diando pit & fondo i cieli ed il comportamento di tutte le traiettorie del sistema .
(7.2).

9. — Consideriamo ora l'equazione

dz

(©) @+ 8{2 ox + (aa—; + ﬁ)(xa/g—m)} =~ B cos(3 1) (>F),
\* @

il cui sistema di ANDRONOV ¢ WITT risulta:

dr . Ay B ., 7 1, i
dep By

] "
L= 20— (a—p)1 T sin(3 p)

I punti singolari del sistema si dividono in tre gruppi. Anzitutto i punti con
7 ==0 che sono: l'origine, stabile per E;>2 ed instabile in caso contrario;
i due punti simmetricir =0, 2z = - Vi 3(1 — X;/2) che esistono soltanto quando
X< 2.
‘ I1 secondo gruppo ¢ costituito dai punti singolari con z = 0, per cui si ha la
equazione risolvente in #:

R S L L A T
167°  (e—p2 ' |4 2 ’

72 E:
che, posto = === F, 20 = §a— f), diventa

b (BF—2) + (1—2F) =0.
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Essa coincide quindi con la (7.4) gia studiata, ed ha un massimo di sei punti
singolari. Per quanto riguarda la loro stabilitd, si ha un esponente caratteri-
stico:

uy = 21 — 2y — 2F)

e gli altri due verificanti I'equazione
=4 p + A4, =0,
con
Ay = 2(e— B — 2n— 21, Ay =—3(a—p)[E2—n? -+ (1 —2F)2].

Si hanno cosi due condizioni di stabilith e, come al n. 7, si verifica subito che
sono stabili i tre punti singolari corrispondenti, per ogni £ fissato nell’intervallo
di esistenza A&, alle intersezioni di & = costante con la metd superiore del cerchio.

Infine, il terzo gruppo di punti singolari, per cui sia  che z sono = 0, ¢ dato
da

S
(9.2) J H.i_? Sin(s ¢) = f_” ;
~ 7‘%008(3(;0) = g? +;~2——(A ——1—?)
Eliminando ¢ e ponendo
==z, %-;:F, 74—2:77, 20 =¢&(a—p),

si ha subito:

i 1——2F~—§—277 == ()
(9.3) 3

1 g F =g +[C +q—(1—2F).

Si ottiene cosi un sistema di due equazioni nello spazio (£, #, {) che rappre-
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senta una linea: i punti singolari per ogni valore di £ si ottengono segando la
linea col piano £ = costante.

Poiché 1a prima equazione rappresenta un piano e la seconda un paraboloide
ellittico, come si verifica facilmente, la linea di cui parliamo & sempre una el-
lisse che varia al variare del parametro ¥, che compare nelle equazioni. (i in-
teressano evidentemente i punti delia linea per cui £ >0 e  >0. Dobbiamo
quindi subito limitarci ai valori di ' < §. E utile per semplicitd ridursi al piano
¢ = 0 dove la nostra linea si proietta nella curva

(9.4) £ 125 £ (—20 +39F) +4(1—2F)2 =0,

che ¢ ancora ovviamente una ellisse, simmetrica rispetto all’asse 5, di cui si deve
prendere la parte che sta sotto la retta n=L— F. Per 0 < F<1/4 si ottiene
tutta Dellisse, mentre per 1/4 < F<C1/2 avremo una porzione goltanto. No-
tiamo subito che la retta = L -— F coincide col semiasse orizzontale della nostra
ellisse per F = 5/11. 8i ottengono cosi dei punti singolari se vale la condizione:

2F 79
Pl — 1 ——F
< 5 ( 40 ) ’
e tenendo conto che ad ogni valore di » si associano un valore di + e tre di g,
mentre ad ogni { associamo due valori simmetrici di 2, si ha la tabella:
0 << F<C1/4: dodici punti singolari;

1/4 < F<5[11: dodici punti singolari per valori grandi di ¢ ridotti a
sei per

B (l—2 F)(F~§);

5/11 < F'<C1/2: sempre soltanto sei punti singolari.
La stabilith si ottiene studiando Pequazione caratteristica:

W—Adyp? A, u— A4, =0,
in cui si ha:

[ A, =—do(l — 2F — 2g))

4, =16(c— B)(1 —2F —21) (1 — 2F — 5y) — 3(.— P)2 [4(1 — 27)2 —
— 249 (1 —2F) + 35 % + £2]

| Ay =12 B (a— )2 (1 — 2F — 2)[£2— 25 72 + 4(1 — 2F)°] .
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Poiché ora l'equazione & di terzo grado irriducibile,” si devono applicare le
condizioni di Rouru-HurwITZ che assicurano che tutte e tre le radiei siano a
parte reale negativa. La prima condizione 4,<0 ridd n<$— F, che & la
limitazione necessaria perché i punti singolari esistano. La seconda A4;<C0,
tenuto conto del verificarsi della prima, si riduce a

25 L 41 —2F)2<0.

Nel piano z == 0 Uellisse proiezione (9.4) & tagliata secondo il diametro oriz-
zontale per modo che risultano sicuramente instabili i punti appartenenti alla
meth inferiore di essa. Infine la terza condizione A,4;-— 4, >0, tenuto conto
delle precedenti, da:

38 (a— )2+ Byt (21 a2 —38 ¢ f—15 f3) -+ 41 —2 F)2 (3 02— 10 a f-+ 3 %) +
+ 8oy (l—2F) (23 f—a) >0.

Poniamo A = x/f. Risulta naturalmente A >1. Ora nel piano &, 5 Pequa-
zione

(9.5) 3£2(A—1)2 -5 X34 - 1)(TA—18) 4+ 84An (1 —2F)(23 —92) +

e 41— 2F)2 (342 — 102 -+ 3) =0, z:%>1,-
rappresenta una ellisse per A >15/7, una parabola per 4 = 15/7 ed una iper-
bole se 1 < A< 15/7. Con una semplice discussione geometrica, ¢i si convince
che questa condizione & verificata per i punti della semiellisse superiore che dob-
biamo prendere in considerazione in base alle condizioni precedenti. Consideria-
mo infabti le intersezioni della conica (9.5) con Vasse #, che sono:

1 A
1—2m 2= g =20 —2F) — 2

B 31 — 3
= 3. o 1 TA— 15

[STR N ]
Y

Quando A >15/7 la conica & un’ellisse; risulta subito che entrambe le in-
- - 2 F . .
tersezioni stanno sotto la retta 7 =9 =-(1—2F) + :-Oche ¢ il semiasse
o 1]
orizzontale dell’ellisse (9.4). Tanto basta per concludere che la terza condi-
zione & verificata nei punti della semiellisse superiore (9.4), dove possono essere
locati i punti singolari stabili. Se invece 1 << A < 15/7, la conica (9.5) & iperbole
o parabola; poiché g, < 7, per il ramo inferiore vale la considerazione prece-
dente. Per il ramo superiore risulta, per certi valori di £ ed F, 7, <7 e quindi
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vi possono essere intersezioni con la semiellisse clre ci interessa, ma vale la re-
lazione 7, > % (1 — 2F). Ci6 significa che le intersezioni stanno sopra la retta
7 =4 (1 —2F) che limita l'esistenza dei punti singolari. Per i punti della se-
miellisse sotto questa rétta, che corrispondono a punti singolari per il sistema,
vale dunque anche in questo caso la condizione 4,4;— 4, >0. Poiché valgono
gid le prime due, essi sono stabili.

16. ~ Esponiamo ora i risultati completi per questo complesso sistema.
Anzitutto vi sono vibrazioni armoniche del sistema rappresentate dall’origine,

Arm .

! o< Fet

3w

che & stabile per H; >2 e dai punti simmetrici » =0, z = 4+ V/3(1 -:J—E-ﬁ/?_r)
che esistono e sono stabili soltanto se H;< 2. A differenza del sistema retto
dall’equazione (B), si ha ora sempre almeno una vibrazione armoniea stabile.

Le sottoarmoniche con z = 0 sono rappresentate da punti singolari che sono
praticamente quelli gid studiati nel caso dell’equazione (B), mentre la novitd
& data dalle sottoarmoniche con z 5= 0.

In primo luogo, queste sottoarmoniche esistono in un insieme di valori di &
interno all’insieme in cui esistono le sottoarmoniche con z =- 0. Pud inoltre
presentarsi il fatto che in wn intervallo di valori di & comprendente 1’origine
(e simmetrico come tutti gli intervalli che stiamo considerando), esista soltanto
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la sottoarmonica instabile, per modo che si ha una maggior varietd di casi pos-
sibili, come mostra la Figura 7.

Per istituire un confronto tra i due tipi di sottoarmoniche, si possono osser-
vare le Figure 8, 9, 10, in cui in ascisse & portato £ ed in ordinate la quantith %
che rappresenta in ogni caso il quadrato dell’ampiezza (misurata in convenienti
unitd) della componente r sin(¢ -+ @) della nostra vibrazione. Mentre per 0 << F <
< 1/4 le sottoarmoniche dei due tipi procedono separatamente, per 14 << F<<
< 1 si vede che le sottoarmoniche con z 7 0 cessano di esistere quando il punto
singolare che le rappresenta ha la sua coordinata # sulla retta 5 = T—F. Si

Fig. 9. Fig. 10.

verifica subito che per questo punto la z ¢ nulla e che quindi esso ¢ finito nel
piano z = 0. Il fatto allora che per questi punti della figura passi esattamente
una delle sottoarmoniche con 2 == 0, significa che in tali casi una sottoarmonica
con z = 0 sparisce tendendo alla sottoarmonica instabile con z = 0.

Precisamente, per 1/4 < F' < 5/11 la sottoarmonica stabile con z 5= 0 tende,
al decrescere di &, alla sottoarmonica instabile con #z = 0; invece, per 5/11 <
< F' < % non vi sono pitt sottoarmoniche stabili con 2 5= 0 ed ¢ la sottoarmonica
instabile dello stesso tipo che tende alla sottoarmonica instabile con z = 0;
questa volta al crescere di &.

Possiamo dare la seguente tabella completa delle soluzioni rappresentate
da punti singolari del sistema (9.1).
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Con- sotto- sotto-
figu- armoniche armoniche armoniche condizioni di esistenza
raz. 2 == 3 &
. 2 stabili o< F 1 #[1 '711
. ) : - pessuns 1 - £2 7 —_ - F
1) 1 instabile nessuna ssuna =r< 57 ¢ = 4
1/2
2 stabili 3 stabili 0< F <12,
II nessuna 2K 79 7
IO 11 instabile | 3 instabili ¥ o Pplcecpi1-Tp
b 40 4
1 2F 79
O<I<—, 8<—{1— —F
4’° 7 5 ( 40 )
2 stabili 3 stabili 6 stabili oppure:
(ITI) . 1 s
1 instabile 3 instabili 6 instabili 1 << i1’
. 1 2Ff, 79
1—-2F | FP—_ Ll B LS
( < 4)<§ <= ( o )
1 1
; < F< 3 ?
2 stabili 3 stabili 2
v ] i 3 stabili 6 instabili
1 instabile | 3 instabili (- 2F>(F - 21:)
3 stabili . 7
(V) | 1 stabile. 3 stabili - nessuna | —<F<-, @< Pll——F
3 instabili 2 4
- << —, §2>F<1—-F)
(VI) 1 stabile nessuna nessuna oppure:
4
>, & qualsiasi
i

Per valutare il comportamento del sistema va inoltre tenuto presente che,
come si vede subito dalla prima delle (9.1), le soluzioni per cui inizialmente la
# & zero non possono lasciare il piano # = 0. Vi potranno anche essere soluzioni
quasi periodiche rappresentate dai cicli limite del sistema (9.1), ma la loro ri-
cerca ¢ assai complessa perché urta contro le note difficolti che si incontrano
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nel passaggio dal piano allo spazio. Sarebbe possibile provare, con ragionamento
analogo a quello fatto in [1], Vesistenza, sotto opportune condizioni, di un ciclo
limite stabile, ma il problema resta aperto e si potrad affrontare in wulteriori
lavori.

Se si fissa F e si fa variare £ da — oo a + oo, si ha la successione di configu-
razione possibili per il sistema:

0< F<1/d (I) = (IT) — (IIT) — (I1) - (1),
1/4 < F< 5/11 (I) = (IT) = (IIT) = (IV) - (IIT) — (IT) = (),
B/l < F<<1/2 (1) — (II) — (IV) — (I1) — (I),
12 < F< 47 (VI) = (V) = (VI),

F>4/7 (VI).

I1 comportamento del sistema, per & fissato, al variare di F & indicato nelle
Figure 11, 12, 13, 14.

Si presenta il fenomeno dello jump tra sottoarmonica con z = 0 ed armonica
stabile rappresentata dall’origine O come gid visto al n. 8, nell’intervallo 1 < F <
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< 4/7; inoltre compare un nuovo fenomeno di jump da sottoarmonica a sotto-
armonica; precisamente, quando la sottoarmonica stabile con z == 0 tende a
sparire, la z — 0 ed il sistema; restando ora z = 0 al crescere di 7, deve saltare
alla sottoarmonica stabile con 2 = 0.

pe

n
"

Questo jump avviene senza isteresi, perché partendo da punti con z = 0
si resm nel piano z = 0.

Oltre a questo fatto, nuovo rispetto allo studio dell’equazione (B), si pre-
senta anche la coesistenza di vibrazione armonica e vibrazione sottoarmonica
per ogni valore di F': ¢id significa che per opportune condizioni iniziali si pub
avere sempre dal sistema la vibrazione armonica al variare di 7.

§ 3. - Sottoarmoniche d’ordine 3: i casi eritiei.

11. - Se supponiamo ora che la forza esterna agente sui sistemi mecea-
nici ed elettrici considerati sia anch’essa piccola dell’ordine di &, come avviene
nel caso di risonanza armonica che ho trattato in [1], non & pit valida la tratta-
zione fatta nei numeri precedenti, perché, ponendo ¥, = 0 nei sistemi di An-
DrONOV e WITT, essi cambiano dec samente per guanto riguarda il comporta-
mento delle traiettorie e dei punti singolari, almeno nei casi fisicamente pitt
interessanti.
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Se prendiamo in esame l'equazione (A), il sistema autonomo associato é:

dz 22 ¥2
e D EERN I
dr /92(1 vy 2)
dr L
(11.1) a;zﬁ(a—ﬂ) 1 4 2? +7 (e > f >0).
d(pb o
dr

5

Questo sistema, pur assai differente nell’aspetto dal suo corrispondente del

n. 7 ha ancora un solo punto singolare stabile, cio® 'origine, a cui tutte le altre

traiettorie tendono al crescere di 7. Pertanto, anche in questo caso il sistema

retto dall’equazione (A) presenta sempre la vibrazione armonica stabile.
Per 'equazione (B) avremo invece:

[ de

—== 202

T

1. o2
(11.2) b Yeylera—als 12
' dr 4

de

R

dz ©

1 subito visto che Vorigine & punto singolare instabite. Si presenta ora il
ciclo limite:

(e +
2 == O’ gy o=y = 1/_(0 i (L) )
17

Si tratta di un ciclo avente la forma di un cerchio, che risulta, come subito
si vede, stabile. Esso rappresenta la famiglia oo di soluzioni:

a(t) = rosin(t + ) + e X(1) + O(e%),

al variare della fase . Dette soluzioni sono periodiche solo se ¢ = 0, altrimenti
saranno quasi periodiche. I perd da rilevare che la loro ampiezza in prima
approssimazione si presenta costante e non modulata, come di solito avviene
per tale tipo di soluzioni (ad esempio quelle introdotte al n. 8). Chiameremo questa
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categoria di soluzioni vibrazioni a fase variabile. L’esame della loro stabilith
va fatto partendo dall’equazione alle variazioni associata ad una soluzione:

2

(11.3) & 4+¢& + 6[—@& +20¢& +obtags (fv;‘&)] + 2ae* o5 [0, XE] +- 0() =0,

essendo @,(t) = 7, sin{t + ¢). Tale equazione & lineare, a coefficienti periodici,
di periodo 2z, I1 suo studio permette di trovare gli esponenti caratteristici della
soluzione, che dipendono da &, con uno sviluppo asintotico di cui wna facile
applicazione del lemma esteso di CARTWRIGHT, come gih fatto nel n. 2, assicura
la validitd per & piecolo.

Cominciamo a supporre ¢ = 0 ed esponiamo sommariamente il metodo di
calcolo. Per ¢ =0, gli esponenti caratteristici valgono 0, 4, — i (e sono definiti
a meno di 2ni). Per trovare i coefficienti dell’ordine di & nello sviluppo di detti
esponenti, conviene porre:

£=cy,

per cui la #(#) verifica I’equazione:

(1L4) 747 + e{(zc a)n + 2y +on—

P12 .

h [2 cos (2t + 2] +pnn + 3 u 7} = 0(g?) =20

- (0 + a) d#?

di cui cerchiamo le soluzioni periodiche, che si avranno naturalmente per op-
portuni valori di u. Sviluppiamo # in serie di &1 #9(t) = + e -+ O(e?).
Si ha allora:

7, = A + B cost + Csint,
mentre 1a 7,(t) deve soddisfare all’equazione:

(11.5) 7+ + (2¢ +a) o + 209 + e — (¢ + @) 3 [2 cos(2t + 2¢) 7] -

e +3un=0.

Volendo ora che #(t) risulti periodica, si devono eliminare nella (11.5) i
termini risonanti cio¢, quelli del tipo A -+ I cost + N sint (A, M, N costanti).
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Cid comporta:

A4 +cd =0,

B[(c + a)(cos2¢ — 1) — 2u] + O[20 — (¢ + a) sin2p] =0

B[— 20— (¢ + a) sin2¢] -+ C[— (¢ + a)(1 + cos2¢p) —2u] =0 .
La prima condizione & verificata per 4 = 0, oppure per g, =—c¢ << 0. La se-
conda e la terza condizione costituiscono un sistema che ammette la soluzione
B = ( = 0, oppure soluzioni con B e ¢ non entrambi nulli e u dato dall’e-
quazione

ut -+ ple +a) -0 =0,

che ha due radici a parte reale negativa. Si ottengono cosi per la (11.4) tre so-
luzioni periodiche, a meno di O(e?), scegliendo 4 #0, u =y, B = C =0,
oppure A =0, g =y, (0 u = p,), B e C soluzioni non nulle del sistema for-
mato dalle ultime due equazioni. Poiché le tre soluzioni sono linearmente indi-
pendenti, ogni altra soluzione di (11.4) si ottiene per combinazione lineare di
esse ed & quindi periodica a meno di O(e?). Tanto basta, in base alla teoria
classica di FLocquwr, per concludere che per ¢ 7= 0 le nostre soluzioni a fase
variabile sono stabili avendo i tre esponenti caratteristici

Ay =—2mece -+ 0(&?)
(11.6) Fo =1 -+ 2w e yuy + O(e?)
Ay == —1 -+ 20 &y -+ 0(&Y)

Se ora si suppone ¢ = 0, cio¢ si passa alle soluzioni periodiche, si ha:
Ly =— (¢ +~a)<0, s = 0.
Bisogna dunque proseguire la ricerca per il terzo esponente caratteristice,
con lo stesso metodo, niettendo in conto i termini O(e?), in cui ovviamente in-

terviene la parte X(¢) della soluzione che vale

7 7,

. I
X(t) = o + f cost + y sint —— sin(3t) — -é" (¢ + a) cos(3t = 3¢) .

19
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Fatti 1 caleoli, si ottiene il risultato
Ay =—1i + da? & pu, + 0,
con
Uy = %ﬁ’ [% cos(3p) — B sing — y cossv} .
Tenendo conto dell’espressione di f, v dedotta dalle condizioni
X(0) = X(0) = X(0) =0,

si arriva alla formula definitiva:

— 7, . § .
(11.7) Ly == %—"eomp- [3 ro{¢- a) sin® p — D (1 + 2 gin® qa)] .

B necessario discutere il segno di g, in quanto si ha stabilitd solo per u,<0.

7.
A

' i o s . . . 3rgle + a) .
Consideriamo il piano di coordinate polari p :»‘% e p. La curva di

neutralith g, = 0 si spezza nella retta cosp =0 e nella curva di equazione
polare:
1 -+ 2 sin?gp
e 12sind g
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rappresentata in Figura 15 nel piano di assi X = gcosg, ¥ = gsing. Per
avere stabilitdh ocecorre che p e ¢ cadano nelle zone tratteggiate della Figura.
Fuori di queste vi ¢ sicuramente instabilitd; P’esame, andrebbe proseguito
sui contorni in cui u; = 0 perché 1 risulta:

g ==—1 + 873 uy + O(c") .

Su questi contorni sbanno i punti

374 3x
7
6

92:1) @ =

©°
i
-
=
I
< b

che corrispondono alle soluzioni esatte di (B) per cui sono nulli identicamente
X() ed 1 termini O(e?). Tali soluzioni, di interesse teorico, sono instabili perché
si ha .

(11.8) Uy = (1/162) (¢ +a)2 (9a +25¢) >0.

12. — Passiamo ora ad esaminare I’equazione (C): in questo caso avremo il
sistema autonomo

dz 22 g2
o =
dr pz (1 3 2)
dr 72
(12.1) o= (oc-—ﬂ)(l —“ZL—E) (¢ >f>0).
de
T
dr o

Esso ha come punti singolari Vorigine instabile e i1 due punti simmetrici
stabili:

z::i\/E‘ ‘)’::O,

Inoltre vi sono tre cicli:

z:*_‘O, ’)'::2; Z:.zivg, }‘.—:::]/
1]

ol wi
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Di essi & stabile solo il primo, che corrisponde alla soluzione
o(t) = 2 sin(t -+ @) + & X(1) + 0(e*) ,

alla quale applichiamo il metodo precedente. Se ¢ = 0 le soluzioni a fase va-
riabile sono stabili, mentre per ¢ = 0 gli esponenti caratteristici risultano:

A = —27 fe -+ O(&?)
(12.2){ & =i~ 2m(e—p)e + 0(s?)

2 D
Ag=—1+2m2e(o—f)cosp- [§ (9 oo —f) sindgp— -GE— (1 -+ sin? <p)] +0(&).

TEssi sono perfettamente analoghi a quelli del sistema precedente, in particola-

re il terzo si studia arrivando a zone di stabilitdh come in Figura 15. Anche
.. — 2 n Bm 3=

qui vi sono soluzioni esatte per Z =3 (9 — p), =G G0 T Esse

&

sono instabili perche per esse

(12.3) Jo =—i 4+ SS9 B + 0L

Vale la pena di osservare che per le soluzioni periodiche (¢ = 0) due dei
tre esponenti caratteristici ora determinati coincidono con quelli del ciclo,
in accordo con la teoria. Per .quel che concerne le soluzioni non periodiche
(¢ 5= 0) cid non accade piu: pur essendo ancora rappresentate dal ciclo nel
metodo di ANDRONOV e WITT, esse presentano tre esponenti caratteristici,
tutti distinti da quelli del ciclo. Inoltre, se si fa tendere § a zero in (C) oppure
si fa tendere ¢ a zero in (B), si ottiene, come osservato al n. 6, Vequazione di VAN
pER Por derivata rispetto al tempo. Essa ha soluzioni sottoarmoniche esatte
studiate da G. Coromso [12]. Il nostro calcolo del terzo esponente caratteristico
(11.8) o (12.3) rida al limite il risultato numerico trovato da questo Autore.
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§ 4. - Sottoarmoniche d’ordine » == 3,

13. ~ Cominciamo a studiare le sottoarmoniche d’ordine # >3, cio¢ sup-
poniamo che la forza esterna sia ora E cos(n 1).
Per Vequazione (A), si oftiene subito il sistema:

[ dz B 92
B — 120
& ﬂz(zaz)
ar B .7 _
3 E:*(“_ﬂ)"'<1 'FE “?*Z“Tz) (e >f >0).
de
9
dr o

Attraverso questo sistema si vede, come nei ecasi precedenti, che mnon vi
sono altri punti singolari diversi dall’origine; questa & stabile e ad essa tendono
tutte le traiettorie. Pertanto il sistema ha la solita oscillazione armonica:

x(l) = Hysin(nt) + ¢ X(t) - O(e?).

Per 'equazione (B), avremo:

dz

—_— =22

dz

dr [ ( R Eg)]
— =7r|¢+ a—alz® 4 — F —

dz \ 4 2

do

<L =2¢.

dr ¢

Questo sisterna ha come unico punto singolare origine, che & stabile per

2(c-+a) . 2(c +a . R . .

2ot e perd B < (—T), oltre all’origine, punto singolare in-
p

v

B>

stabile, avremo il ciclo limite:
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che risulta stabile avendo gli esponenti caratteristici
Uy =—2¢< 0, Y = 4a By—2(c +a)] <0, Us =0

Il ciclo rappresenta, come gid osservato al § 3, soluzioni quasi periodiche
a fase variabile, se ¢ 7% 0; Iesame diretto dell’equazione alle variazioni mostra
che esse sono stabili. Se poi ¢ = 0 (risonanza sottoarmonica esatta), il ciclo
rappresenta un sistema di co! sottoarmoniche al variare della fase p. Xsse pre-
sentano la forma seguente:

a(t) =1, 8in(¢ + @) + H, sin(n t) + ¢ X&) + 0(e?),
con

(13.1) X(t) = o + Esin(t + @) + > [ cos(k 1) + v, sin(k )] .
k

Nella (13.1) I'intero k assume i valori: 3, n — 2, n, # + 2, 20 —1, 204 1, 3%,
mentre le costanti o, R, ¢ vanno determinate attraverso le ocndizioni iniziali

X(0) = X(0) = X(0) =0,

e saranno quindi legate ai coefficienti di FOURIER uy, ¥ .
Per queste soluzioni avremo due esponenti coincidenti con quelli del ciclo;
il terzo esponente, a conti fatti, risulta ii seguente: '

Dy == — i — 72 a1y 2 R cos(p— @) + O(&8) .
La condizione di stabilitd viene tradotta quindi dalla semplice limitazione
cos (p— ) >0,

la quale mette in luce come la stabilith di queste soluzioni sia subordinata
esclusivamente alla differenza di fase g—g . v

B da notare espressamente che non vi possono essere qui soluzioni esatte
per cui la X(¢) ¢ identicamente nulla insieme ai termini O(e?). Infatti risulta

— a BB
= o 0.
Han 9n—1 *
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Passiamo ora allo studio dell’equazione (C). 11 sistema di AxpDrONOV e WITT

& ora:
dz E* 2 42
— =2 fz{1— L
dr 3 2

dr E? 72
(. N e JT S
i (o ﬁ)?(]. 5 2? 4) (> f>0).
de
i eid 2
dr o

Se E:>2, il sistema ammette come unico punto singolare 1’origine, in-
stabile; tutte le traietforie tendono ad essa.
Per studiare il caso K< 2, considero il sistema ausiliario, in due variabili
r, %, costituito dalle equazioni:
[ ar 22 72
e, L
dr ﬁz (A 3 2) )
dz 2
(—1; == (a““ﬂ)7 (‘}‘.——- .o“—'z)
Esso ammette i seguenti punti singolari:
0(0, 0) nodo instabile, 4(24/2, 0) nodo stabile,

B, B' dati da (0, 4 1/37) nodistabili, ¢, ¢’ dati da (l/_s.i, + Vﬁ) colli .
1] 13

Per il nostro sistema, nelle variabili 2, 7, ¢, si hanno cosl come punti singolari

T’origine instabile ed i punti B, B’ stabili. Si hanno inoltre tre cicli: un ciclo

stabile in corrispondenza di 2 =0, » = 2\/2 e due cicli instabili in corrispon-

denzadiz:;}:]/ﬁ'.r:: =
2

I punti singolari stabili rappresentano le solite vibrazioni armoniche, mentre
il ciclo stabile rappresenta per o = 0 vibrazioni quasi periodiche che risultano
stabili. Per ¢ = 0 il ciclo stabile rappresenta oo' soluzioni sottoarmoniche che
hanno due esponenti caratteristici eguali & quelli del ciclo. Calcolando il terzo
si ottiene, analogamente a quanto visto nel caso precedente,

Jo =—i—4 e (@—f) AR cos(p—q) 4 0(e) .
La condizione di stabilith ¢ quindi ancora:

cos(p— @) >0.
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14. — Passiamo ora alle sottoarmoniche d’ordine = == 2. Per 'equazione
(A) si ha il sistema autonomo:

dz B? 22 72 B

e 282 ] o P Y

T B [1 F +3 i 2] 27 B, sin(2¢)

dr . I o1 .

L= (e~ B) 1 [1 T + 22 - T —z2 b, sm(Z(p)] (x>B > 0)
de

i 20 — (o0 — 2B, cos(2¢)

Ancora I'unico punto singolare ¢ Uorigine, stabile. Cido corrisponde ad una
vibrazione armonica stabile.
Per Pequazione (B) il sisterua autonomo & il seguente:

dz
— == —2¢z
dz
dow‘ ‘ E: . 72 B sin(®
d—r_7 0—,~c¢—a—2~-az maz—-aw o Sin{2¢)
de
L =2 ¢g—azF,cos (2¢).
L de 0 (2¢)

vi ¢ solo la

2
La discussione dei punti singolari & semplice. Se B2 > 2 j 2 vi

origine, stabile; in caso contrario accanto all’origine, instabile, compare il
ciclo stabile

2==0, ’r:?‘oxVﬂf._*_a)_ZEg.
o
Ad esso si associano, al solito modo, oot soluzioni che per o =0 sono quasi
periodiche e stabili, mentre per ¢ = 0 risultano periodiche con due esponenti
caratteristici coincidenti con quelli del ciclo e quindi a parte reale negativa.
I’indagine sul terzo esponente caratteristico, condotta utilizzando I’equa-
zione alle variazioni, d& il risultato:

Ay =— 1 -+ 4 52 ;L:; - 0(83) H

<

. 3
B, sin(2p) + —
o

E; (¢ + a) sin(de) -+ %% cos (wwi)] ;

bl RH

Uy == — @ [_._
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essendo ora

N L]
X(t) = o ~ Bsint + @) + 3 [ cos(kt) -+ v, sin(1)] .
2

R==

La condizione di stabilith u;<C 0 risulta ora assai pill complessa di quelle
ottenute nei casi precedenti in cui % >3, ma tuttavia pud essere usata con-
cretamente per verificare se una data soluzione periodica & stabile o no. Anche
qui non vi sono soluzioni esatte, perché non & possibile annullare contempora-
neamente tutti i coefficienti di X(¢).

15. — Consideriamo ora il sistema di ANDRONOV e Wirt associato all’equa-
zione (C):

dz B2 22 2 .
——-:282[ e—-;“—-——-—i‘— §7‘2E081n(2(p)

dr

d,. E‘Z 7.2 A

(15.1) é=ﬂa~ﬁw[lw~§—%h-zszwm@@} (€>pf>0).
o _ s g — (o — p) 2 B, cos(2¢)
ar 0 ¢

Tsso ammette anzitutto come punti singolari lorigine, stabile se Hj >2
ed instabile in caso contrario. Se E*<C 2, vi sono i punti singolari simmetrici

pee0, g ‘/3(1——) ,

che rappresentano ancora delle vibrazioni armoniche del sistema.
Cerchiamo ora i punti singolari con z = 0, » 5= 0. Essi verificano le condi-
zioni:

sin(2¢p) = 0

{
l
(15.2) ‘ iﬂwi —Lﬂ
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Percid se By<< 2 e o =: 0, avremo i quattro punti:

2 .
Joe - 3.‘/7

=
z2=10, 7=y = 2 /]——2-5 @ =0, =3 P =T, @ =

Infine, si presenta la possibilita di punti con # =0 ed + =0, per cui:

%o
I, cos(2¢) = -
z Il cos(Z2g) p
It 2
(15.3) z I, sm(Zq)) =1 _.E__ zz_,z

2 ~2 2
7'2 EO Sin(2(P) frond 42 (] _ E_Q __:. — q__) .

2

20 r -
24, p=—, F= ——°, 81 riconduce

_/3”"

la ricerca di questi punti allo studio delle possibili mtelsezmm delle curve:

Eliminando ¢ e ponendo & =

(€ +7—1 4202 +§ =4CF

(15.4) ¢
1 77(1——2F~—C-77):C(1—~ 2F — - — 77)

La prima rappresenta, al variare di &, nel piano %, {, una famiglia di parabole,
di asse

4+n+F—1=0,

=

g 2
il cul vertice ¢ 'n =1 —- —F - Zﬁ . C = —1’ -+ fp ; pertanto al crescere di &

dal valore zero, la curva si sposta verso sinistra. Le parabole intersecano I’asse

£ in
G =1 +ViF1 —F)—&,  =1—A4P1 —F) &,

T subito visto che non ci sono intersezioni nel 10 quadrante per &2 > 4F(1 —- F).
La parabola ottenuta per & = 0 & tangente all’asse  nel punto o’ =1 —2F;
tutte le altre parabole non intersecano l'asse .
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La seconda curva & una iperbole, passante per 1’origine e per i punti:

(1—2F, 0y, (0, 3—6T).

Tssa ha centro in ;j(l —2F), - (1—2F) e i coefficienfi direttivi degli asin-
! {
. ~3+v2r : e 1
toti sono —————-. L’iperbole degenera nei propri asintoti per F == 50

mentre la parabola degenera per F' = 0 nel proprio asse se & =0, altrimenti
in una coppia di rette complesse. Fissato £, ogni intersezione parabola-iperbole
che cade nel 10 quadrante ci d& un valore di 2* ed un valore di » >0, cui asso-
cieremo valori di ¢ dalle (15.3). In totale si vede che ad una intersezione {, 7
corrispondono 4 punti singolari, simmetrici rispetto all’asse z.

Volendo studiare la stabilith dei punti singolari trovati, si trova anzitutto
che i punti 7 =0, 2 = - 4/3(1 —27F) sono stabili per 0 < F<<1/5 e & qua-
lunque, mentre per 1/5 < F << 1/2 si richiede per la stabilith anche la condi-
zione

&2 >4(1—2F)BF—1).
Per le sottoarmoniche con z =0, se si calcola I'equazione caratteristica
W— Ay 12+ Ay p— Ay =0,
si ottiene subito

A, = 8(a— P)2-4p F(1 — 2F)2 >0,

e quindi esse sono sempre instabili.
Infine, studiamo la stabilith delle sottoarmoniche con z 70 limitandoci
al caso £ = 0, in cui la matrice caratteristica é:

[ 2
2p (1 — 2P —2— ‘;—0) B(— 2z, 7. — B, sin 2¢,) 0
(a - ﬁ)('— 2?'0 - A El’) Sin?(po) (a — ﬁ) (__ 22:‘9') 0
0 0 2(a~/3)(1_21ﬂ._zg_"

Si ha cosi subito un esponente caratteristico

po=2a— (L —2F —L—n).
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Imponendo che sia g, < 0, si trova la condizione di stabiliti:
(15.6) {+n>1-—2F.

Essa esclude dalla stabilitd i punti sotto la rvetta parallela all’asse della para-
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Fig. 16. Fig. 17.

bola passante per P(1—2F, 0). Gl altri due esponenti caratteristici veri-
ficano ’equazione:

(15.7) wr—A, -+ 4, =0,
con

A, :2/3(].—21’7—5—77)—2 @,
1
l Ay =—4Fn(x—p) l:l~—2F—C—~—217 —§-—E(1-—2F 4 L—n)2 .

La prima condizione di stabiiitd (4, << 0) & verificata per i puntiin cui vale
la (15.6); la seconda invece (A4, > 0) limita i punti stabili al ramo di destra del-
Viperbole (15.4) nella parte che sta mnel primo quadrante. Si conclude (vedi
Figure 16 e 17) che se 0 << << % vi & sempre una soluzione stabile di questo
tipo con z 7= 0, mentre per F >1 sufficientemente grande tubte le soluzioni
con z = 0 sono instabili. Infatti, I'equazione 4, = 0 rappresenta una iperbole
di centro (570 , Co) con

3 . )
mo= (0—2F), G =—c(1—2P),
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tangente all’asse 7 nel punto 7 == 1 — 2F. Le direzioni asintotiche sono quelle
delle rette 7 =0 e 7 = 4. Solo un ramo di questa iperbole ssa mnel 10 qua-
drante. I allora immediato notare che non vi possono essere punti stabili sul
ramo di iperbole (15.4) che sta a sinistra. Infatti il punto a tangente verticale
su questo ramo ha ascissa n = (3/7) (1 — 2F), mentre I’asintoto verticale della

AL

-

b

]

A pats stabiBe
4 purts cestusife 2 puntl instes

Fig. 18. TFig. 19.

iperbole di stabilith ha equazione # = (3/4) (1 —2F). Percio, per tutti i punti
del ramo di sinistra dell’iperbole (15.4) vale la condizione 4, < 0.

B da notare che il punto £ = 0, # =1 — 2F appare nelle figure come neu-
trale nei riguardi della stabiliti mentre abbiamo gid nostrato, studiando le
sottoarmoniche con z =0, che esso ¢ ingtabile. L’apparente contraddizione
¢ sanata dall’osservare che la matrice (15.5) & matrice caratteristica solo per
le soluzioni corrispondenti a z = 0, r % 0.

Nel cago £ = 0 vi sono maggiori difficoltd di carattere formale, in quanto la
equazione degli esponenti caratteristici & ora di terzo grado irriducibile [nella
(15.5) compaiono ora al posto degli zeri delle espressioni contenenti £]. Dal
punto di vista qualitativo non sembra utile approfondire la gia lunga discus-
sione.
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