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GIULIANO SORANI (%)

Convessitd e pseudoconvessitd delle varieta

reali e complesse. (*%)

In questa Nota si introduce una nozione di ¢-convessitd (e g-completezza)
per una varietd reale e si dimostra un teorema di annullamento dell’omologia
a coefficienti interi per tali varietd g¢-convesse (o g-complete).

i considera poi una varietd complessa e si studiano i legami tra il grado di
pseudoconvessita, rispetto alla struttura complessa, ed il grado di convessita
rispetto alla sottogiacente struttura reale. .

Si mostra che il grado di pseudoconvessitd della complessificata di una va-
rieth reale V uguaglia il grado @i convessity di V.

1. — Sia X una varietd reale, a base numerabile, dim, X = #n. Sia Dc X
un aperto, oD la frontiera di D. Si dice che una funzione ¢ definisce la frontiera
di D in € aD, se esiste un intorno di », U c X, tale che:

Dn U:{weX!(p(m)<0}n U.

Si dice che D ha frontiera di classe C* se per ogni punto € 3D esistono un
intorno U di # e una funzione ¢ di classe C% in U tali che:

1) (dg). #0,
@) DnU={seX|pa)<0}nT.

Sia oD di classe €2, z € 2D, T.(8D) lo spazio tangente a 6D in x. Indicheremo

(*) Indirizzo: Via Vivaldi 15, Roma, Italia.
(**) Ricevuto il 20-V-1966.
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con H(p)? la restrizione a T,(eD) della forma quadratica:

62
H(rp)mzz[ )

A Al

su T.(eD) x T, (eD).

H(p)? & una forma quadratica in n»—1 variabili. La segnatura di H(e)2,
cio¢ il numero degli antovalori positivi, negativi o nulli, non dipende dalla fun-

zione ¢ che definisce oD in « né dalla scelta delle coordinate in U.

D

. € NON

Definizione. D é g-convesso in x se la forma quadratica H(p)
degenere ed ha g autovalori negativi.

Sia f: X — R una funzione di classe C% I punti # € X nei quali df =0 si
chiamano punti ecritici di f su X. Un punto critico si dice non degenere se H(f),
¢ una forma quadratica non degenere.

Se # ¢ un punto critico non degenere, il numero degli autovalori negativi
di H(f), si chiama indice del punto critico # e si indica con i(x). Detto A, il nu-
mero dei punti critici di indice ¢ su X, si ha la disuguaglianza di MORSE:

M, > dim, H{(X, k)
per ogni corpo di coefficienti k.
Definizione. Una varicida reale X si dice g-convessa se esistono wun
compatto K ¢ X e una funzione f: X — R i classe C® su X — K, tali che:

(i) gli insiemi - B, == {(v eX | fle) < 0} stano relativamente compatii
in X, per ogni ¢ € R,

(i) la forma quadratica H(f)2Ze abbia al pit q awtovalori negativi in ogni
punto x e X — K.
Se K =g, X si dice g-completa.

Teorema 1. Sie X unavariela g-convessa relativamente ad una funzione f.
Sia ¢y = sup f. Per ¢ >¢, st ha:
K

H{Xmod B,, Z) =0 per 1 >q -1,
H (X mod B, Z) privo di torsione;

“se inolire la frontiera di B, ¢ differenziabile allora H,.,(X mod B,, Z) ¢é libero.
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Dimostrazione. ILa dimostrazione del teorema ¢ sostanzialmente
la stessa di quella data in [1] per il caso delle varietd complesse, percid ne diamo
solo una indicazione. '

Poiché H(f)Ze ha al piu ¢ valori propri negativi in ogni punto z € X — K,
ne segue che H(f), ha al piu ¢ -+ 1 valori propri negativi in ogni punto critico
non degenere x € X — K. Quindi #2)<<q¢+1 e M,=0 peri>q-+1su
X —K.

Se supponiamo che f abbia solo punti eritici non degeneri su X — K, si ha
quindi che:

H{(Xmod B, k)y=0 per i>¢-+1.

Le affermazioni del teorema seguono allora da una semplice applicazione
del teorema dei coefficienti universali.

L’ipotesi che f abbia solo punti critici non degeneri su X — XK si rimuove poi
in virtd di un teorema di TmHon [2].

L’ipotesi che la frontiera di B, sia differenziabile & soddisfatta per ¢ >¢,
al di fuori di un insieme avente misura di LEBESGUE nulla (teorema di SARD).

Corollario. Se X ¢é una varietd reale q-completa, allora:
HAX, Z) =0 per i >q + 1, H (X, Z) é libero.

2. - Sia ora X una varietdh complessa, dim; X = x. Ricordiamo che se D
¢ un aperto di €, una funzione di classe €2, p: D — R si dice g-plurisubar-
monica in D se la forma di LEvVI L(p) = 0dp ha almeno n — q autovalori positivi
in ogni punto xe D (1).

La varietd X si dice ¢-pseudoconvessa se esistono un compatto K c X e
una funzione @: X — R tali che: '

i) ¢|X— K sia g-plurisubarmonica,

(ii) per ogni ¢eR gli insiemi B, :{weX'!(p(m)< c} siano relativa-
mente compatti in X.

Se K= &, X si dice g-completa; se inoltre & g== 0, X & una varietd di STEIX.
Rispetto alla struttura reale sottogiacente alla struttura complessa di X
si possono anche definire le nozioni, introdotte al n. 1, di g-convessita e di ¢g-com-

(1) Seguendo un recente indirizzo, diciamo qui ¢-plurisubarmonica una funzione
che in 1] & chiamata (¢ + 1)-plurisubarmonica.
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pletezza (reale). Indichiamo con gg(X) e con go(X) il grado di completezza ri-
spetto alla struttura reale e, rispettivamente, complessa.

Siha: O0<gp<20—1, 0 ge<m.

Siaz z € X e siano 2% = a% + 1 "7 (o == 1, ..., #) coordinate complesse lo-
cali in un intorno di x. Si ha il seguente

Lemma. Sie ¢: X — R una funzione differenziabile. Sic z € X e sia v(gp)

_ [ a2 —
il numero degli autovalori positivi della forma Hermitiana e0p = 3 l — T?] u* uf
‘ ap L0z% 02P) =

nel punto . Posto u* ==1* -+ 4 "%  siq i it numero dei valori propri
’ ' ;

0% .
147 Allora:
P Bwi] mt ti. Allora

25

negativi delle forma quadratica Z[

W) +ilp) < 2n.

Per 1a dimostrazione di questo lemma vedasi [1].

Dal precedente lemma si traggono immediatamente i seguenti risultati.

Teorema 2. Sia X una varielc complessa, dimgy X = n. Si ha:
Jr(d) = go(X) +n—1.

Ne segue che per una varietd complessa X si ha sempre gp(X)>n—1.
In particolare si ha:

"Teorema 3. Se X ¢ una varicta di Stein, allora gp(X) =n—1.

Questo teorema esprime, tramite il corollario del teorema 1, il risultato
noto che se X & una varieta di STEIN allora H(X, Z) = 0 per 7 >n.

Osservazione. Analoghe relazioni sussistono fra il grado di g-con-
vessith e il grado di ¢-pseudoconvessita.

Sia X una varietd complessa ottenuta per complessificazione di una varietd
reale V di dimensione reale . Se indichiamo con J: X — X la struttura com-
plessa, si ha V={seX|Jo=2}.

Teorema 4. Se X ¢ ¢-pscudoconvessa, allora V ¢ g-convessa.

Dimostrazione. Per ipotesi esistono un compatto X ¢ X e una fun-
zione reale ¢ tali che la forma di Levi L(p) ha almeno n— ¢ autovalori positivi
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in ogni punto di X — K. Inoltre gli insiemi B,= {p(x) < ¢ } sono relativamente
compatti in X.

Consideriamo la funzione ¢ | V: V — R. La forma quadratica H(p| V) ha
al pitt ¢ autovalori negativi in ogni punto di V— (V n X) e gli insiemi B'c:
={weV|p|V(®)< e} sono relativamente compatti in V. Quindi ¥ & g-con-
vessa.
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Summary.

We define a concept of the degree of convexily (and completeness) for a real manifold.
We consider the relations between the degree of convewmity and that of pseudoconvewmity of
a complex: manifold.






