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GracomMiNo BaTTrowr (%

Collegamenti fra un sistema alle differenze

e un suo sistema differenziale limite. (*%)

1. - Introduzione.

Consideriamo il sistema alle differenze, del primo ovdine,

Y (2; h) = F(w, Y(w; k); 7), %, &+ he(a..b)

T

(Ss)
Y(& b) = K(& Ry, fe(a..(a+n)y~) (9,

dove:

1) @ & la variabile indipendente in un intervallo chiuso (a... ), con
a << b;

2) h & un parametro, con 0 << h K b

3

3) & & la variabile indipendente nell’intervallino (a o (a + h)—) (che
si dird dntervallo iniziale);

4) Y(«; k) é una funzione ineogrita, e si & posto

Y05 h) = T+ b I;L) - Y ;

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Parma, Italia.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del Gruppo di Ricerca n. 40 del Comi-
tato per la Matematica del C. N. R., per I’anno 1966-67. — Ricevuto: 12-XI1-1966.

(1) Tale intervallino & aperto a destra (e chiuso a sinistra).
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e inoltre:

3) Pz, y; h) ¢ una funzione univoca nota, definita neila striscia
D=(la<e<bh — ooy + oo), e tale che

lim F(z, y; h) = f(, y) uniformemente per (z, y) € 2|
o+

con f(z, ¥) continua per (z, y) €2 e lipschitziana rispetto ad y
uniformemente rispetto ad x;

6) K(&; h) & un’altra funzione univoca nota (che si dird funzione ini-
ziale) tale che

2) lim K(&; k) =k, con k costante determinata.
h— 0+

A questo sistema (S,) alle differenze, del primo ordine, colleghiamo ora
il suo sistema differenziale limite, del primo ordine, nella funzione incognita
y(@),

y'(@) = f(z, y@), xe(a..Db)
(So+)
yla) =k,

dove a si dird punto iniziale e k costante iniziale.

Sussistono ora le due affermazioni seguenti:

11 sistema (S,) ha wn'unice soluzione, il sistema (Sy) ha pure un’unica
soluzione. La prima affermazione si prova elementarmente in modo facile
(cfr. n. 2); la seconda affermazione si prova con metodi non elementari,
in modo un po’ delicato, com’¢ ben noto (cfr., ad es., G. SANSONE, Hqua-
zioni differenziali nel campo reale, Vol. 1°, N. Zanichelli, Bologna 1948).

Indicando poi, per semplicitd, con gli stessi simboli Y(z; &), y(w), che
indicano le funzioni incognite dei sistemi (S;) e (S,4), rispettivamente le solu-
zioni uniche di tali sistemi, in questa Nota mi propongo di dimostrare rigo-
rosamente (cfr. un. 3, %) che si ha:

(3) im Y(2; k) = v(x) uniformemente in (@ ... b),
>0
(4) ’ lim Y% (z; B) = y'(x)  uniformemente in (a ... D).

I=>0-
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Questa conclusione ¢ stata affrontata anche da altri Autori (efr. i « Riferi-
menti» alla fine del Javoro), ma non mi risulta che ancora sia stata impo-
stata in tutta la sua generalitdh e ottenuta quindi con sufficiente comple-
tezza e semplicita.

Le conelusioni precedenti si estendono (con aleune modifiche nelle dimostra-
zioni) al eapo di un numero N qualsiasi di equazioni del 1° ordine, in ¥ funzioni
incognite. Restano quindi considerati anche i sistemi alle differenze e differen-
ziali di ordine maggiore di 1.

2. - Determinazione univoca della soluzione di (S,).

Fissato un % e detto n il massimo intero tale che ¢ + #h < b, 1 punti
a, a -+ I, a + 2h, veny a -+ nh, b

suddividono Vintervallo (¢ ... b) in » + 1 intervallini, che si riterranno chiusi
solo a sinistra, tranne l’ultimo (eventualmente ridotto a un punto) che si
riterrd chiuso anche a destra. Quando la variabile £ descrive il primo inter-
vallino, & + 7k é la variabile che descrive, per » =1, 2, ..., %, ordinatamente
gli altri # intervallini [tenendo presente che, per v = =, ultimo intervallino
¢ descritto da & 4~ nh quando £ descrive solo una parte conveniente del primo
intervallino]. ‘

Dopo cid, la Y(x; k) per @ € (¢ ... b) si pud riguardare spezzata nelle n + 1
funzioni segunenti:

Y{(&; h), Y(& + I; R, Y(§& + 2h; 1), - Y(& + nh; R).
Allora, la (8,), (?), scritta nella forma equivalente
(5) Y(x + k; b) = Y(w; h) + h F(w, Y(z; h); k),
st spezza nelle »n seguenti:
Y&+ (r+Dh; h) = Y(&E +rh; ) + | F(& 4 vhy, Y(&E + vh; h); D)
(r=20,1, 2,.., n—1).

Ne segue che la Y(&; h) = K(&; &) individua Y(& 4 h; 1), a sua volta la
Y(& 4+ h; R) individua Y(£& + 2R; B), .., infine la Y(§ + (n—T1)h; h)
individua Y(& -+ nh; k). Pertanto la funzione Y{(x; &) risulta univocamente
individuata in tutto (« ... b).

(®) Con tale simbolo (S,); si indica, come ormai ¢ consueto, la prima uguaglianza
del sistema (8,), ed analogamente dicasi per (S;), .
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3. - Dimostrazione della (3).
3.1. — Per il seguito e utile introdurre, anzitutto, le seguenti quantita:

1) Sia L un numero positivo tale che
| 1@, y2) — f(@, 92) | < L | 91— 92| per z€(a...b) e yi, y. qualsiasi

[L esiste finito per ipotesi che f(w, y) ¢ lipschitziana rispetto a y uniforme-
mente rispetto a z].

2) M = max | f(z, y(x)) | per z € (¢ ... b)

[I esiste finito percheé la f(w, y(«)), come funzione composta della x, & con-
tinua nell’intervallo chiuso (a ... b) .

3) Per ogni &, eon 0 < b K b— a, sia

s(h) = sup | f(wy, y(@y)) —f(@2, 9(@))| vper @y, me(a..d), |o—ua|<h,

dove g(h) & finito [certamente non maggiore dell’oscillazione della f(», y(z))
in (@...0)], ed & infinitesimo per % - 0-+. [in virth della uniforme continuitd
della f(»,y(#)) in(a ... b)].

4) Per ogni %, con 0 <<h K b—a, sia
&y(h) = sup | F(@, y; h)— f(=, ) | per (v, y) € Z,
ex(h) = sup | K(&; h)— k| per £€(a... (@ + h)—),

dove: ¢(h), in virttt della (1), & cerbtamente finito per ogni % sufficientemente
piccolo ed & infinitesimo per A — 0+; &(R), in virth della (2), soddisfa
alle stesse affermazioni precedenti per &/(h).

3.2. — Per il teorema del valor medio esiste uno g, eon a << £ << &, tale
che
y(€) = y(a) + E—a) ¥'(d),

o anche, per (Sy4),

y(&) =k + (¢ —a) (& y(8)).
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Questa ugnaglianza, sottratta dalla (S,),, ci da:

V(& 1) —g(6) = {K(E B)— B — (E— a) (&, 3(B),

da cui
| Y& B)—y&) | <| K& B)— k| + (E—a) | 1E v@®)],

e in virtt del n. 3.1:

(6) | Y(&; ) —y(&) | < &u(h) + M b
3.3. — Per il teorema del valor medio esiste un z, con o<z << & -+ b,
tale che
y(@ + k) = y(@) + hy'(z), 2z, 2+ hel(a...

o anche, per (S,:),,
Y@ + b)) = y(@) + bz, y@).

Questa uguaglianza, sottratta dalla (5), ci da:
Y@ +h; ) —yl@ + k) =

={¥(z; b)—y@} + h{P(z, Y(z; k); h)— (=, y(@))},
da ecui

| Y(@ + h; B)—y(= +h) | <
(7
<| Y(x; h)—y(@) | + 1| Fw, Y(z; b); k) — (=@, y@))].

Ma avendosi (in virtu del n. 3.1)

| F(z, Y(x; h); h)— @, y(@) ] <
< | P, Y(x; 1); k)~ f(z, X(w; B))| + | fz, Y(x; b)) — f(=, y@)]| +
+If(”" J(T))_“ (

) + L] V(s B)—y(@)| + (h)

s J(w))

dalla (7) segue:

b),

| Y@ +h; B)—y(@ +h) | <@ + Lh)| X@; h)—y(@) | + h{e(h) + e)}.
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Questa disuguaglianza, tenendo conto dello spezzamento considerato al
n. 2, si pud serivere:

| T(E + 0+ s B)—y(E + (0 +DR) | <
(8) S+ LW|TE +rh; W) —y& + 0| =k {ald) + &b)}

(r=20,1, 2,.., n—1).

8.4. - Valgono poi le disugnaglinnze:
| Y(& + rh; h)—y(& +1]) | <
(9, <{e&h) + M} + L) +{eh) + e} {@ + Lh)r—1}/L
(r=20,1, 2,.., 0.
Dimostriamo cio per induzione.

1) La (9,) per v = 0, cioé 1la (9,), si riduce alla (6) gid dimostrata.

2) Dalla (9,), supposta valida per un certo » con 0 <7< n, si deduce
la (9,41) - Infatti, maggiorando il secondo membro della (8) mediante la (9,),
8i ha
[T+ (r +Dh; B)—y(€ + (r +1h) | <

<1 +L h)[{ez(h) + M h} (L +Lh)r J,—{el(h) + s(h)} {(1 -+ L h)f———l}/L] -+
+ ]L{El(h) + S(h)}a

ossia, facendo le opportune semplificazioni nel secondo membro, esattamente

la (9r+1) .

Per il principio di induzione matematica, la (9,) resta cosi conclusa in
ogni suo caso.

3.5. — Avendosi 1 + Lh<e®*, da cui (1 -+ Lh)" < e*'" < """ < 20",
dalla (9,) si ha (sostituendo nel primo membro & - #h con x, come é lecito):

| X(w; b)—y(x) | <{e®) + M R}e"®~® +{e(h) + e(h)}(e**""—1)/L.



[7] COLLEGAMENTI FRA UN SISTEMA ALLE DIFFERENZE ... 223

Poiche qui il secondo membro ¢é infinitesimo con 7, Daffermazione (3)
risulta cosi dimostrata.

4, « Dimostrazione della (4).

Sottraendo membro a membro le (S;);, (Se+);, 8i ha:
YOMw; h) —y'(@) = F(e, Y(x; b); h)— f(», y@)),
da cui (in virtt del n. 38.1)
| YP(w; h)—y'(2) | <
<| F(z, Y(m; By; by —f(w, Y(x; b)) | + | flz, X(; B))— =, y(@) ]| <

< &y(h) + L| Y(&; h) — y(@)

Poiche qui I’ultimo membro é infinitesimo con 2, anche 'affermazione (4)
risulta cosi dimostrata.
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Summary.

It is considered a difference system and its differential limit-system. It is established
a relutionship between the solutions of these systems.






