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Ferruccto FONTANELL A (%)

Su una formula di interpolazione di tipo misto

di Lagrange - Hermite. (*%

1. - Introduzione.

Siano assegnati, nell’intervallo [—1, 1], 2n punti distinti @,, @,, ..., 2, e,
corrispondentemente, siano assegnati 2n valori ¥, ¥, ..., ¥sn. 1% noto che il
polinomio di interpolazione di LAGRANGE & ’unico polinomio di grado < 2% —1
che nei 2z punti #;, @,, ..., &, assume i valori ¢y, s, ..., %2, mentre il polinomio
di interpolazione di HERMITE & l'unico polinomio di grado < 4m—1 che nei
punti assegnati assume i valori ¥y, #,, ..., ¥, € che ha, negli stessi punti, deri-
vate prime assegnate.

In una sua recente Nota L. MERLI (1), riprendendo un lavoro di P. Szasz (2),
ha considerato il polinomio di interpolazione, di grado < 4n,
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(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, TFirenze, Italia.

(**) Lavoro esegunito nell’ambito dell’attivitd del Gruppo di ricerca n. 6 del Comi-
tato per la Matematica del C.N.R., per 'anno 1965-66. — Ricevuto: 14-V-1966.

(*) L. Mzrwt, Le formule di interpolazione di lipo misto di Lagrange e¢ Her-
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dove
R 1 wh ()
(2) V}‘L_ o) = 1 ———{; - qu)} (x— ),
{n) —_ wn(m)
(3) Zk (m) - w1/l(wk)(w__ mk) 3
con:

Wn(®) = (& — 2,)(® — &) ... (€ — Dsa),

che nei 2n punti 2y, @,, ..., %, assume rispettivamente i valori ¥,, ¥, ...,
Yony con derivate prima nulla in tali punti e che, inoltre, si annulla per # =0,
senza alcuna condizione sulla derivata prima in tale punto (3) e, nell’ipotesi
che i punti fondamentali dell’interpolazione @, @,, ..., &,, siano gli zeri del poli-
nomio di TCHEBYCHEFF di prima specie:

T, (x) = cos (2n6), == ¢oSs 0,

ha dimostrato il seguente:

Teorema: Se g(z) ¢ una funzione continua nell’intervallo [— 1, 1], posto
f®) = ¢ + «® @p(x) (*) e assegnati, net punti fondamentali Ty, Tyy ooy Fyy, & valori
flz), f(@), ..., fl®), per il polinomio:

Su(), con S,@)=0 per i=1,2, .., 2a,
st ha, uniformemente in [—1, 1],

lim S,.(z) = f(z) .

n—> o

Scopo di questa Nota ¢ una generalizzazione di tale risultato. Sard, infatti,
dimostrato il

(3) 11 punto in cui non si assegna la derivata potrebbe essere, anziché 1’origine, un
qualungue altro punto distinte dagli z,.

(%) La costante ¢ pud essere assunta, per semplicita, uguale a zero senza perdere in
generalita.
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Teorema: Data una funzione p(x) continuae nell’intervallo [— 1, 1], posto (%):
fle) = ¢ + | & | pl@),

con O < a (%), assegnati nei punti fondamentali x,, @, ..., Xay, zeri del polinomio

di Tchebycheff di prima specie, & valori f(a,), f(#), .-y f(&s), 81 consideri

ancora il polinomio Su.(x) che nei punti x;, assume i valori f(xy), con S;n(a;,;) =0

per k=1, 2,..., 2n, e tale che sia 8;,(0) = 0, senza alecuna ipotesi sul valore

En(()), allora si he, uniformemente in [—1, 1],

lim §,.(2) = f(2) .

N> 0

2. - Dimostrazione del Teorema enunciato.

Nelle ipotesi fatte si ha:

wu{x) = cos (2nB), % = cos 0,

k=1, 2,..., 2n),

2k —1
@, = cos 0, = cos JJ
L in

€ siano:
Yr = l &y, Ia‘P(w);

i valori che il polinomio S,,(») assume nei punti # = x,, cioé i valori che assu-
me, per & = &, la funzione f(x):

Ui = f(r) (k=1,2,.., 2n).
La (1) prende allora la forma:

cos 6 cos? (2n0)

m2 {COS Gk sen? 675—‘(003 0—cos GL)].
v - k.

- 1 2
(4) Banl@) = — 2 | 008 6: [ play)
(']

Si consideri ora il polinomio interpolante di HERMITE che nei punti
L1y By, ... Tany asSume rispettivamente i valori f(m;), f(zs), ..., f(@n) ¢ la cui de-

(%) Si vedano le due annotazioni precedenti.
(6) Per oo = 2 si ritrova il teorema dimostrato da L. M=ErLI.

11
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rivata ¢ nulla negli stessi punti. Tale polinomio & di grado < 4n—1 e, nel caso
considerato, ha la forma:

cos? (2n6)

_cost@nd) .
(Gos 0 — cos 6,7 [1 — cos 0y cos 0]

1 2n
(5) Hdn-l(w) = dnd z l COo8 01: Ix (p(wk)
k=1

Ed & ben noto (?) che, essendo f(») = | |*@(®) continua in [— 1, 1], vale
(5" Lim Hyp(2) = | 2| p(@) .

Dalla (4) e dalla (5) si ha

gmz(w) — H4,,_1($) =

cos? (2n6)
(cos 0 — cos 6,)% )

1 2n
= Z';?’EL; | cos 8, |* pla:)

cos Osen? 6,  cos? 0 cos @
cos 0, cos? 0, ' cos O,

—1 ~:—‘cos 0, cos 6]:

2n

! > | cos 0, | () cos® (2n0).

T,
Quindi:
_ ) 1 20 .
| Banle) — Haala) | < gy 3. | 008 0" [ (o) |
ed essendo g(») continua in [— 1, 1] si ottiene:
— c B0 '_ .
(6) l Sin{@) — Hyn(@) l < e z l cos 0y, la ’,
N 1

con ¢ costante assoluta.

(). $i veda, ad esempio: G. ViTaLr e G. SANSONE, Moderna leoria delle funzioni di
variabile reale, Parte II, N. Zanichelli, Bologna 1952 (cfr. pag. 491).
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Con « > 2, dalla (6) si ha evidentemente:

(7) }—S411<m) - Hlln—-l(w) l <¢ ::':‘2 = ‘?

n’

Se 1<a<<2, posto 2—a =f, ¢ f<1 ¢ dalla (6) segue:

2n

l Sdzz(w) 412——1(%) | < s Z [ o8 0): i_ﬂ ==

I:=1

n— 26 41
4n

7?1"

Ak

7 HB[I(% — 2k + )7 | Isen[

4n

cI n 1 2n 1
< "’2"/3[1::1 @n— 2k + 1)F kgﬂ (2% — 20 — 1.)5] -

n

fon — 2% 1

.

J

J

2¢" & 1 2¢' / dz
BT Z (2n—— 2k - N8~ me-d z Y (2] — 1)/3<‘n2“‘l3 @b
1
2¢ W—F—-1 & ¢
n2=f 1 -8 n | w28’
conc, ¢, ¢, ¢ costanti aggolute; quindi per 1 << & << 2 risulta:
_ II
(8) | Sgn(t) — H yy(2) | <= + JJ? .
Per o == 1 dalla (6) si ha:
— n 2k—1 Y|t
i S40(®) — Hyny () ! < o “L%I 08 { an TEJ =
c 2 2n— 2k 41 2n — 2k 41
= 4| {n[Zn—.:L—rl[ sen | L0t L
4n? 1, 4n 4n

¢l 1 2¢ 2 ¢
;z“kz1|2n—27c+1]_-772 @i—1 " n

i=1

<

)<

St

(23
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con ¢, ¢, ¢ costanti assolute. Quindi per o = 1 segue:
T ¢
9) | Bun(@) — Hyna(®) | < —log (20) .

Per 0 << << 1, posto 2 —o =y, &y >1; dalla (6) si ha:

-— ¢ 2n
| Sen(2) - > |eos 6, P =
an® i
¢ & 20 — 2k 4+ 1 v { o — 2k 4 1 =¥
= — dn | ———— 2n— 2% -+ . ’
4n2k=1[ n ™ 7 ] [n] n—2k + 1| sen[ ym n} <

¢ 1

n
< v, |20 — 2k - 1Y T g (2§ — 1)7"< PEETR T

con ¢, ¢/, ¢ costanti assolute. Quindi per 0 < o <C 1 risulta:
- ¢
(10) I Sun(@) — Hyna() | < ol

Dalle (7), (8), (9) e (10), tenendo conto della (5'), si ha quindi:

im Sen(@) = lim Hypafe) = | @ " pla)

n—» 71— 0

con o« >0, come volevasi dimostrare.

Summary.

A theorem on the convergence of the Lagrange- Hermite polynomials, relative to
a function of the form f(w) = o |* p(x}, @ > 0, with continuous ¢ (@), is proved if the points
of interpolation are the zeros of the Tchebycheff polynomdals of the jirst Lind.



