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Fraxcesco Svcor (%)

Alcune osservazioni sui teoremi di de Rham. (*9

1. - Introduzione.

1,1. ~ Sono ben noti i teoremi di D& Ruam sulle forme differenziali (reali)
sopra una varietd nella loro formulazione originaria:

Teorema I. Esiste una forma chiusa su una varietd diﬂ?erenziabﬂe,
che ammette assegnati periodi sui cicli fondamentali.

Teorema II. TUna forma chinsa che abbia tubti i periodi nulli & esatta.

I pure ben noto che, introdotta la coomologia delle forme o coomologia i
DE RuAM (intendendosi per p-esimo R-modulo di coomologia di DpE RmaMm
quello costituito dalle classi delle p-forme chiuse modulo le p-forme esatte), i
precedenti teoremi equivalgono al seguente, che nella letteratura piu recente
viene chiamato '

Teorema di DE RmaMm. La coomologia delle forme di wna va-
rietd differenziabile ¢ isomorfa alla coomologia della varietd (I’isomorfismo riu-
scendo realizzabile mediante integrazione delle forme chiuse sui cicli).

I universalmente riconosciuta la fondamentale importanza nella mate-
matica moderna di questo risultato che collega la struttura differenziabile di
una varietd a quella topologica dello spazio sottogiacente. Basti pensare alle
molteplici dimostrazioni che esso ha avuto e ai notevolissimi contributi che
queste hanno originato in vari rami della matematica.

Riguardo alle dimostrazioni del teorema di DE Ruax ci limiteremo a ricor-
dare che la primitiva dimostrazione di pE Ruawm, valida per le varietd com-
patte, & stata successivamente estesa dallo stesso DE Rmam alle varietd non
compatte (orientabili e non orientabili) (cfr. [2]). Un’altra dimostrazione, non
meno generale, & basata sulla teoria dei fasei di J. LERAY ed H. CARTAN, ed

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Roma, Italia.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo di Ricerca n. 1 del C.N.R. — Rice-
vuto il giorno 7-VII-1966.
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& stata originata da una dimostrazione che A. Wrir comunicé al CARTAN nel
1947 e che si trova riprodotta in [11]. Una esposizione della dimostrazione ba-
sata sui fasci pud trovarsi in F. HirRzEBRUCH ([4]).

1.2. — Consideriamo ora in particolare I’estensione del teorema di DE RuAM
al caso relativo, intendendo in generale per « teorema di DE RHAM relativo »
un teorema di isomorfismo tra la coomologia relativa di una varietd modulo
un suo sottospazio e la coomologia di D Ruam delle forme differenziali nulle
sul sottospazio.

Una estensione di questo tipo, che richiede la precisazione di talune pro-
prietd del sottospazio che vi interviene, sembra sia stata considerata per la prima
volta da A. W. TUckeR, che nel 1941 enuncié come congettura un teorema di
pE Rua relativo per varietd dotate di bordo. Questa congettura fu dimostrata
pin tardi da G. F. D, DUFF ([3]) per una varietd orientabile dotata di bordo
regolare, estendendo la tecnica classica di DE RHAM e facendo uso dell’omologia
relativa di LEFSCHETZ.

Le ipotesi di TUCKER-DUFF sono perd troppo particolari e restrittive per al-
cune notevoli applicazioni del teorema di DE RHAM relativo. Invero J. LERAY,
nello studio della teoria dei residui su una varietdh complessa ha dovuto consi-
derare il caso piu generale in cui il sottospazio sia unione di un numero finito
di sottovarietd in posizione generale ([5]).

In un recente lavoro ([8]) ho stabilito il teorema di DE RHAM relativo nel
caso, ancor pii generale, in cui il sottospazio sia chiuso e unione di un numero
finito di varietd differenziabilmente immerse, anche non regolarmente, con ipo-
tesi di contraibilitdh locale. La dimostrazione di questo risultato & ottenuta
nella linea della dimostrazione del teorema di DE REAM assoluto basata sulla
teoria dei fasci.

1.8. — Nei §§ I, II ricostruiremo rapidamente la dimostrazione di J. LERAY
con 1'uso degli strumenti dell’algebra omologica e mostreremo che tale dimo-
strazione non sembra potersi estendere alle ipotesi pitt generali da me consi-
derate in [8]. Un breve cenno della dimostrazione in queste ipotesi & dato
nel n. 9. '

Infine nel § IV indicheremo come il raffronto dei risultati e dei procedimenti
dimostrativi illustrati conduca ad una diversa generalizzazione, di tipo assoluto,
del teorema di DE REadM.

2. - Notazioni e definizioni.

; 9.1. — Indicheremo con M, X varietdh differenziabili reali, di classe ¢* e di
dimensioni m, n rispettivamente (m << n).
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Una applicazione differenziabile di classe ¢®
(2.1.1) f: M—-X

si dice regolare se ha ovunque rango massimo.

Una applicazione regolare ed iniettiva si dird una immersione (di M in X),
mentre si dird una immersione locale un’applicazione regolare non necessaria-
mente iniettiva. Una immersione che sia un omeomorfismo sull’immagine si
dird una immersione regolare.

2.2. - Nel caso di una immersione locale, ogni punto » € M ha un intorno
U in cui f ¢ biunivoea; trasportando su f(M) la topologia 5, di M mediante f,
f(H) diviene una varietd ¢®-omeomorfa ad M, che mdmheremo con (f(I), ©,,)
e che chiameremo varieta Zocalc, 0%, in X (cfr. H. WHITNEY [10]). In oenerale
la struttura topologica S B, indotta nel sottoinsieme (M) dalla struttura topo-
logica 5, di X non coincide con B, ed (f(IH), @;) non ¢ una varietd.

Nel caso di una immersione diremo che (f(31 ), B, ) &una varicia immersa
in X.

Nel caso di una immersione regolare la struttura indotta ‘\‘; coincide con

e (f(M), BY) si dird varieta regolarmente immersa, o semplicemente sottova-
rieta di X. '

In tal caso ogni punto ¥ € f(M) ha un intorno ¥ in X tale che f(M)ynV &
rappresentabile annullando una parte delle coordinate (locali) di X di un op-
portuno sistema di origine .

2.8. — Considereremo su una varietd le forme differenziali reali di classe 0.
Le p-forme definite in un aperto U costituiscono un R-modulo che indicheremo
con 27(U). Indicheremo poi con £2%( ) 0{Q7(U) } il complesso delle forme di
U, con V'operatore di dlfferenzmuone estern‘t d,

L’applicazione differenziabile (2.1.1) ossia f. JI ~> X induce un omomor-
fismo trasposto:

(2.3.1) f¥r QX)) — QM)
che ¢ permutabile con ’operatore di differenziazione:
(2.3.2) fFd, =d,f*

e con i proiettori di Q%(X) e Q%(3), onde esso determina un omomorfismo di
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complessi:

(2.3.3) fro QF(X) — Q%M.

Se o?(X) € 27(X), la forma trasposta j* «?(X) € Q7(3) si dird la restrizione
di «r(X) ad f(IM).
Se f* o?(X) = 0 si dird che «?(X) & una forma di X nulla su f(I).

9.4. — Nel caso di una immersione locale, ogni punto p € M possiede un
intorno U in cui f| , ¢ iniettiva (cfr. 2.2) e quindi

(2.4.1) (f| ¥ Q%X) - OQ%U) ¢ surgettiva,

ma non & altrettanto per f*, anche nel caso in cui f ¢ una immersione.

Se invece f & una immersione regolare, f* & surgettiva, come puo mostrarsi
mediante una opportuna partizione €% dell’unita.

Una sottovarietdh ¥ = (f(M), ;) di X pud quindi identificarsi con la va-
rietd M.

2.5. — Siano ¥, , ..., Vi (dim V; = #n,, 1 <n, <n—1) sottovarietd di X; esse
le diremo in posizione generale se per ogni punto y €V, n...nV i e2<r<k)
si puod trovare una carta di X con origine y nella quale V, , ..., ¥, siano varieta
coordinate (per esempio se n; = n— 1, Vi, cid equivale al fatto che le V, ab-
biano in y iperpiani tangenti indipendenti entro lo spazio tangente ad X;
J LERAY [5]).

§ I. ~ 11 teorema di de Rham relativo per una sottovarieta.

Cominciamo ad esaminare il caso in cui il sottospazio Y della varietd X
sia una sottovarietd (efr. n. 2.2.).

3. - Le successioni esatte di complessi.

3.1. — Nell’ipotesi. attuale, I'iniezione i: ¥ -> X induce un omomorfismo
surgettivo i%: Q*(X) — Q%(Y) (cfr. n. 2.4). Indicato con %X, Y) = Ker i*
il sottocomplesso di Q2%(X) costituito dagli R-moduli Qr(X ,Y) delle forme di
X nulle su Y (con il differenziale indotto da d.), si ha quindi la successione
esatta di complessi di forme:

(3.1.1) 0 — Q%(X, T)— Q%(X) = Q%) - 0.

3.2, — I simplessi singolari differenziabili ¢* di X a supporto in Y si iden-
tificano ai simplessi singolari differenziabili ¢* di Y. Indicato con C (—) =
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:{ C.(—) } il complesso delle catene singolari differenziabili di —, con 1’ope-
ratore di passaggio al contorno 8, V’iniezione 7: ¥ — X induce una iniezione

(82.1) , 1,0 O(Y) — Cy(X)

%
Ia quale determina un omomorfismo di complessi:

(3.2.2) bpt O (X) = O (X).

Posto, al solito, C,(X)/C,(Y) = (X mod ¥), si ha la nota successione
esatta di complessi di catene (con gli operatori indotti):

(3.2.3) 0 = 0,(X) = (4(X) > 0, (X mod ¥) 0.

3.3. — Poiché la successione esatta (3.2.3) si scinde come successione esatta
di R-moduli, cioé per ogni p si scinde la successione:

0 — Cp(X) = Cp(X) ~> 0p(X mod ¥) -0,

applicando il funtore contravariante Homj, (—, R) si ottengono gli R-moduli
delle cocatene singolari (differenziabili) a valori reali (?(—) = Homy, (C,(—), R);
con Poperatore § di cocontorno, tali R-moduli costituiscono un complesso (di
cocatene) C*(—) :{OP(——)}, e sussiste 'usuale successione esatta di com-
plessi:

(3.3.1) 0 — O*(X mod ¥) — C*X) — C*(T) — 0.

4. - Gli omomorfismi di complessi determinati dall’integrazione delle forme.

L’integrazione delle forme appartenenti ad £27(—) sulle catene appartenenti
a O,(—) definisce un’applicazione bilineare di £7(—) X C,(—) in R, e quindi
un omomorfismo di R-moduli di 27(—) in ¢?(—). Si ottengono cosi gli omomor-
fismi:

Iy Q2(X) = O2(X), Jy: QoY) = C(Y), Jyp: Q9X, ¥) - 02X mod ¥) .

Poiché questi omomorfismi commutano con gli operatori d e §, essi inducono
altrettanti omomorfismi di complessi:

T Q%) > 03—
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da (3.1.1), (3.3.1) si trae quindi il seguente diagramma a righe esatte:

0 - 9%, ¥)—>Q2%X) - Q%Y) -0

(4.1) s A e
0 — (X mod Y}~ C¥X) — CHY) -0

il quale, come si prova facilmente, & commutativo.
Cio si pud anche esprimere dicendo che J = (J,, J,, J5) & un morfismo della
categoria delle successioni esatte corte di complessi.

5. = Le successioni esatte di coomologia e il teorema di isomorfismo.

Le righe del diagramma (4.1) danno luogo alle consuete successioni esatte
di coomologia rispettivamente di DE RuAM e singolare, mentre gli omomorfismi
J, danno luogo ad una successione di omomorfismi J,. Indicati come di con-
sueto con R7(—) il p-esimo R-modulo di coomologia di pE REAM e con H?(—; R)
il p-esimo R-modulo di coomologia singolare (reale), si ha quindi il diagramma:

.. > R(X) - BY(Y) - R?X, ¥) - R/(X)—>R(Y)—..

(5.1) Voo F2 oo
veo = H»Y(X) - H>Y(Y) - H?(X modY) — H?(X) - H?(Y) — ...

il quale & commutativo, come pud provarsi facilmente con verifica diretta o
come notoriamente discende dalle proposizioni sui funtori coomologici definiti
sulla. categoria delle successioni esatte corte di complessi.

Stabilito il diagramma (5.1) il teorema di DE REAM per il caso relativo at-
tuale consegue subito dal «lemma dei cinque » tenuto conto che J,, J, sono iso-
morfismi in virta del teorema di DE REAM assoluto applicato alle varietd X, Y.

I1 teorema di dualitih con 1’omologia singolare segue immediatamente.

§ II. - II teorema di de Rham relativo per una unione di sottovarieta.

Mostriamo ora come pud provarsi il teorema di pE REAM relativo nel caso
che il sottospazio della varieta X sia unione di un numero finito di sottovarieta,
in posizione generale (cfr. n. 2.5).

6. - Un lemma fondamentale.

La dimostrazione del § I poggia essenzialmente sulla surgettivitd della re-
strizione alla sottovarietd Y delle forme di X. Per estendere il teorema al
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easo attuale occorre generalizzare opportunamente tale proprietd, mediante il
seguente lemma:

Lemma 1. 8Se Y, Y,, ..., ¥, sono sottovarietc in posizione generale
della varieta X, posto ¥' = Y, u ... uY,, la restrizione ad O¥X, Y'Yy dell’omo-
morfismo i*: Q¥X) - Q*X), ¢ un omomorfismo surgettivo j*: Q% X, ¥') -
- 0Q%¥, YnX.

Dimostrazione. Poiché le sottovarietdh considerate sono in posi-
zione generale, in ogni punto di ¥ n Y esse possono assumersi come varietd
coordinate di un sistema di coordinate locali di X. Ne segue che ogni punto di X
possiede un intorno V nel gquale ogni forma di 2%Y, ¥ n Y') & estendibile ad
una forma di %V, V n Y'). Mediante una partizione ¢ dell’unitd, subordi-
nata al ricoprimento {V } di X, si perviene quindi al risultato.

Nel seguito %Y, Y n Y') sard indicato con Q%(Y, Y').

7. - Le successioni esatte.
Siano ora Yy, ..., ¥, dim Y, = n, <, sottovarietd di X, in posizione gene-
rale. Posto Y, u... U ¥, _;=Y"e ¥, = Y, peril lemma precedente 'omomorfismo

(7.1) jfr 0 Q¥X, T') - Q¥%Y, Y

e surgettivo. Essendo Kerj* = Q% X, ¥ u Y’), ne segue la successione esatta
di complessi:

004X, YuY)—>0%X, Y') —0%Y, ¥') 0.

Considerazioni perfettamente analoghe a quelle svolte nel § I conducono
allora al diagramma commutativo a righe esatte:

> RBYX,Y) - RYY,Y) - RYX,YuY) - R/(X,Y) - R/Y,Y) — ..
2) |7, A A Wi I
e >H?1(Xmod Y') —Hr~{(¥Ymod ¥')—»H»(Xmod YuY') -+ H?*(XmodY’)— H*( Ymod Y'Y

Poiche, ovviamente, ¥ n ¥’ ¢ una unione di k—1 sottovarietdy di ¥, in
posizione generale, dal diagramma (7.2), ammesso il teorema di DE Rmam
relativo per I'unione di k¥— 1 sottovarietd, consegue, in virtu del lemma dei
cinque, il teorema per l'unione di % sottovarietd. Cio porta al risultato voluto,
poiché il primo passo dell’induzione (k =1, ¥’ = g) & stato provato nel § I.
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§ IIL. - 1I teorema di de Rham relativo per situazioni pili generali,

8. — Nella dimostrazione precedente ginocano in modo essenziale la validita
del lemma del n. 6 e la possibilitd di applicare il teoremsa assoluto di pE REaM
per due dei tre complessi di forme che si considerano. Se si indeboliscono le ipo-
tesi sul sottospazio il lemma cade, come puod provarsi con esempi (). Con una
spontanea modificazione del significato di £*(¥) si pud perd ripristinare
la sitnazione assicurata dal lemma del n. 6 e quindi, scritta una succes-
sione esatta di complessi analoga alla (3.1.1), arrivare, con ovvie estensioni delle
considerazioni gia svolte, ad un diagramma commutativo a righe esatte del tipo
(6.1). Viene pero ora a cadere la possibilitd di applicare il teorema di DE REAM
assoluto alla coomologia del complesso 2%(Y), poicheé questo non & piu il com-
plesso delle forme differenziali di una varieti.

Da queste considerazioni appare come la linea della dimostrazione svilup-
pata nel § IT non sembra si possa estendere a casi pit generali di quello trattato,

9. — La dimostrazione del teorema di pE RuAM relativo, da me datain [8],
vale nel caso che nella varietd X si consideri un sottospazio D verificante le
seguenti ipotesi:

a) D ¢ chiuso in X ed unione delle immagini f,(3;) di & varietd diffe-
renziabili €7, M;, di dimensione n; << », mediante altrettante applicazioni
differenziabili €7, f;: BM; — X, non necessariamente ovunque regolari;

b)  ogni punto ¥ € D possiede, in X, un sistema fondamentale di intorni
aperti {V,-(y)} tale che in ogni V,(y) esiste una contrazione differenziabile @;,
di classe €7, di V,(y) al punto ¥, la quale contragga D n V.(y) ad y su se stesso,

Doz, 1) a@

, <it<1) essendo di classe C® rispetto ad z e V,(y).

Un sottospazio D soddisfacente alle dette ipotesi lo diremo sottospazio
differenziabile della varietd X.

Non ei soffermiamo qui a provare che le ipotesi di LERAY sono di fatto piu
restrittive (cfr. per questo [8]). Accenniamo soltanto che la dimostrazione del
teorema si basa essenzialmente sulla prova del lemma di PoINCARYE per le forme
nulle su D: ogni forma chiusa, nulla su D, & localmente il differenziale di una
forma nulla su D. Tale risultato permette invero di asserire che i fasci di germi

(*) Nel caso: X = piano euclideo O(x, ), ¥ = (x = 12, y = 13), la funzione { su Y
non & restrizione di aleuna funzione f(z, y) di X, poiché dovrebbe essere identicamente
su ¥: f,-2t + f,-312 = 1 (efr. [1)).
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delle forme differenziali di X nulle su D costituiscono una risoluzione del fascio
su X che si ottiene annullando su D il fascio costante dei reali. Poiché la risolu-
zione & fina (banalitd globale), il risultato si consegue con una nota tecnica
della teoria dei fasei. '

§ IV. - Altro tipo di generalizzazione del teorema di de Rham.

Vogliamo mostrare ora che, una volta stabilito un teorema di pE RHAM
relativo, nelle ipotesi del § II o nelle ipotesi piu generali del n. 9, si possono ot-
tenere, mediante applicazione delle successioni esatte di complessi, dei teoremi
di pE Ruam di tipo assoluto per certi complessi di forme, che, almeno in alcuni
casi, si possono interpretare come i complessi delle forme su enti pit generali
delle varieta.

10. — Mantenendo le notazioni del n. 9, supponiamo che le applicazioni f; e
le contrazioni @; siano di classe C®. Diremo allora che D ¢ un sottospazio dif-
ferenziabile di classe C®. Posto:

M=y M, f="(f, <y s,
i

' f & un’applicazione differenziabile ¢* della varietd, 3 in X, e induce un omomor-
fismo di complessi:

fri QHX) > QX0

Una forma di X si dird « nulla su D » se essa appartiene a Ker f*, onde por-
remo Ker f* = Q% X, D). Chiameremo poi forma di X ristreita a D o forma
di D un elemento del quoziente 27(X)/027(X, D). Posto Q»(D) = Q»(X);Q*(X, D),
Q%D = { 0Q»(D) }eon il differenziale indotto da quello di £2%(X) é un complesso,
isomorfo al sottocomplesso Tm f* di Q*(M). Si ha quindi la successione esatta
di complessi:

0 — Q*X, D) = Q¥X) - QD) - 0.

Le p-forme di D sono classi di forme del tipo o?(X) -+ Q7(X, D), con
«?(X) € 27(X). Una p-forma di D & chiusa se do?(X) € Q7(X, D), & esatta se
é restrizione di una forma esatta. La coomologia del complesso Q%(D) si dird
la « coomologia di pE RyAM di D .

11. - T simplessi singolari (e differenziabili C*) di X a supporto in D 1i
diremo ai simplessi singolari differenziabili di D (considerato come sotto-
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spazio di X). Si hanno quindi le consuete successioni esatte: dei complessi di
catene (finite)

0 = Cy(D) - C (X) - C (X modD) -0,
e del complessi di cocatene (reali)
0 = C¥X mod D) — O¥X) — C¥D) - 0.

12, - I/integrazione delle «forme di D » sulle catene di D definisce, come
si vede subito, un omomorfismo di R-moduli:

Jo: QD) - C7(D),

ii quale induce un omomorfismo di complessi J,: Q%(D) — C*(D), risultando
¢J, = J,d. Si ha quindi il diagramma commutativo a righe esatte:

0 - O%X, D) = Q*%X) - Q2%D) —0

A W

0 - X mod D) — (*(X) — C*(D) -0,
dal quale si trae, il diagramma:

v = RYX DYy —»  RPYX) — ReUD) — k(X .D) - RrX)-—..

Fa P A I
- = HY{(X mod D) - H*»YX) - H» YD) — H»(X mod D) - H?(X) — ...

anch’esso commutativo e a righe esatte. Essendoci posti nelle ipotesi del n. 9,
J, & un isomorfismo, onde per il lemma dei cinque lo & pure J,. Cioé: la coo-
mologie di de Rham di D ¢ isomorfa alla coomologia singolare di Dj; Uisomor-
fismo realizzandosi mediante integrazione delle forme chiuse di D sui cicli singo-
lari di D.

13. - Nel caso in cui il sottospazio della varietd X & I'unione ¥ di & sotto-
varietd ¥y, ..., ¥, in posizione generale, possiamo definire direttamente una
forma o?( 17) su ¥ come una k-upla («?(Y,), ..., «?(¥,)) di forme tali che le re-
strizioni alle intersezioni Y,n ¥, coinci(zanoz a?(Y,) ] rOr, = o?( Ys)] rOr,
Se 2%(Y) & il complesso delle forme su Y cosi definite, posto i = (i,, veey B}
dove 4,: Y, - X (r =1,..., k), si ha il
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Lemma 2. Lomomorfismo i*: Q%X)—Q¥Y) ¢ surgettivo.

Dimostrazione. Sia invero aﬂ(i") = (a?(Y}), ..., «?(¥})). Poich¢ ¥,
¢ una sottovarieta di X, «»(Y,) si pud estendere ad una forma of(X). Tutte le
possibili esfensmm costltulseono o X) + Q2(X, ¥,). Posto ar(Y,) — (X)) | =
= Y.), & f2Y,) e Q7(X,, ¥,); per il Lemma 1 (n. 6) essa si estende ad una
forma- %X, ¥,) e tutte le possibili estenmom costituiscono (X, ¥,) +
+ Q7(X, Y, u Y,). Ne segue che o (X) + pUX, ¥,) + 27X, Y,u Y,) mduce
«?(Y,), o*(Y,) rispettivamente su ¥,, Yg.

Posto  ar(Yy) — of(X) |, — UK, Ya) |, = Bu¥s Y1), & pUY,, Yi)e
0¥, Y,u Y, e pud estendersi ad una forma BUX, Y, uY,). Tutte le
estensioni possibili costituiscono %X, ¥, u Y,) -+ Q?(X, Y, u Y, u Y;). Pertanto
(X)) + pUX, Ti) + BUX, YUY, +Q7(X, Y,uY,uY,) induce or(Y,),
a?(Y,), a?(XY,) ordinatamente su ¥,, ¥,, ¥;. B chiaro ormai come proseguire
per giungere al risultato.

Cio posto, se ¥, = f(H,) (cfr. n. ), Y si puo identificare alla « pseudo-

- k:
varietd » M che si ottiene da y M, identificando i punti di I7HY,nY,) (= sot-
~ j=1
tovarietdh di M,) con i corrispondenti punti di fHY, n Y, (= sottovarieta
di M,). II risultato del n. 12 stabilisce allora, in particolare, un teo1ema di

DE RHAM (assoluto) per .
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Riassunto.

Una prima parte di questo lavoro riproduce una conferenza tenute il 31-I11-1965 al-
Uistituto Matematico dell’ Universitd di Parma, presentando wn raffronto fra varii metods
con i quali si pud giungere a dimosirazioni dei teoremi di de Rham «nel caso rela-
tivo » in ipotesi pilt o meno generali. Una seconda parte del lavaro contiene un altro tipo di
generalizzazione del teorema di de Eham «assoluio» con riguardo a certi «sotiospazi

differenziabili », generalizzazione che ¢ suggerita dolla considerazione del caso « relativo »
e che forse non & di per s¢ priva di inieresse.

Summary.

In a first past of this paper is contuined a lecture held the 21st march 1965 at the In-
stitute of Mathematics of the University of Parma. In this pari a comparison is given bet-
ween several methods with which it is possible give proofs of the de Rham’s theorem
in the relative case, under hypothesis moie or less general. A second part of the paper con-
tains a generalization of the de Rham’s theorem «absolute»: it is extended ifo some
« differentiable spaces » more general than manifolds.



