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Leffetto di un campo magnetico trasversale

sullo strato limite laminare non stazionario

associato ad un pianoc permeabile. (¢

In molti problemi di interesse pratico, per esempio nella determinazione
della massa virtuale di corpi sottili e nella teoria delle turbine [1], & utile cono-
scere Peffetto di una perturbazione nella velccitd di un fluido sullo strato li-
mite associato con un corpo immerso in esso. Il primo valido contributo alla
soluzione di questo problema ¢ dovuto a LIGETHILL [2], i1 guale ha supposto
che la velocitd del moto fluido irrotazionale presenti, in condizioni di regime,
una piceola componente sinusoidale sovrapposta ad un valor medio non nullo:
egli ha studiato il caso di un generico corpo cilindrico con il noto metodo di
KARMAN-POHLHAUSEN ed ¢ riuscito ad ottenere numerose informazioni sulle
grandezze che caratterizzano lo strato limite. Al lavoro di LiguTHILL hanno
fatto seguito le ricerche di altri studiosi; per esempio GIBELLATO [3] ha consi-
derato il problema precedente nel caso di una parete piana, giungendo ad una
soluzione numerica delle equazioni che presiedono al fenomeno, mentre STUART
[4] ha osservato che nel caso di un piano permeabile ¢ possibile dare una solu-
zione in forma chiusa. Recentemente SURYAPRAKASARAO ha esteso il problema
di STUART alla magnetofluido-dinamica, trascurando in un primo lavoro [5]
il campo magnetico indotto, di cui ha invece tenuto conto in una Nota succes-
siva [6], giungendo peraltro a risultati non molto diversi.

In questo lavoro si estende il problema studiato da SURYAPRAKASARAO al
caso in cui la perturbazione della velocitd del fluido ¢ una generica funzione
del tempo. Limitatamente a piccoli valori del numero di REYNOLDS magne-
tico, che del resto piu frequentemente si presentano nella pratica, si discutono
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le condizioni in cui si pud dare una soluzione in forma chiusa delle equazioni
che reggono il fenomeno. I risultati ottenuti permettono anche di approfondire
lo studio del problema di SURYAPRAKASARAO e possono essere confrontati con
i risultati relativi all’analogo problema idrodinamico [7], ai quali si ricondu-
cono all’annullarsi del campo magnetico esterno o della conducibilitd elettrica
del fluido.

La complessitd formale di molti dei risultati ottenuti ha suggerito la loro
illustrazione mediante numerosi grafici; i calecoli numerici relativi ad essi sono
stati eseguiti con l'elaboratore elettronico I.B.M. 1620 del Centro di Calcolo
dell’Istituto Matematico U. Dinr dell’Universith degli Studi di Firenze.

1. - Equazioni e condizioni al contorno.

Si consideri un fluido viscoso, incompressibile, di conduttivitd elettrica g,
occupzmte il semispazio # >0 limitato da una parete piana permeabile, infini-
tamente estesa nelle due direzioni z e . Sia v(P, t) il campo di velocitd del fluido;
Ia permeabilitd del piano z = 0 sard nel seguito schematizzata assumendo la
componente v, di v(P, t) costante sul piano: v.(z, ¥, 0, ¢)==v,<C 0. Si pensi
inoltre presente in tutto lo spazio un campo magnetico costante di induzione
By(P, t)= B, k, dove B, & una costante positiva. Com’¢ noto, I'induzione ma-
gnetica B deve soddisfare all’equazione

oB
a.n - = VA @AB) 49, VB,
in cui -ai—{— = ak = (4 ~1-¢ la wviscosith magnetica del
i v_am @J—ré;,vg—(n/.m) e I ¢ gnetic e

fluido ¢ p la sua permeabilith magnetica. Nella (1.1) il primo termine a destra
determina I’accoppiamento fra campo magnetico e campo di velocith; se questo
termine risulta trascurabile rispetto a », V°B, il campo magnetico non ¢ prati-
camente influenzato dal moto del fluido. Questa situazione si presenta quando
il numero di REYNOLDS magnetico ¢ molto piccolo ed ha interesse in diversi
campi della tecnica, in cui si incontrano basse conduttivitd ma intensi campi
magnetici. Come accennato nell’introduzione, nel seguito assumeremo valida
questa ipotesi; supporremo inoltre che siano realizzate le condizioni per poter
trascurare il campo elettrico esterno e quello indotto [8]. Le equazioni di MAX-
WELL sono allora superflue nell’analisi del moto del fluide e »(P, ) si oftiene
dall’equazione di NAVIER-STORES modificata

v

1 1
(1.2) -aT—F(U‘V)’IJ:“Z)VP+VV27J+EJ/\B,,
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in cui g ¢ la densitd del fluido, » la sua viscositd cinematica e la densitd di cor-
rente elettrica J ¢ data dalla legge di Om, che per le ipotesi fatte si scrive

(1.3) - J=0cvAB.

I immediato poi concludere che, in questo ordine di approssimazioni, la forza
di origine magnetica si riduce a

(1.4) (/o) JA Bi— (o Bilo) v, i.

Si osservi ora che Vequazione vettoriale (1.2) risulta notevolmente sempli-
ficata se si considerano tutte le grandezze funzioni di z e ¢ soltanto, ad eccezione
eventualmente della pressione p, e se si ammette che il campo di velocitd »
non abbia componenti nella direzione dell’asse ¥ (caso bidimensionale). Nel
seguito si accetteranno queste ipotesi che non sono troppo restrittive per gli
scopi che questo lavoro si propone di raggiungere.

La velocita v(z, 1) del fluido deve soddisfare all’equazione di continuita,
che per i fluidi incompressibili ha la nota forma: v-v = 0; per le ipotesi fatte
essa diventa ov,/oz = 0 che, con la condizione ammessa per v, sul piano z =0,
dd v, = v, costante in tutto il fluido.

In assenza di slittamento, sul piano z = 0 deve essere verificata 1a condi-
zione 2,(0, ¢) = 0; inoltre v, deve anche soddisfare alla relazione Iim v,(2, t) =

2~ o
= V,(¥), dove V _(¢) rappresenta la velocitd del fluido in assenza della parete
solida posta sul piano z = 0 (moto irrotazionale).

Data un’opportuna situazione iniziale per v,, ci proponiamo di ottenere
V2(%, 1) negli istanti successivi, quando sia assegnata V() per t >0. Osser-
viamo che dare V() significa in sostanza assegnare il gradiente di pressione
necessario per mantenere il corrispondente moto Irrotazionale, cio¢, per la
(1.2),

(1.5) —s 2 =Cle T e T

in cui la seconda parte ¢ necessaria per vincere le forze di origine magnetica
(cfr. (1.4)). Rendiamo tutte le grandezze adimensionali mediante 1a trasforma-
zione

(1.6) C=2ldy, T=wif4 a2y, U) =V@) Ve, w, T)=2/V,,

dove dy = /| v,] & lo spessore dello strato limite nel caso stazionario idrodi-

16
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namico (cfr. [10], p. 231). Allora, nel caso V_(t) = V, costante e nell’ipotesi
di limitarsi a studiare il problema stazionario (¢/ot == 0), Vequazione (1.2)
si riduce all’equazione differenziale ordinaria

(1.7)

@ 4 8 s
4

‘a‘(;:; Taz‘“z (L) =—~,

che ha la ben nota soluzione w, = 1—e~%¢, dove o == [1 + (1 4 8)*]/2; il
parametro S ¢ guattro volte il prodotto del numero di pressione magnetica
S,, = B2/(dmwupvl) e del numero di PRANDTL magnetico P, = v/v, .

Imponiamo ora alla velocitd adimensionale la condizione iniziale u(Z, 0) =
= u,({) e assegnamo U (7) =1 + U(z), con U(r) nulla per v <0, continua
per v = 0 e con derivate continua per v >0; cid equivale a considerare il fluido
in moto laminare stazionario e uniforme per 7<C 0 e soggetto per 7 >0 ad un
gradiente di pressione dipendente dal tempo. Tb facile vedere che, per la (1.2)
e per quanto detto sopra, la velocitd adimensionale che risponde alle nostre
richieste ¢ data da w({, 7) = %) + (L, r); con u.(l, ) soluzione del sistema
seguente:

[3—4i—4§ + s] wlt, ) :[-‘-i— + S} U(x), per £>0, 70
¢ dr

ar ac?
(1.8) { limwu,(g, 7) =0, limwu,({, 7) = Ulx), per v >0
C-—>0+ >
lim u,(¢, ) =0, per { > 0.
L 't——>0+

2. - Soluzione del sistema (1.8).

Supponiamo, per il momento, che U(r) sia una funzione trasformabile se-
condo LAPLACE [9]. La soluzione del sistema (1.8) nello spazio trasformato si
trova facilmente:

(2.1) Ull, 8) = Tls) (L —e4),

dove il soprassegno indica la funzione trasformata, ¢ ¢ la variabile complessa
che compare nell'integrale di LAPLACE e & :{1 (18 s }/2, con
1a convenzione di prendere la radice per cui risulta positiva la parte reale di A.

Ricordando che I’antitrasformata dell’unitd & la funzione impulsiva uni-
taria J(z), e che vale la relazione [9]

g__l[z \/,*; e-av.?] - e—a*lun

a 3z !
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ben nota nella teoria della propagazione del calore, si ottiene facilmente:

929 w171 ~ht b} _C et (L ST
(,4,..4) K% [( R )] = J(7) — LiEE [ 167

Tenendo pxesente che la funzione impulsiva J(z) si comporta nel prodotto
integrale come 'unitd nel prodotto ordinario [9], Pantitrasformata della UL, 8)
si ricava dall’applicazione del ben noto teorema del prodotto integrale; a cal-
coli fatti, si perviene alla seguente espressione:

C e*C/Z :“"
| Ue— (e, ) dz,
0

(2.3) (g, T) == Ulr) —
dove
Z(é—’ }.) — A——a/ze~(1+s)l—i§:}. .

La (2.3) & soluzione dell’equazione (1.8) per >0 e >0; per il teorema di

derivazione sotto il segno di integrale, dato che a—U(fa—:i) = a_q(;_;.ﬁ ,
T
si ha infatti con una integrazione per parti:
v ¢, 1) di= AL T
f (t—4) 2(¢, 7) A= / 5 Te| U — A (e Haz,

e con facili calcoli anche

a2 Ce—tl2 3 s
2.5 == - — L) % .
©5) 4[55 + 2w, o =) j[l 51| V- At A

0

Servendosi di questi risultati si prova facilmente che la (2.3) soddisfa all’equa-
zione (1.8),. 8i puod allora concludere che resta legittimato il procedimento
formale usato.

Esaminiamo ora quali condizioni sono richieste perché la 1q(C, 7) data dalla
(2.3) soddisfi anche alle condizioni iniziali e al contorno relative al sistema (1.8).
31 vede subito intanto che Ia (2.3) verifica la condizione iniziale se im U(r) = 0;

-0t

ricordando la definizione della U(r), & sufficiente che essa sia continua per v =0,
cid che ¢ nelle nostre ipotesi.
Richiamiamo ora la definizione della funzione dell’errore erf(z) e della
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funzione complementare erfe(x), che ci serviranno spesso nel seguito:
2 [
erf(®) = —= [ e dt, erfe(z) = 1 — erf(x) .

Se facciamo allora uso del seguente risultato

T

(2.6) %]2_3/28"(”‘5)2‘_ —~—1§; di—
43‘5:‘2
0
1 ¢ (¢
I (1 2 QY % -t aX s N Nk L%
25[@ er 0[41,/2 1 +8"= } Loe erfclzh% L1 4 8”2 ”,

possiamo scrivere la (2.3) in quest’altra forma:

-t

[e‘“ erfe [Z—CV — (1 + 8% r’/] +
Tt

(g, 7) = Ul7) {1 —
, J

4 e—a—o% el‘fc[ 4 41+ S)%’ .C’/:} ]} +

4 7h

T

—if2 S
+ E{f"v—f g3 [U(r) — Uz — l)] P P
)
0

Da qui appare evidente che u,(¢, 7) soddisfa alla condizione al contorno

lim u.(&, 7) = 0, se per { =0 converge I’integrale al secondo membro. Perché

£—>0
¢id accada & sufficiente che U(r) abbia derivata limitata, perché allora esiste

una costante L tale che | U(r)— Uz—A)|< L| A|=L 2; infatti in questo
caso abbiamo

0<|[1# U@ — Ue— )] e wroi= 15 2 | <
0

16“(1"'5);' at L ‘ -
<L[ Al = ert(V (L + 8)7) .
Vi T arer ” (VL 8)
; ,

Per concludere, la funzione u,(g, v) & soluzione del sistema (1.8) se Ulzr) &
una funzione continua per 7 = 0, con derivata anch’essa continma per 7 >0.
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3. = I risultati finali.

Per quanto si ¢ detto alla fine del n. 1, possiamo ora scrivere la velocitd
u({, ) soluzione del problema da noi esaminato, come segue:

(3.1) W, 1) =1—e"% +u, (g, 1),

dove wu,(¢, 7) & data dalla (2.3).

Trovato dungue il campo della velocitd del fluido, vogliamo ora dave le
espressioni di due grandezze particolarmente significative per conoscere la si-
tuazione fisica in prossimita della parete 2 = 0: esse sono lo sforzo tangenziale
(skin friction) e lo spessore di spostamento dello strato limite (displacement
thickness).

Lo sforzo tangenziale sul piano 2= 0 ¢ notoriamente [10] Oi=1p ¥ [Z:] 0;
indicando con , == gV, | v,| lo sforzo nel caso stazionario idrodinamico e con
ou (L,1)

d

6 = 0,/0, lo sforzo adimensionale, per la (1.6) si ha § = [ ] . Servendosi
t=0

della (2.6) con facili calcoli si arriva alla formula finale seguente:

U(r)
9

P

(32) 0=+

[1 O A S e (TR )]+

1»—4 [ A [U(z) — Ule — )] e+ 94 dA.

1]

Lio spessore di spostamento & definito dalla relazione [10]:

d = f {1- (0] V u,,)} dz, che corrisponde alla formula adimensionale se-
0
guente

d 1 1
(3.3) 0 = ‘é; = m {; -+ U(7) 6a}7

dove d, & gid stato definito al n. 1, e ¢, si ottiene dal calcolo dell’espressione
seguente

4 P -2 _
(3.4) b0 = lim U()/cj@ : [U(T A) 4, A dAde.
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Ammessi leciti 'inversione dell’ordine di integrazione e il passaggio al limite
. . N . + 41 .
sotto il segno di integrale, poiché con la sostituzione y = %—\7—}: si dimostra

che vale il risultato

(3.5) [ee@3+3) ag = s [ o & iz entety/)],

dalla (3.4) otteniamo

+

(3.6) 5, = "%‘(?) [0 — 2y =23 [17% o= 2% ertey/ )] dA.
[}

1,
)

Lo spessore dello strato limite & allora ricavato dall’inserimento di questa
espressione nella (3.3).
Dallapplicazione del teorema della media si ha:

T
[1 -
. +0——srf
o
0

dove 7 ¢ un opportuno valore appartenente all’intervallo (0, 7); possiamo percio
concludere che lo spessore di spostamento diminuisce al crescere del campo
magnetico.

Come applicazione dei risultati precedenti, studiamo ora due casi partico-
lari in cui la funzione U(z) soddisfa alle condizioni richieste al n. 2.

1
0<191<| o

U —A) [~ Re? — gk erfc(\/Z)]l dz,

4. - Campo di velocita accelerato.

Nel caso di un fluido che si muove con velocita costante per T <C 0 ed & sot-
toposto ad una accelerazione costante A per T >0, possiamo scrivere U_(z) ==
=1 4 5(r) 4 7, dove 5(r) & la funzione gradino unitario cosi definita:

0 per v<1
4.1) (T —1) =
1 pert>1,.

Sostituendo allora U(r)=n(z) 4 v nella (2.3), il campo della velocitd (¢, T)
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si ottiene dalla (3.1); a calcoli fatti abbiamo:

1 g 4
N ) iz £ ~al oy L QY Y
w, 1)=1—ce - A {r 3 [[(1 SH 4 r] e~ erfe [4 7 1482t ]

& —a—at [ 1 gy %
[(1+S)%—{—4r}e erfcln_l/2 + 3+ 8* .

In Fig. 1 ¢ illustrato 'andamento della velocitd in funzione della distanza
dal pianozé = 0 ad un istante assegnato, per diversi valori del parametro ma-
gnetico S.

i

] i 1
ol i 3 3 4 3
Fig. 1. - Campo di velocith accelerato: 7 = 0,1; 4 = 4.

Dalia (4.2) si ricava che, terminata la fase transitoria, la velocitd (Z, ),
per tempi grandi, ¢ data al generico istante ¢ dal termine (1 + 4 1) (1 —e~*%),
corrispondente ad un moto fluido stazionario con velocitd V=7V, (1 44 7) pen-
sata costante (moto « quasistazionario »[2]) e del termine { A/(4(1+9)%) et
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indipendente dal tempo. La presenza di questa parte proporzionale ad 4 si
puo spiegare col fatto che la stessa accelerazione produce un effetto maggiore
sul moto lento del fluido vicino alla parete piana { = 0 piuttosto che sugli
strati piu distanti e piu veloci [2]. I interessante notare che il campo magnetico
riduce questo fenomeno, tendendo a riportare la velocitd a quella « quasista-
zionaria ». _

Lo sforzo sul piano & dato, per la (3.2), dalla formula seguente:

O e Y% g—+9r ‘ y S
erz((\l/i ,;VS)T) 47 enl/z +7 (L 8)% erf(4/(1 +S)r)} ;

4.3) 0 =o +§—{r +

che per tempi grandi diventa 0, ~a{1 + A [z + 1/(4a(l + 8)%)1} 5 1o sforzo
risulta dunque in anticipo rispetto alla velocitd del fluido a grande distanza
dal piano ¢ =0 e questo anticipo diminuisce con il crescere del campo magne-
tico. Osserviamo ora che dalla (3.2) si ottiene per derivazione

1 _ - 2 .
+ o [ RO — D emeroran,

4]

80 1
a8 401 - 8%

(4.4)

questa funzione, per U(zr) = #(r) 4 7, & sempre positiva, percid lo sforzo sul
piano ¢ una funzione crescente del campo magnetico.

Dalla (3.3) e (3.6), servendosi dei risultati riportati in Appendice, si ottiene
lo spessore dello strato limite:

(4.5) 6

:&1 E + 4 1448 T e—atsm __ 732 g= A+ 9T n
T+dzle " 0+0)% |22 (1 + 8Pk 7% (1 + S

, _ 1448 -
+ (L +8)% 72 =5 erfe(4/7) + 27 exf(y /(T +8)7) — m—g o erf(1/@ +8)r) —

_ % [(1+8)%(1 — e erfe(4/7)) — exf(+/T8)r)] +

481 4 8)% j Az ¢=5*erfe(r/7) dl”,
0

che si riduce alla formula relativa al caso idrodinamico [7] per S tendente a
zero. Tenendo presente che vale la disuguaglianza

0< [22e7* exfo(+/7) A4 < 2/8°
Q
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si dimostra facilmente che lo spessore dello strato limite tende ad assumere
nuovamente il valore stazionario iniziale 1/a. .

In Fig. 2 i1 6 & rappresentato in funzione del tempo 7 per diversi valori del pa-
rametro magnetico S. Dalla presenza di un valore minimo per § si desume che

E
0.9 s=o
0.8
s=1
0.7
o€ \//' s= 4
* N —— s-8
oI —— s-12
' N————— s=16
0 02 04 o6 os i 12 1,4 1,6 4,8 é 2,2

Tig. 2. - Spessore dello strato limite: 4 = 4.

inizialmente il fluido risponde al gradiente di pressione come un fluido ideale;
percid tubti gli strati subiscono lo stesso incremento di velocitd 4 7. In questa
fase iniziale si ha percid (¢, v) ~1-—e~*¢-- 4 7 e lo spessore corrispondente
0 ~1 /{ a(l + A7) } ¢ una funzione decrescente di z; in uno stadio successivo del
moto la presenza della parete si fa sentire, a causa della viscositd, sugli strati
pit distanti dal piano ¢ =0, riportando & al valore stazionario iniziale. Si os-
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servi anche che il campo magnetico riduce notevolmente questo fenomeno e
tende a ristabilire rapidamente la situazione stazionaria.

§

T T
0 4 8 12 16 9
Fig. 3. - Spessore dello strato limite in funzione del parametro magnetico §:

T = 0,1; A = 4.

La Fig. 3 infine mostra che lo spessore de!lo strato limite diminuisce al cre-
scere del campo magnetico, in accordo con i risultati di Fig. 1.
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4. - Campe di velocita oscillatorio.
Una forma particolarmente interessante per la U _(r) ¢ Ia seguente (!):

i0r
H

Uty =1—ien(r)e

corrispondente al caso di una perturbazione sinuscidale che si sovrappone
per T >0 ad un moto fluido con velocita costante. La velocith assume la forma
seguente:

o

it

(B.1) wE, 1) =1—e "t —iey(t) {1 —1 [ eht erfc[‘L CV — (14841 Q)% 1:]/2] -+

L gmu—me erf.e[ll—i% (1 =S40 r’/ﬂ] ]} ;

dove b :{1 + 18 i Q¥ }/2 e si ¢ scelta la radice per cui Re [(1 + § +
+ 1 2)%] >0. Per frequenze molto piccole, trascurando i termini dell’ordine
di £ e delle potenze superviori di £, si ottiene:

: . . 1 iR I o1
~ L — —af ,'-Qt —_— - — - > ix PR Yoo Yo
wl, 7)) ~1—e ie n(t)e { [ a )y] e erfc[ 7 1+8) "t J

1 o O o i Q 7% e
—_ P _ [Tt opfe C,/ 4+ (L48)% % e A R Tr 8
2 7 8(1 4 S d7% ‘ 27%(1 4+ S8)%

che per i tempi grandi diventa
(5.2) WG ) (1 —e*) Uy(r) + ———;

4({, 7) consiste dunque delle parte « quasistazionaria » [2] e di una parte propor-
zionale all’accelerazione, com’era gia stato trovato partendo dall’ipotesi sem-
plificativa che il moto fluido irrotazionale avesse la forma quasistazionaria
V(@) = Vo (1 + €€e'%) per 7 €(— oo, + o0) [5], [8]

Ritorniamo ora al caso generale rappresentato dalla (5.1), cercando di in-
terpretarne, per quanto ¢ possibile, il significato. Poniamo innazitutto 1 -~ § +

(}) Vale naturalmente qui e nel seguito la consueta ipotesi che la sola parte reale
ha significato fisico.
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-+ 1Y%= ¢ - ib; tenendo presente la convenzione fatta all’inizio del para-
grafo, si arriva facilmente a scrivere

(5.3) @ = (1//D{[1 + 8> + 22 + (1 + 8) } %
(5.4) b= (1/y/2){[A + 8 + Q" — (1 -+ 8) } %
da cui si ricava immediatamente la relazione b* — ¢® = — (1 -+ 8), che ci ser-

vird nel seguito.
Si consideri poi la seguente uguaglianza:

To

Vo Ve
2 a (e . .
(5.5) erf(z, +17,) = _{/a‘“zdx—}—e“”oj e’ sin(2a.y) dy e~ [e”’eos(.?acoy) d;l/](;
J
0

5

0

essa fornisce la scomposizione della funzione erf(z) dell’argomento complesso
2= @ + 1y nella parte reale e nella parte immaginaria. Se dunque poniamo

p
(5.6) el‘f{ !ZET Fo” a] T gk b} — AF 1§ BT,
(ETn

dove a e b sono sempre dati dalle (5.3) e (5.4), si ha per la (5.5):

gF eyT
(5.7) AF :\jy—z { [ e~ dw F c—(v*ﬂ/ ¢’ sin(2¢F y) dy},
[ 2%3
= 2 2 =
(5.8) BF = e~wTr /c” cos(2¢F y) dy ,
T o

]

dove si & posto gF =={¢/(47")} & % q
Servendosi ora delle formule precedenti si ottiene la parte reale di (g, 7):

5.9) (L, T) =1—e~* L e g(z) sin(Q 7) — & n(z) e~ A2 [ §in(Q2 7—(£/2) b—yp1)—
— en(r) e~ P Iy sin(Q 1 4 (£/2)b— )

dove si & posto per brevitd

I'(g, 2, 8, T)“‘“g{(B 1”*A~)2}1/2y vl £, 8, 1)=tg*

1—4-7
1 B*
4+

(5.10)

I(g 2, 8, 1)= 3 { (B*)*+(1 — 4+)? } vaL, 2, 8, 7) = tg*



[15] L’EFFETTO DI UN CAMPO MAGNETICO TRASVERSALE .., 253

I1 caleolo di u({, 7), necessario per conoscerne il comportamento in dipen-
denza di tutti i parametri, sarebbe estremamente laborioso; ¢ tuttavia possi-
bile fare sulla «(, 7) alcune interessanti considerazioni.

Quando il parametro magnetico § & molto grande (1 -~ §>> ), dalla (5.3)
e dalla (5.4) si ha: @ =~ (1 + 8)% e b ~ 0; introducendo le nuove espressioni
di 4% ¢ BT mnella (5.10), la velocita (£, 7) si riduce alla forma seguente:

A

c
w(ly 7)1l —e %" + g q(r) sin(Q 1) {1 —1 [e““ ¢ erfc»[‘i - X
. T2 J

—fd—m oy ¢ e Y
e elfe[‘“]/2 (1 - SY: g ”}

Gli strati fluidi paralleli al piano { = 0 oscillano dunque in fase con U_(7),
con ampiezza variabile nel tempo e con la distanza dal piano ¢ = 0. La velo-
citdh del generico strato assume ai tempi grandi la forma quasistazionaria
(I —e *5(1 + esin(R2 7)) in accordo con un risultato ottenuto per altra via
da SURYAPRAKASARAO [5].

Si considerino ora le seguenti disuguaglianze

byT

. sin -
-ty fc”‘ 27T y L dy
o 207 Y}y

0

I
3

0< < 0—:(;;?2—) 6"“+S’tb\/;,

per le quali si ha lim A¥F = =1 e lim BT = 0; per la (5.10) & allora evidente
T—r 0 T+

che per v —> oo valgono i risultati seguenti:

Hm [ =1, Iimy, =0, Iim 7, =0, limy, = 0;

T+ T—>0 T—r@ >

percid ai tempi grandi la (5.9) si riduce all’espressione:
(5.11) gy 7) ~(1—e7*%) £ esin(Q 1) — & e TP §in(Q 7 — (£/2)B) .

I primi due termini corrispondono alla risposta che darebbe alla pérturba—
zione sinusoidale un fluido ideale; il terzo termine, dovuto alla presenza della
viscosita, si pud pensare come un’onda viscosa [10] di lunghezza d’onda 4s/b,
sensibile praticamente in uno strato prossimo al piano = 0 avente uno spessore
dellordine di 2d,/(1 -+ a). Uno strato fluido ad una quota ¢ oscilla con un ri-
tardo di fase (£/2)b rispetto a U_(r); ricordando la dipendenza di @ e & da S
e £, si giunge alla conclusione che lo spessore entro cui & sensibile 'onda vi-
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scosa diminuisce al crescere del campo magnetico e della frequenza Q. La
lunghezza d’onda 4z7/b diminuisce al crescere di ©, mentre diventa assai grande
per campi magnetici intensi; nel qual caso, come si & gid visto, gli strati fluidi
oscillano praticamente in fase con U (r): Vinterazione delle forze magnetiche
e di quelle viscose tende a compensare lo sfasamento degli strati.

Per frequenze elevate (2> 1 -+ 8) dalle (5.3), (5.4) si ricava a o~ b~
o 2%]4/2, praticamente indipendenti dal campo magnetico; ma per le (5.7),
(5.8) e (8.9) la velocitd «({, 7) dipende dal campo magnetico attraverso ¢ e b,
dungque ad alte frequenze il moto del fluido non & influenzato dal campo magne-
tico: si pud pensare che le flubtuazioni della velocitdh sono cosi rapide che le
forze magnetiche non fanno in tempo ad agire, per 'inerzia degli strati fluidi.
La (5.11) mostra poi che, in regime « quasistazionario», per 2> 1 48, la
velocita del fluido fAuttua intorno al suo profilo iniziale in fase con U ,(7), com-
portandosi come un fluido ideale, esternamente ad uno strato di spessore
d ~A/v]w, conw= (/002/(410) Q. L’interpretazione fisica di questo fatto & ben
nota [2]: a frequenze assai elevate le forze di origine visecosa non agiseono
abbastanza rapidamente da vincere le flubtuazioni imposte dal gradiente di
pressione esternamente allo strato di spessore /7w prossimo alla parete.

Lo sforzo sul piano £ = 0 si ottiene dalla (3.2) servendosi del risultato se-

guente:

T
J’l—alz (1 - c—i.@d.) 6-—(1+5)x di = 9 [,L.——]/g 6—-(1+s+z.Q)t 4
0

k(LS Q)% ef(y/T F B - i@ —at (L + 8% et(v/[T + 8

lo sforzo complesso & dato da

i —{1+8)7 v
(5.12) 0=a—§ & (1) {o‘-’?f b f__-/- (L8 +1 Q)% T erf(4/T S ~:—i!))1;)} .

2 ()" :
Se 4 e B sono la parte reale e immaginaria di erf(4/I( + 8 + 14 O)r), per
la (8.5) e la (5.12) lo sforzo effettivo & dato dalla formula seguente:

<

(5.13) 0 =o + Len) DL, 8, v)sin[Q v + @2, 8, 7)],

dove

(5.14) O, 8, 1) ={[1L +aA—bB}+[aB+Db AP L%,
aB+bA

59 0O —_ to~l ————
(5.15) p2, 8, 1) = tg (T ad b5
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Dunque allo sforzo preesistente, dovuto al moto stazionario del fluido, si so-
vrappone per T >0 uno sforzo oscillante, generalmente in anticipo rispetto
alla perturbazione imposta dal gradiente di pressione.

$=8

s5=0

i 1 i H ] i i X L

i
02 0.4 0.6 0.8 1 1,2 14 16 13 2 22 2.4

Fig. 4. - Ampiezza @ in funzione di 7: 2 = 10; ¢ = 1.

Si osservi ora che sono valide le seguenti disuguaglianze:

»YT

e““”[eu‘ co;{m V7 g/} dy

(5.16) 0 < ,
81
0

SOy [T ey 7
b

per le quali ¢ facile concludere che lim 4 =1 e lim B = 0; percid in condizioni

T+ >
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stazionarie I'ampiezza e lo sfasamento della parte variabile dello sforzo sono
date da

DR, B)={1+[L+8)+Tr /2 [(A +8) + 2% + @ + §PE}*

(5.17) ©, §) = tg= (1 + 8)2 + Q2% — (1 + §)}%
7 ® V24 {0 18R TR (L + S

9

tast

1k

035 |

5=0
0s ¢
s=4
5= 8
Qa3 s=18
Il X 1 A A i 1 i 3. T
0 0z 0.4 0.6 0,8 10 12 1.4 1.6 i.8

Fig. 5. - Fase ¢ in funzione di 7: 0 =10, e =1,

Per campi magnetici intensi (1 4- § 3> ) gli sforzi sul piano { == 0 sono prati-
camente in fase con U_(z), mentre per frequenze elevate (21 + 8) le (5.17)
si riducono alle seguenti

1,

dungue in questo caso le parte dello sforzo dipendente dal tempo non & in-
fluenzata dal campo magnetico.

Le Figg. 4 e 5 mostrano come variano nel tempo Pampiezza @ e il ritardo
di fase @, dati dalle (5.14) e (5.15), per diversi valori del parametro magnetico,

(5.18) D) ~{1 +02 + 2% A @) ~tg
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B interessante notare come le oscillazioni, che @ e @ presentano in assenza di
campo magnetico (S = 0), vengono smorzate al crescere di questo. La Fig. b
mostra anche che nella fase iniziale della perturbazione lo sforzo anticipa no-

$
s=2
5 S=4
S=0
4
3 ]
2 -~
1 * i H ) i
0 10 20 30 40 50 Q

Fig. 6. - Ampiezza in funzione di Q: 7 =10,6; ¢ = 1.

tevolmente la velocitd U _(r) del moto irrotazionale e quindi il corrispondente
gradiente di pressione, per stabilizzarsi poi intorno ad un valore costante.
Questo anticipo iniziale diminuisce al crescere del campo magnetico e quanto
maggiore & questo tanto pit rapidamente viene raggiunto il valore stazionario
della fase. L’effetto stabilizzante del campo magnetico & ben visibile anche nelle
Figg. 6 e 7, che mostrano rispettivamente ’l’avmpiezza @ e ilritardo difase g in
funzione della frequenza £ della perturbazione. Da queste figure e ancor . pig
chiaramente dalle Figg. 6" ¢ 7', relative al comportamento di @ e per 7 grande,

17
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s=1

10 20 30 40 " 50 a2

Tig. 7. - Fase in funzione di : 7 =10,6; s=1
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L 1 L 1 L

L

10 20 30 40 50

Fig. 6'. - Ampiezza & in funzione di Q per tempi grandi:
2 P

60

g = 1.

259
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0 | 4o 2'0 3% 4’0 5% 60

Fig. 7'. - Fase ¢ in funzione di 2 per tempi grandi: &=L

appare evidente come al crescere della frequenza tutte le curve convergono
verso un andamento comune: cid & in accordo con il fatto che 'effetto del campo

3\

magnetico & sempre meno sensibile al crescere della frequenza.
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Appendice.

Riportiamo alcuni risultati che sono serviti nel testo:

T

72

L - -
a) / A=Y em QG+ Q] — (1—1—_—‘5')1/: erf(\/(1 + ,s)-,;),

]

T

b) /e—sl erfo(y/7) dA =

0

ST a% {(14+-8)% (1 — 5T erfc(\/;))——- erf(vl —{—S)r)},

T
]/ 14

/2 T2
Y o— QS (] = /T T
¢) ‘/l e da 5T 8 erf(4/{T + S)z) T 5
a

e— 1+ 97T ,

2312 g~ A+ 9T

T
—s2 Nl = L e - _
d) f}.e sk erfe(r/ ) dl‘— 5 57 erfe(4/7) AR A TS -+
0

3 erf(1/(T + 8)r) 3B rked +
8 (1+ 8pr 4 7% (14 S)

T
8 ~
+ 3 /22 e~ st erfe(4/7) da.
¢

Bibliografia.

1] K. Srewarrsox, The theory of unsteady laminar leyers, Ad. Appl. Mech. 6
(1960), 1-37.

[2] M. J. LiearrILL, The response of laminar skin friction and heat transfer to fluc-
tuations in the stream weloeity, Proe. Roy. Soc. London. (Ser. A.) 224 (1954),
1-23.

[3] J. T. SruAre, 4 solution of the Navier-Stokes equations illustrating the

respense of skin friction and temperature of an infinite plate thermometer to
fluctuations in the stream velocity, Proc. Roy. Soc. London (Ser. A.) 231 (1955),
116-130.

[4] 5. GisELraTo, Strato limale attorno ad unae lastra piana investite da wn fluido
wncompressibile dotato di una velocild che é somma di unia parte costamie e di
una parte alternata, Atti Accad. Sei. Torino, Cl. Sci. Fis. Mat. Natur., 89
(1955), 180-192.

[8] U. BURYAPRAKASARAO, The response of laminar skin friction, temperature and
heat transfer to fluctuotions in the siream velocity in the presence of @ trams-
verse magnetic field. I, Z. Angew. Math. Mech. 42 (1962), 133-141; II, Z.
Angew. Math. Mech. 43 (1963), 127-133.



262

(7

(8]

9]
[10]
[11]

A. PASQUALI [24]

J. Wansox, A solution of the Navier-Stokes equations llustrating the res-
ponse of a laminar boundary layer to a given change in the external stream
velocity, Quart. J. Mech. Appl. Math. 11 (1958), 302-325.

8. I. Par, Magnetogasdynamics and plasma dynamics, Springer Verlag, Wien
1962.

A. GuizzerTi, Calcolo simbolico, Zanichelli, Bologna 1943.
H. ScHricHTING, Boundary layer theory, Pergamon Press, Oxford 1955.

8. GorupstriN, Lectures in fluid mechanics, Interscience Publ., London 1960.

Summary.

It is examined both from the analitical and numerical point of view the influence
of a itransverse magnetic field on the unsteady laminar boundary layer of an electrically
conducting fluid, whick flows past an infinite porous flat plate.



