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CamiT ARF e GracomMo SABAN (%)

Due dimostrazioni elementari

del teorema di Cartan e Dieudonné. (%

Introduzione.

0. — Un noto teorema, dovuto ad ErLre CARTAN [1], permette di affermare
che il gruppo dei movimenti di uno spazio euclideo o pseudo-euclideo reale o
complesso coincide con il gruppo generato dalle simmetrie rispetto ad iperpiani
(non perpendicolari ad una direzione isotropa) di questo spazio.

Di questo teorema si é avuta un’estensione ad opera di J. DIEUDONNE [2],
che ¢ conseguente a certi lavori di Wrrt [8] e di ARF [4], e nella quale si dimostra
che il teorema enunciato sopra vale anche se lo spazio & definito sopra un campo
qualunque, eccezion fatta di un particolare spazio di dimensione quattro che
verrd meglio specificato nel seguito.

Sono note varie dimostrazioni di questo teorema [5]: cid non di meno la
presente esposizione non appare superflua sia perché le due dimostrazioni che
ne fanno ’oggetto sono, a nostra conoscenza, originali, sia ancora perché per-
mettono di giungere alla conclusione mediante 1’impiego di nozioni del tutto
elementari. ‘

(*) Indirizzo; Centro Nucleare Ricerca Addestramento di Cekmece, P.K.1 - Hava
Alani, Istanbul, Turchia.

(**) La presente pubblicazione costituisce I’oggetto del Report No. CNAEM.-17
(1964) del Centro Nucleare di Ricerca e Addestramento di Cekmece. L’argomento & stato
esposto da G. SaBAN al Sem. Mat. Univ. Parma il 25 e 28 febbraio 1964. Una prima parte
& apparsa precedentemente in dispense dell’Ist. Mat. Univ. Roma (G. Sasax, Introduzione
alla Teoria algebrica degli Spinori, Parte 1°, Roma 1963). — Ricevuto il 27-X-1964.
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170 C. ARF e G. SABAN [2]

1. ~ Sia ¥ uno spazio vettoriale di dimensione finita, definito sopra nn
campo K, e si consideri una applicazione B(x, ) (x, ye V) () di VxV in K
che sia lineare in ciaseuno degli argomenti di B: si dice in tal caso che B é una
forma bilineare definita su V (®). ‘

Una forma bilineare & simmetrica se B(x, y) = B(y, x), alternante se B(x, y) -+

+ By, x) =0.

Si osservi che se K ha caraiteristice 2 ogni forma alternante ¢ pure simme-
trica. Nel seguito verranno considerate solamente forme bilineari dotate di
queste proprieta.

Scelto un qualsivoglia spazio vettoriale U in V, il sotto-spazio vettoriale

e :{er]B(x, y) =0 per vye U}C ¥

si chiama spazio coniugato di U ed una forma bilineare B definita su V & detta
non degenere se VO ={0}.
Si dimostra facilmente che
a) (L -+ M) =1L°n M
b) (L n M = L0+ Mo
¢) Se L2 M, si ha M°C L
d) Se B ¢ non degenere, si ha (L°° = L.

Un sottospazio vettoriale I di V & detto isotropo se I N0 I° ;é{ 0 }, e total-
mente isotropo quando I C I°

9. — Si consideri ora una applicazione @(x) di V in K tale che

a) Qax) = a* Q(x);

b) B(x, ¥) = Q(x + y) — Q(x) — Q(y) sia una forma bilineare su VX 7V;
a questa applicazione si da il nome di forma quadratica su V e si verifica imme-

(*) Nel segnito verranno stampati in grassetto gli elementi dello spazio vettoriale V'
ed in corsivo gli elementi del campo K. Per 0, elemento di V, e per 0, elemento di X,

si addottera il medesimo carattere.
(®) La bilinearité notoriamente si esprime mediante le seguenti formule:

B(x, + %, ¥) = B(xy, y) + B, ¥), B(x, ¥y + ) = Blx, y,) + Blx, ¥,),
Blax, y) = a B(x,y), B(x, by) = b B(x, y),

ove Xy, Xo» ¥1: Y2, X YEV; a, be K.
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diatamente che la forma bilineare B (associaia alla forma quadratica) ¢ sempre
simmetrica ed inoltre, se K ha caratteristica 2, & anche alternante, come risulta
dalla formula

B(x, y) + Bly, x) = 2[Q(x + y) — Q(x) — Q(y)] =0,

che ¢ conseguenza immediata della definizione. Infine una forma quadratica
viene detta non degenere qualora sia non degenere la forma bilineare ad essa
associata.

Si chiama totalmente singolare ogiii sottospazio S di ¥ tale che sia Q(x) =
per Fx €55 si chiama ancora clemento singolare ogni elemento di V tale che
s %0, Q) =0.

Dalla definizione di forma guadratica @ e di forma bilineare B ad essa asso-
ciata segue che ogni sottospazio totalmente singolare in V & sempre total-
mente isotropo in ¥, mentre ogni sottospazio totalmente isotropo di ¥ ¢ total-
mente singolare in ¥V purché K abbia una caratteristica diversa da 2.

Due elementi x ed y di V sono detti ortogonali se B(x, y) = 0.

I1 numero minimo di generatori dello spazio vettoriale V definito su K
viene chiamato dimensione dello spazio considerato ed indicato con dim, V:
nel seguito si considereranno principalmente spazi vettoriali di dimensioni fi-
nita e ad un qualsiasi sistema minimale di generatori di questo spazio si dard il
nome di base di V. Si dimostra facilmente che se il campo K sul quale & definito
V ha caratteristica diversa da due, ¥ ha sempre una base composta da vettori
mutuamente ortogonali. Inoltre, se B ¢ non degenere e dim, V = n, dim, R =7,
con R cV, r<n, si dimostra che dim, R® = n—7.

3. — Poste le definizioni che precedono, si pud dimostrare il seguente

Teorema 1. Se V é uno spazio vettoriale definito sul campo K, B una
forma bilineare non degenere definita su V ed U uno spazio vettoriale contenuto
in V tale che dim, U =1 con r finito, si ha

dim, (¥ modulo U?) = dim,U .
Dimostrazione. Osserviamo anzitutto che poiché dim, U == < oo,
lo spazio vettoriale U & dotato di base: sia quindi (e,),,,, una qualsiasi base
di U. Se esiste una famiglia libera di elementi (€;),cq,,, di V tali che sussistano

le relazioni

1) Ble,, €1) - 6{;7 i, je(1, 7),
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allora:
1°) detto x un qualsiasi elemento di T,

a0 =x— > B(x, e;) €€ U",
R ]

poiché la condizione di appartenenza di un vettore u, ad U° si scrive
(2) B(u,, e;) =0, 1€ (1, 1),
e questo sistema di condizioni & identicamente verificato dal vettore x° per
via delle (1);
2°) u* =3 1, €;€ U° implica 1; =0, ie(l, 7), come immediatamente
(1,7
risulta scrivendo il sistema (2) per il vettore u™;

3°) dalle due osservazioni preliminari precedenti segue che lo spazio

U% =@ Ke;
ie,n
¢ tale che
dim, U* =7, U*nU°={0},
e quindi
(3) V=U*® U

Quest’ultima relazione dimostra 1’asserto.

Per completare la dimostrazione ¢ quindi sufficiente mostrare leffettiva
esistenza di una famiglia libera (€;),c,, soddisfacente le (1). Siprocederd per
induzione, supponendo esistente una famiglia libera

(4) (€ pea, 9 0<s<r,
tale che

Ble,, €4) = 0, v, pe(d, s).
Si consideri allora, @ssieme allo spazio

ﬁs = @ Ke,,

vE(L, )
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lo spazio ﬁ?, ad esso coniugato e si supponga sia

(5) Ble,,;, &) =0 per vx' € ﬁ:.
Allora, posto

E 3
€541 T Csqpr Z Bles, €,)e,,
pE(1,8)

si verifica immediatamente che
Bel.,, ') =0.
Inoltre, se

U¥ =@ Ke,,

#E(1,8)

il ragionamento che ha condotto alla (3) permette di concludere che

V=UF+T
e quindi ogni x € V si seriverd
x=a + Y&e€,
yEQ,

essendo a' un elemento di U° ed i coefficienti &, opportuni elementi di K. Si
ha dunque

B(x7 e::.l) == B(xly es+1) -+ ZE,; B(ev? es+1)

(1, 8)

= > £,[Bles, €)— Y B(e,, e.1) B(g,, e,)] =0,

rE(1,9) peQ@,s)

cioé risulterebbe dimostrata lesistenza di un vettore e, non nullo tale che
B(x, €;,,) =0 per yxevV,

ma ¢id equivale a dirve che V° contiene almeno un vettore non nullo, in contrad-
dizione con Vipotesi di B forma bilineare non degenere. La supposizione espressa
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mediante la (5) non pud dunque sussistere, quindi J° contiene almeno un vet-
tore x* tale che

(6) B(es-}-l: x*) —_ 5 ES 0.

Posto quindi €, = x*/& ed osservando che x* appartiene ad U°, che sussi-
841 / ]I s
stono le (6) e (4), si ha che '

0 9 ,
B(€s11r €) = Ogpa0r ae(l, s +1).
Posto ancora

0 0
€, = €, B(€,, e, €, ve(l, §),
la famiglia ()),cq, 1y OVviamente soddista le

B(ea7 Ez) - 64\'[3? &%, /))E (1? $ +1)7

ed & libera.

La famiglia iniziale, costituita da s vettori, si pud dunque ampliare in una
avente s - 1 vettori, e questo progressivo ampliamento cessa ovviamente quando
Ia famiglia viene ad avere r elementi.

Si osservi ancora che lo spazio U* sotteso dai vettori (€;),g,, non ¢ uni-
vocamente determinato, potendosi ogni volta sostituire a ciascuno dei vettori e,
ottenuti col procedimento costruttivo indicato sopra un vettore del tipo

€, = €; 7]" u;,
u; essendo un qualsiasi elemento di U? senza con cid ledere la validita delle (1).
Dal Teorema 1 si deduce infine il seguente

Corollario. Se U cV é non isotropo ed ha dimensione finita e se B
¢ non degenere, V = U @ U°. ‘
Questo corollario ¢ conseguenza immediata del fatto che U N U° =={0}.

4. —~ Teorema 2., 8Se U cV ha dimensione finita ed & totalmente iso-
tropo (o totalmenie singolare) e B é non degencre, ad ogni base (e:),cq,y, di U
st puo far corrispondere una famiglia libera (€);cy,, di V tale che

Ble;, €) =0,

57

4, je(l, 1),

e s¢e U* =@ Ke., che U@ U* sia non isotropo.
1&(,r)
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Dimostrazione. Anzitutto, dal Teorema 1 segue 'esistenza di una fa
miglia libera (€;),g,,, dotata della proprietd indicata nell’enunciato, che
inoltre genera lo spazio U* e che & tale che

UsnU°={0}.

Essendo perd U totalmente isotropo, U c U°, quindi
Uﬁ: N U :{ 0 } ,

ed & quindi lecito definire la somma diretta U @ U*. Si ha ovviamente

x = ya;e; + o € per vxe U@ U*.

1€, T) iea,n
Se U@ U* fosse isotropo, B(x, x) = 0 implicherebbe

B(x, e;) =0, B(x, €) =0 per vie(d, r).

Ma U & totalmente isotropo, e quindi

Ble;, e;) =0 , per vi, j€(1, 1),
per cui la prima delle due condizioni indicate sopra diventa
B(x, e) =a; =0 per vie(l, 7,

ciod se sussiste I’isotropia di U @ U* il generico vettore appartenente a questo
spazio deve anzitutto avere la forma x =) ¥, e;. Perché poi sia soddisfatta la

iEa,n
seconda condizione dovra essere
B(x, €) =a;, =0 per vie(l, 7)
e quindi U® U*:{O } Ma se si esclude il caso banale di U vuoto, U® U™
non pud ridursi a { O} e quindi U @® U* ¢ non isotropo, come appunto dove-
vasi dimostrare.

Teorema 3. Se UcV ¢ totalmente isotropo (o totalmente singolare) ed
ha dimensione finita, B é non degenere e J é uno spazio contenuto in V
a) totalmente isotropo (o rispettivamente totalmente singolare);
b) tale che 70 U° ={0};
¢c) tale che dim, J < dim, U;
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esisie uno spazio totalmente isotropo (o rispettivamente totalmente singolare) U* c V
tale che

1) J c U*;
2) dim, U* = dim, U;
3) U*n U°={0}.

Dimostrazione. 1) Il teorema sard dimostrato se si riesce ad
ampliare J mantenendone la totale isotropia (rispettivamente totale singola-
riﬁ): converrd dunque aggiungere ai vettori di una qualsiasi base di J un vet-
tore =z esterno a J: questo vettore z dovrd inoltre essere scelto in maniera che
sia

W@ Kz)n U ={0},

poiché altrimenti i progressivi ampliamenti di J non condurrebbero ad uno
spazio U* dotato della proprietd espressa nel terzo comma della tesi. Deve
dungue essere

s¢(JDUY.
2) Si ha
(1) , JO¢J @ U

invero, se si suppone vero il contrario, cioé J° cJ @ U° passando agli spazi
ortogonali si trova J 5 J°n U e quindi, tenuto conto dell’isotropia totale di U,
J n U°2 J°n U. Poiche, sempre per ipotesi, 7 0 U° = {0} sarebbe J°n U =
={0} e quindi V2J°@® U. Ma se fosse verificata la JOn U = {0}, per 11
Teorema 1 risulterebbe

dimg J = dim, (V modulo J°) > dim, U,
in contraddizione con I’ipotesi espressa mediante il comma ¢) dell’enunciato.
Questa contraddizione dimostra dunque la (1). ‘
3) Sussistendo la (1), basterd prendere z e J° perché siano verificate le

(2) 5¢ J, z—LJ, (J@Kz)ﬁU“:{O}.

Per completare la dimostrazione ¢ necessario mostrare che si pud scegliere =
in modo che J @ Iz sia totalmente isotropo (o totalmente singolare), ciod in
modo che sia B(z, 5) = 0 (o rispettivamente @Q(z) = 0).
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Si osservi anzitutto che aggiungendo al vettore z un vettore appartenente
aJen(J@® U =dJ @J*n U, oppure solamente a J°n U le proprietd di =
espresse mediante le (2) si mantengono invariate. Si aggiungera dunque a =
un elemento y appartenente allo spazio J°n U°; anzi, si sceglierd y nello spazio
J°n U, che & ovviamente un sottospazio di quello precedente che si & visto
poc’anzi non essere vuoto. z*=z -4 y gode quindi di tubte le proprietd di =
e deve inoltre essere

B(z*, z%*) =B(z + ¥, 5 +y) =Bz, 5) +2 Bz, y) =0
(oppure, se U & totalmente singolare',
Q%) = Qz +y) = Q=) + B(z, y) =0).

B sufficiente dimostrare che z ¢ (J°n U)°: infatti in tal caso esiste un y, €
eJon U tale che B(z, yo) =, be K, b 0, ed un k€ K tale che

B(z, z) +2kb =0
(oppure, se U & totalmente singolare,
Q=) + kb =0).
4) Per dimostrare che z ¢ (J°n U)° basta osservare che
(JenUloJd U

e che si & proceduto alla scelta di z in modo che fosse z ¢ J @ U°: il risultato sard
acquisito se si mostra che J @ U® == (J°n U)°. Ma 'ineguaglianza

dim, [V modulo (J°n U)*] > dim, [V modulo (J°@® U)]

¢ equivalente alla relazione precedente. Inoltre il secondo membro di quest’ul-
tima, essendo J N U® ={0 }, vale dim, U— dim, J, mentre il primo membro
& dim, (J°n U). Si dovra quindi verificare Peffettiva validitd dell’inegua-
glianza :

dim, (J°n U) > dim, U — dim, J ,

che si pud riscrivere

dim, J > dim, U — dim, (J°n U) .
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Ora questa a sua volta si riscrive
dim, (¥ modulo J° > dim, [U modulo (J°n T)]

ed in questa ultima forma risulta evidente, per cui il Teorema 3 & dimostrato.
Dal Teorema 3 si deduce il seguente

Corollario. Se U é uno spazio totalmenie isotropo (o totalmente sin-
golare) di dimensione massima ¢ finita contenuto in V, tutti gli altri spazi to al-
mente isotropi (o totalmenle singolari) di dimensione massima contenuti in V
hanno la dimensione di U.

Dimostrazione. Sia U7 un sottospazio tota'mente isotropo (o total-
mente singolare) di dimensione finita e massimale. Allora si potrd scrivere
dim, U ==r<C oo, ed evidentemente lo spazio U non si potrd ulteriormente
ampliare in uno spazio totalmente isotropo (o, rispettivamente, totalmente
singolare).

Per quanto ¢ stato dimostrato col Teorema 3, si potra scegliere in ¥V uno
spazio totalmente isotropo (rvispettivamente, totalmente singolare) tale che

dim, J =»r, JnoU* ={0}
e quindi J @ U ¢ non isotropo. Segue da cio che
V=U®JDUaJI)"

Si supponga ora che possa esistere in V un altro spazio U* totalmente iso-
tropo (o totalmente singolare) non ulteriormente ampliabile sotto 1’ipotesi di
conservazione di questa proprietd, diverso da U e di dimensione superiore ad ».
Poich¢ dim J =7, U*n[U @ (U ®J)°] #{ 0 } Di conseguenza yxe U* N
n[u® (u@J)P] ¢ tale che ‘

x =22 +x, con x, €U, %, €(U @J).
Ma essendo x, | U, B(x,, x,) =0 per cui

B(x, x) =0 => B(ax,, x,) =0

(oppure
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U essendo uno spazio totalmente isotropo (o totalmente singolare) di dimen-
sione massimale, necessariamente x, & nullo, cio¢ x € U 0 U*. Si consideri ora
un vettore ¥ di J che si dird corrispondente ad x e U se B(x, y) =1. Qvvia-
mente lo spazio {x, y} generato da x ed y non ¢ isotropo e quindi

Vv ::fxy y}@{xy .’Y}"a

per cui si potrd scrivere

U :{x}@[Uﬂ{x’y}"], U= ::{x}@[(/’*ﬂ{x,y}o].

Orbene, si verifica immediatamente che la restrizione della forma quadra-
tica @ ad { x, y }° & non degenere, che I/ n{x, y}0ed U* n{, y }° sono sotto-
spazi totalmente isotropi (vispettivamente, totalmente singolari) massimali
in{x, y} e che

dim, [Un{x, y }'] =dim, U—1, dim, [U*n{x, y}] = dimU*—1.

La dimostrazione del teorema ¢ quindi ricondotta dal caso di dim, U al caso
di dim, U —1 e quindi, ripetendo il procedimento un numero sufficiente ¢ finito
di volte, si ¢ portati a considerare il teorema per il caso di dim U = 0: in questo
caso perd ovviamente dim,U = dim, U* e con c¢id si conclude la dimostra-
zione.

5. — Per completare questi risultati si osservi che se il campo K ha carat-
teristica 2 ogni elemento dello spazio 7 é isotropo e quindi nella decomposi-
zione

V=UaJaUaJd)

di V, lo spazio non isotropo (U @ J)° & necessariamente vuoto percui V= U @ J,
cioé se K ha caratteristica 2

dim,V =2 dim, U .

Un’altra conseguenza del Teorema 3 e del suo corollario ¢ che se V ha di-
mensione finita la dimensione degli spazi totalmente isotropi (o totalmente
Singolarri) contenuti in ¥ non supera mai intero [(dim, V)/2]. Se K & quadrati-
camente chiuso, la dimensione degli spazi totalmente singolari contenuti in V
raggiunge effettivamente questo valore.
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Alla decomposizione
Va=U®J U =UdJdC

di V in due spazi totalmente isotropi (o totalmente singolari) disgiunti U e J
di eguale dimensione ed in uno spazio non isotropo € ortogonale alla loro somma
diretta si da il nome di decomposizione di Witt dello spazio V: alle due
basi di U e J scelte in maniera da soddisfare le condizioni dell’enunciato del
Teorema 2 si dard nel seguito il nome di basi concatenate.

6. - I gruppo ortogonale.

Ogni applicazione lineare x — %x dello spazio vettoriale V in sé stesso,
tale che

(1) QZx) = Q=) ,

si chiama trasformazione ortogonale di V. Se B denota la forma bilineare asso-
ciata a @, segue immediatamente dalle definizioni che

(2) B(Z=x, Ly) = B(x, y),

Inoltre, se
Ker Z =={xecV|%x =0},
si ha

 Ker & ={0}.

Le trasformazioni ortogonali di ¥ sono dunque automorfismi di questo
spazio vettoriale: la totality di queste trasformazioni costituisce un gruppo, che
si chiama gruppo ortogonalé di @, e si segna @ = 0(Q).

Le condizioni, fra di loro equivalenti, (1) e (2) permettono di affermare im-
mediatamente che qualsiasi elemento del gruppo & conserva

a) 'ortogonalitd di due elementi di 7
b) Visotropia di un elemento di V';
¢) la singolaritd di un elemento di V.

Di conseguenza spazi coniugati, spazi isotropi, spazi totalmente isotropi o
spazi totalmente singolari sono trasformati da elementi del gruppo ortogonale
sempre in spazi coniugati, spazi isotropi, spazi totalmente isotropi o spazi
totalmente singolari.
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7. = Le simmetrie.

Siano V uno spazio vettoriale di dimensione finita definito su un campo K,
@ una forma quadratica non degenere definita su V e B la forma bilineare as-
sociata a Q.

Si consideri un iperpianc # ¢ V tale che il suo spazio coniugato H° contenga
almeno un vettore non singolarve h, e 'applicazione lineare x =%, x di Vin ¥V
definita mediante la formula

S x =x—Q-h) Blh, x)h per yxe V.

L’applicazione &, gode delle seguenti proprieta:

1) &, é una irasformazione ortogonale.

Infatti
QS x) = Q(x;~ Q-*(h) B(h, x) k) =
= Q(x) - @~*(h) B*(h, x) Q(h)— Q~'(h) B(h, x) = Q(x).
2) &, lascia fissi tutti gli elementi di H.
Infatti
B, x) =0 per yx € H,
quindi
Sx =x per vac H.

3) & trasforma ogni elemento non singolare di H° mel suo opposto.

Infatti ogni elemento non singolare di H° puod scriversi
x=Fkh con ke K, k =0,
per cui
Fr{khy=kh— QY h) Blkh, hYh =L h— Q-'(h) k B(h, h) h

=kh—2EQ Y h)Qh)h =—Lh.
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4) Esclusa la trasformazione identica, &, ¢ il solo clemento del gruppo G

che lascia fissi tutti gli elementi di H.

Sia #* un elemento di @ avente la proprietd indicata nell’enunciato: allora
per yxe H® si ha

Lrx = x,

perche altrimenti aggiungendo ad una qualsiasi base di H uno di questi ele-
menti di H° lasciati fissi dalla &%, si otterrebbe una base di ¥ di cui ogni ele-
mento rimarrebbe fisso per &%, sicché #* lascerebbe fisso ogni vettore di V,
cio¢ si ridurrebbe alla trasformazione identica, che & perd stata esclusa per ipo-
tesi. Dunque

= L¥x—2x 70,

ed il vettore cosi definito sicuramente appartiene ad H® == K h, perché detto
y un qualsiasi vettore di H,

B(&, y)= B(Z*x, y) — B(x, y) = B(£*x, £*y) — B(x, y) = B(x, y) — B(x, y) =0.
Quindi & € HY, cioe &€ = Lk h, ke K, k # 0. Conseguentemente

Fry =x +Lkh.
Ma poiché #* ¢ una trasformazione ortogonale, deve essere

Q(L*x) = Q(x),
ciog

Q) + 12 Q(h) + & B(h, %) = Q(x),
ossia
E[E Qh) + Bh, x)] =0.

La soluzione k¥ =0 di quest’equazione & da escludersi per quanto si & visto
poc’anzi e quindi

b =— Q—l(h) B(hs x) ’
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per cui
L*x =x-—Qh)Bh, x)h =9, x.
5 Se ke, k0,1, &) =, .
Infatti
Sx =2 —Q kh)Bkh, x)kh =x—E2Q-h)kBth, x) h
=== Q=Y h) B, x)h =%, x.
6) &) ¢ una m'asg‘m'mazionq involutiva.
Infatti |
LS n x) = F[x— Q- (h) B(h, x)h] =
= x—Q7'(h) B(h, x) h— Q7*(h) B[x— Q~'(h) B(h, x) h, h]h
= x— @~'(h) B(h, x) h— Q-'(h) B(h, x) h -~ Q—*h) B(h, x)B(h, h) h
=x—2 Q-(h) B(h, .';c) h -2 @Qh) Bh, x) R ‘—_~ x,
cioe

yhyh:g'

L’applicazione &, dipende nnicamente dalla scelta di H e viene percid chia-
mata simmetria rispetto all’iperpiano H che, per I'ipotesi iniziale, si supporra
sempre dotato di vettori ortogonali non singolari. La totalith delle simmetrie
genera un gruppo, che verrd nel seguito indicato come G’ e per il gunale si puo
ovviamente scrivere G'C G.

8 - Lemma A. Se

1) a, beV|Qa) =Qb),

2) n=a—b|Qn) #*0,

st ha
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La dimostrazione di questo lemma ¢ una conseguenza immediata delle de-
finizioni: si ha infatti

#.b =b—Q(n) B(n, b)n =b— Q-(m)[Q(n + b) — Qn) — Q(b)]n
=b— @ (n)[Q(a) —Q(n) — Qa)ln =b +n =a.
Lemma B. Se a, b, a*, b* sono elementi di V tali che
Q(a) = Q(b) = Q(a*) = Q(b*) =0, B(a, a*) = B(b, b*) =1,
esiste un elemento & di G' tale che
&b =a.

Nel dimostrare questo lemma conviene distinguere due casi:

a) Uno dei due vettori
d=a—b, d*=a*—Db¥

ad esempio d, ¢ non singolare. Si pud allora applicare immediatamente il
Lemma A e quindi, essendo

&, & Pelemento & cercato. Se invece d* & non singolare, bastera scambiare fra
di loro i vettori asteriscati ed i vettori non asteriscati, che comunque occupano
nell’enunciato una posizione perfettamente simmetriea.

b) Ambedue i» vettori d, d* sono singolari. Allora dé
Qd) — Qla¥ —b%) = Q(a®) + Q(b*)— Bla*, b¥) =0
segue che
B(a*, b*) =0,
per‘ cui ciascun vettore della forma

u® =p a* + qb¥, per yp, g€ K
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& singolare. Posto allora

n, =b—u* n, =u*—a,
si ha invece

Q) = Qb —u¥) = Qb) + Qu*) — B(b, u*) =— B(b, pa* +qb%)
=—q—p Bb, a*¥),

Q) = Qu* —a) = Q(u¥) + Q(a)— Bla, u¥) = — Bla, pa* -+ ¢b*)

=—p—q B(a, b¥),

ed ¢ sempre possibile scegliere p e ¢ in K in modo che sia
Qng) #~ 0, Qn,) 5= 0,
cioé che i vettori n, ed n, sianc non singolari.
Per il Lemma A4, essendo n; = b — u*,
&, b =u¥,

¢, sempre per il medesimo lemma, essendo n, = u* — a,

yﬂz ynl b = yﬂg u'* =a y
sicche ’
PP =P

2 1

¢ l’elemento di G’ cercato.

Parte prima

9. - Il Teorema di Cartan e Dieudonné. Prima dimostrazione.

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita, definito sul campo K e. do-
tato di forma quadratica non degenere Q. Allova, escludendo il caso di K — GF(2),
dim, V=4, dim, 8 = 2, ove S ¢ un sottospazio totalmente singolare di dimensione
massima in V, si ho

¢ =G,

12
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Dimostrazione.

1) Sia S uno qualsivoglia degli spazi totalmente singolari massimali di
V: allora, per la decomposizione di WIrT, esiste un secondo spazio totalmen-
te singolare massimale R in V, tale che

SnR={0}, V=S@R®E®R).

Sempre per la decomposizione di WitT si & visto che S ha una base (e;)eq,n
ed R ha una base (€;),z,, tali che

1) Ble;, €;) = 0y i, jed, ),

+ essendo 1a dimensione di S e B la forma bilineare associata a @. Sia g un qual-
siasi elemento del gruppo G e si considerino gli elementi.% del gruppo G': al-
lora, ad ogni coppia J, & si potra far corrispondere un intero

0<my7, &)<,
tale che per ¢ < m (T, &) sia
Fe;, =T ey, Fe;, =T €,
mentre per ¢ = myJ, &) + 1 almeno una delle
e, =T e;, Fe; =T €,

non sia verificata.

Scelto ora un determinato elemento J del gruppo G, si considerino i vari
elementi & del gruppo @& ed i corrispondenti interi my(J, &) e si indichi con m
il valore massimo raggiunto da questi interi. Giova qui osservare ancora che
scelto 7, I'intero my(T, &) varia anche in funzione di S: si supporra quindi nel
segnito che sia stato scelto quale spazio S in ¥ quello spazio totalmente singo-
lare massimale che permette di raggiungere il pit alto possibile valore di m.

2) La dimostrazione del teorema procede in due tappe essenziali. Nella
prima di esse si vedrd che, escludendo il caso specificato nell’enunciato del teo-
rema, si ha sempre m = 1. '

. Sia dunque & uno degli elementi del gruppo G’ per i quali my(J, &) raggiunge
effettivamente il suo valore massimo m e si ponga

Sm = @Kei; Rm - @-Kei'

iEa,n iS(1,0)
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Gli spazi §,, ed R, sono totalmente singolari e, per la definizione dell’intero m,
Fx =T« per vx€8, D R,,.

Inoltre, sempre per le definizioni e nel caso che si supponga m < 7, almeno unag
delle due relazioni

e G G — T
tyem-il “"/ean+17 /€1n+1 = €ty

¢ sicuramente falsa.
Orbene, si mostrerd anzitutto che & sempre lecito supporre vers una di
queste equazioni, ad esempio la

o
yem-%l ::'/em-!-l .

Intatti & e sono ambedue trasformazioni ortogonali e sussistono le (1), quindi
lo spazio

ysm@yRm :ysm@y]ﬁm

& ortogonale ai vebtori
yem-f-ly yenrhy yem—Hy y€m+1

e quindi le simmetrie definite mediante vettori non singolari contenuti nello
spazio

V4 == ]fyenﬂ-l @ Kg‘em-}—l ('B Ifyem-f—l @ Kyen;+1
lasciano fissi tutti i vettori degli spazi &S, e 7R, .

Si pud pertanto applicare a ¥V, il Lemma B, quindi esiste un elemento &,
del gruppo G, delle simmetrie in ¥, tale che

y‘l yem-{»l r-"'9‘»‘3”1-}"1 .
&4 ¢ il prodotto di simmetrie rispetto a vettori contenuti in ¥, quindi esten-
sione &* di &, a tutto V sard il prodotto di simmetrie in ¥V rigspetto a vettori

di Vy 'V, cioe &* sard un elemento di @, il quale, per quanto si & visto, sard
tale che

eS/)>E:'5pevn+1 x'9‘-917:%“17

S Se; =T e;, S Fe, =T e, t1e(l, m).
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E dunque lecito supporre che si sia proceduto sin dal principio alla scelta di un
elemento di " per il quale sia m(J, &) =m e

Lg}em-H :yem-%-l .
3) Segue immediatamente da quest’ultimo risultato che il vettore
) :g-Em-H'_yem—!-l

¢ singoiare. Se cié non fosse, o permetterebbe di definire una simmetria & e,
assieme alle

S, Se;, =T e, S Le, =T e, ie(l, m),
essendo ancora
(2) B(&e,, 6) = B(Sent1; T €ni1) — B(Fensy Lepn) =
= B(T eui; T €pi1)—1 =0, |

sarebbe
yﬂ yem-ﬂ :yem-ﬂ 2.7_87"_;_1,
ed infine, per il Lemma A,
ya tyem-{»—l :yenﬁ-u
per cui m cesserebbe di essere il valore massimo raggiungibile da m (7, &) al
variare di & in ', contrariamente all’ipotesi. o ¢ quindi necessariamente singo-
lare.
Conseguentemente, dalla
Q(‘g_enﬁl) = Q(G +y€m+1) = Q(O‘) -+ Q(Spemﬁ—l) + B(G, y€m+1) =0
segue che
(3) B(S€piy, 6) =0.

Dalla (2) e dalla (3) risulta che

) ¢ Kyem-ﬂ’
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per cui lo spazio K Ye,, @ Ko risulta essere: a) totalmente singolare, per
via della (2); b) ortogonale allo spazio &S, @ ¥R, per via della (1).
Quindi

('ysm @ yRm)o 2 K‘gpem—kl @ KG )

e lo spazio al primo membro essendo coniugato ad uno spazio non singolare &
a sua volta non singolare: contiene perd uno spazio totalmente singolare di di-
mensione 2 e quindi per la decomposizione di 'WITT necessariamente contiene
un secondo spazio totalmente singolare di dimensione che col primo ha in co-
mune solamente il vettore nullo. Poiché

dim (&8, ® FR,,) = n-— 2m,
dovrd essere n— 2m >4 cioé n > 2m - 4.
4) Si vede immediatamente che 1’ipotesi
dim, V =a>2m + 4

conduce ad una contraddizione con Vipotesi di massimalitd di m. Invero, ¥ €,
& contenuto in (&8, ® £R,,)° come subito si vede facendo uso della (1), e
quindi quale secondo spazio totalmente singolare contenuto in (¥8,, ® L R,,)° si
potrd considerare lo spazio sotteso dai vettori Fe,,; ¢ o%: esistenza di un vet-
tore o*, singolare e soddisfacente alle

B(‘spem-}-ly G*) = B('yem—ﬂy O‘*) - Oa B(G7 6*) =1 bJ
& assicurata dal procedimento costruttivo fornito nella dimostrazione relativa

alla decomposizione di WiTT. Estendendo la definizione di 8,, ed R,,, si potra
serivere ancora

‘SpSm—H @ .KG @ waH—l @ Ko* D 'Sp’s’m @ ann
ciot
(‘Sﬂ‘S’m @ ylﬁnl)o 2 ('SI)Sm—H ('B KC @ anH—l @ KG*)O'

Se n > 2m -+ 4, cioé se n— 2m > 4, per quanto & stato dimostrato in relazione
alla decomposizione di Wr1rr, esiste in (8, @ ¥ R,,)° un vettore n non singolare.
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Si considerino allora i vettori

s == tyem'f-l + uw— (J(u) yeﬂﬂ"l’
n;, = §-— Lgpemﬁ-l = u— Q(u) ‘998711‘*‘17
ny, = 6—n; = 6—5 +Fe€u; = c—u -+ Qu) Pen., .

Si ha:
Q(s) =Q(Fe,x) + Q1) -+ Q¥u) Q(Fe,1,) +B(L €1, 1) — Q) B(F €11, F€111)
— Q) B(u, Fe,1.) = Q) — Q1) B(€yia,y €44a) =0,
Q) = Qu) + Q*u) Q(Fens) — Qu) Blu, Fe,i) = Qu) # 0,
Q) = Q(6) + Q) — Blo, n;) = Q(ny) = Q(u) %~ 0 .
Applicando qﬁ11di il Lemma A, si ha
5”"] Fepy =8, L n, f,,l Py = L8 =6 + L€y =T €4y,
mentre essendo n, ed n, ortogonali ad :ZS’,,,H ed SR, si ha inoltre
S L n € =Fe; =Te; per ie(l, m +1),
S”nsy,,xyei =€ =T€ per ie(l, m).
Questo complesso di relazioni mostrano che m non & il massimo valore raggiungi-
bile da my(7, &) quando & percorre &, in contraddizione con Pipotesi di par-
tenza. Percheé sussista quindi il sistema di condizioni

m = Max m(J, &), m<r,
Lee’

Punica possibilitd che rimane & che si abbia
dim,V =2m - 4.

ciog, n essendo pari ed r indicando la dimensione degli spazi totalmente singo-
lari massimali, che si abbia

dim, V' = 27, m=yr—2,
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5) Si dovranno ora distinguere due casi, & seconda che m sia diverso o meno
dallo zero.

Si supponga dunque m == 0, cioé » > 2: quale vettore u si potrd prendere il
vettore non singolare e, — €, e porre
n, = ‘spel - 5”61 + yem-%*h
n, = g_enﬁ'l - yem—i—l - yel + tye.}. - e9pe‘m-'l'17
n,; = Ye, — L€,

ng == yel - tyel _fem-%l -+ y€1n+1 .

Si ha

Qn,) =—1, te(, 4),

~ quindi tutti i vettori n;, € (1, 4) sono non singolari. Questi vettori si possono

scrivere nella forma
n, == tye]."" ('90€1 _5" ‘spem%'l)!
n, = (€, — Fent) — (Le,—T €nt1 + FEpnra)
Iy = (‘Sﬂel "'yenﬁ"l + yenﬁ“l) - (‘gﬂel_fem*}-l + yem-l—l) ’

n, = (‘Spel __fem-%L -+ <yem'ﬂ,) “““yeu

e ciaseuno dei due addendi nei quali & stato decomposto ognuno di questi vet-
tori & singolare, per cui si pud senz’altro applicare il Lemma A e scrivere

P L S S S =T e =T e,

Similmente:

—n; = yei - (‘Spel -%" y@,,1+1) 3

—n, = (Le, + Ley1)— (& &§—F €1 +7 €Ent1)

Ty = (yel—'spem-ﬂ ’T'_ g-em-}—l) - (‘Spel—'spem-ﬂ +g‘-€m+1) ]
—n, = (P, — L €nps + T €nia) — Sey,

& una decomposizione dei vettori —n., i € (1, 4), con analoga proprietd e quindi,
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sempre per il Lemma A,
yn‘ 9,,3 o, yn‘ Se =F¢ =Te,.

Poiche i vettori n,, i€ (1, 4), appartengono allo spazio sotteso dai vettori Fe,,

L ey, Leni1y LEmisy T €nyy, spazio che per definizione & ortogonale ai vettori
Fe;, Fe;, i€ (2, m), si ha ancora

P S L S Fe; = Fe; =Te,, ie(, m),
yﬂ,yﬂ,y%ymyef =%e; =T €, 1e(2, m).
Similmente Ze,,;; ¢ ortogonale ai vettori n;, i e 1, 4), e quindi
yn‘ yna ynz ynl Ly =L ey = T ey .
Infine la decomposizione dei vettori n, ed n, fornita dalle
I, :‘_‘yem-!-l’- (yel“-yel +f§pe1n+1 ‘%‘yenrﬂ):
—n, = (Se,—Le + Le,y - L i) —T €ty s
¢ tale che ciascuno degli addendi ¢ singolare, quindi, ancora per il Lemma A,
L n, S n L1 =T €pias
e siccome n; ed n, sono ortogonali & J€,,.4,

yn‘ =?na yng ynl <?Em-l—l — 5—6,,”'.1 .
Questa serie di risultati mostra che se si sceglie nel gruppo @ la trasforma-
zione ortogonale

St =Py L S 0 S

si giunge ad un risultato che non & compatihile con ’ipotesi che m sia il massimo
valore che pud assumere la funzione m(7", &) al variare di & in G': questa con-
traddizione implica che debba escludersi 'ipotesi di m %0 .
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6) Rimane quindi da considerare, quale solo caso nel quale possano sussi-
stere simultaneamente le due condizioni

m = Max m (F, &) ed m<r,
- FEeq!
il caso m = 0. Ma allora, essendo m ==r—2 ed % = dim,V =27, si ha
dim,V =4, dim, 8 =2.

Si supponga che il corpo K sia diverso da GF(2): allora K contiene almeno
tre elementi, cioé esiste un elemento ¢ di K diverso da 0 ed 1. Si potra allora
considerare il vettore

s =€ —qSe + 6% + ¢ o,

e porre

n, =s—Y%e,, n, =9%¢ --6—s =06—n,.
Si ha
Qn,) =q =0, Q) =q—1 50,

cioé 1 vettori n, ed n, sono non singolari. Inoltre n; edn, sono ortogonali ad Se;,
quindi

y,,a y"x Fe, = FLe,,
ossia, per lipotesi iniziale,
ynz S S =T e .
D’altra parte
—n, =5€¢-—s, —n,=s5—(%¢ +0q),
quindi, aneora per il Lemma A,

5”,,1y€1 = §, F gL 0, L€ =€ + 06 :=Fe€ +Te€-—Fe¢ =T €.

Se quindi il corpo XK ha pil di due elementi si giunge ad un risultato che & in-
compatibile con il sistema di relazioni
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m=Max my(J, &), m=0, r=2
Fee

;o omo=dim,V = 4;

ci0 permette quindi di concludere che, escludendo il caso di K = GF(2) con
dim,V =4, dim, S =2, si ha sempre m =r. :

7) Quest’ultimo risultato significa che il gruppo @’ contiene almeno un ele-
mento & tale che sia
Lx =T x per vxeS@ R.

Se si suppone ora assegnata la trasformazione ortogonale 7 e si considera
Pequazione ‘

S =T x,

le soluzioni di questa equazione riempiono un sottospazio vettoriale contenuto
in V che contiene necessariamente § e R: questo spazio delle soluzioni verra
segnato V(7 , &) e si ha

Vo VT, o S@R.
Sia ora

v = Max dim, V(7, &);
P A=

per dimostrare il teorema & sufficiente far vedere che » = dim, V. Per raggiun-
gerve questo scopo si supponga anzitutto che I’elemento & sia stato scelto nel
gruppo G’ in modo da raggiungere effettivamente il massimo », cioé si supponga
che & sia tale che

‘ y = dim, V(T, &),

e si supponga ancora che y < dim, V.
In virtd di questa ultima ipotesi si sa che esiste in V un vettore y tale che
gia
: Ly #Ty
e quindi si potra porre
n=9y—%y.
Il vettore n ¢ non nullo ed ¢ inoltre tale che per ogni x e V(7 , &) sia

B(n, ¥x) = BTy — Ly, =) = BTy, Sx)— B(Fy, Lx)

=BTy, Tx)— By, Lx) =By, )— Bly, ) =0
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e quindi n ¢ ortogonale ad FV(J, &). Poiché V(T s ) D 8@ R, n & parimenti
ortogonale ad S (8 @ R) e siccome S & uno spazio totalmente singolare, S® R,
¢ di conseguenza (8@ R) ¢ non isotropo. Si ha dunque che n e [ZL(S @ R)],
ciod n ¢ non singolare. La simmetria &, definita mediante questo vettore lascia
fissi tutti gli elementi di LV(7, &), cioé uno spazio vettoriale di dimensione
¥, M4 ancora

2Ly =Ly —Q'(n) Bln, Ly)n =5y —Qn) BTy — Ly, Lyn
=y — Q7 n) [QTy) - QT y — Fy)— QFy)]n
=Ly =07 ) QT y - Fyn =Ly + Q'(n) Qnin

=%y +n =y,

per cul
VT, . ) > VT, &)@ Ky

ovVVvero
dim, V(J, &%) =v + 1,

¢ siccome questo risultato ¢ in contraddizione con Pipotesi di » massimo non
pud essere y << dim,V .
Bi ha dunque

= dim, V",

e con cid risulta dimostrato il teorema.

Parte seconda.

10. - Le pseudo~simmetrie.

Dato uno spazio vettoriale V dotato di una forma quadratica non degenere (),
sia o € V un suo vettore singolare: o definisce allora uno spazio totalmente sin-
golare 8§ = Ko di cui

80 ={xe V| Blx, o =0}
¢ lo spazio coniugato e si ha Sc8oc V.

Per Ia decomposizione di Wrrr, V contiene allora un vettore singolare o*
tale che

(1) ‘ B(o, o%) =1;
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quest’ultima proprietd di o* mostra che o* ¢ §° e quindi
(2) V =8"® Ko*.

Si scelgano ora in 8°
a) uno spazio U tale che

dim, U = dim_ 8°—1;
b) un vettore w tale che
(3) ' wes, w¢lU, w+o¢l.
Sotto queste ipotesi esisie una trasformazione oriogonale # di V tale che
@ P =w + o,
(5) Pu =u per vuelU.

Per dimostrare questa affermagzione, si osservi anzitutto che la scelta di
fatta secondo la (3) implica che

(6) 8 =U@ Ko,
per cul ogni vettore di S° si potrd serivere nella forma

y=u-+hw,
u essendo un opportuno elemento di U ed h un opportuno elemento di K. Si
verifica immediatamente che, se esiste un’applicazione & di V in V soddisfa-
cente alle (4) e (5), che sia ortogonale, la sua restrizione ad S§° sard parimenti
ortogonale cioé

AZy) = Qy) .

Riunendo poi le (2) e (6) risulta

V=U® Kw® Ko*,

e quindi perché & sia una trasformazione ortogonale di V & necessario e suffi-
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ciente che siano soddisfatte le condizioni

(7) Q(Fo*) == Q(o*),
{8) Bl Po*, Pw) == B(o*, w),
(9) B{Pe*, Pu) = B(s*, u)

L’ultima di queste, tenuto conto della (5), si riserive
B(Ze* —o*% u) =0
cioé
(10) Po* —o* e UO.
Si osservi perd che
S = (He)> U,
quindi U°> Ke, ciod oe U°.
Inoltre, tenendo presente il gioco delle dimensioni, si ha
(U @® Ko*)® = Ku,
ovvyero
U°n (Ko*)° == Ko,
cioé
ve U wv]o*.
Da questa ultima relazione, teguto conto della (1), segue che
v¢ Ko
per cui

U = Ko® Kv.

197

per yuec U.

per yue U,
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Dalla (10), quindi, si deduce che

Po* =o6* - ac - b, a, be K .

Utilizzando ora le (7) ed (8), si trovano per « e b le due equazioni
@+ ab B(o, v) + b Q) =0,

b B(w, v) +bBe, v) +1 =0

?
che si riscrivono

(11) b Bw +6,v) +1=0,
12) a bB(w, v)— b2 Qv) =0 .

Poiché

V = U@KO}@KU&

ew LU, v | g% il vettore v non puo essere ortogonale ad w: infatti, se lo fosse
esisterebbe in ¥ un vettore non nullo, v stesso, ortogonale a tutti i vettori di V,
cio¢ V° conterrebbe almeno un vettore non nullo e B, e di conseguenza Q, sa-
rebbe degenere, contrariamente all’ipotesi. Similmente, tenuto conto della (3),
-si puod scrivere

V=U® K(w -+ ¢)® Ko*,

ed il ragionamento precedente porta a concludere che » non pud essere ortogo-
nale ad @ + 6. Segue da cid che

B(w, v) %0, B(w 4o, v) =0,

per cui il sistema costituito dalle equazioni (11) e (12) & sempre risolubile, e
precisamente si ha

¢ =— Q) B~Y{w + o, v) BYw, v), b =— B Yw 4+ o, v).
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L’applicazione ortogonale & esiste dunque effettivamente e la sua espressione
esplicita ¢ fornita dalle seguenti equazioni:

Pu =u per yue U,
0w =w +o,
Po* = 6% - Q) B + o, v) Bw, v) 6 — B-(w -+ G, V)V.

8i osservi che 'applicazione ortogonale Z ottenuta estendendo una trasfor-
mazione ortogonale particolare definita su S° a tutto lo spazio V, risulta definita
in V in maniera unica, purché¢ siano assegnati U ed w. Vale a dire che ogni &
corrisponde ad una scelta di o, di U e di w. Se si sostituisce a o un qualsiasi
altro elemento di S, ad esempio % 6, h € K, I 5= 0, 1, Papplicazione £ rimane la
stessa, fermi restando U ed w: sard soltanto necessario, nella esposizione prece-
dente, sostituire a o™ il vettore i~ ¢* perché sia soddisfatta la (1).

& gode inoltre della proprieta di lasciare immutati tutti gli elementi di U,
cio¢ di uno spazio vettoriale di dimensione dim_ ¥V — 2 contenuto in V.

Le applicazioni ortogonali ottenute in questa maniera verranno nel seguito
indicate con la notazione Pe ., ¢ chiamate pseudosimmetrie.

Si osservi ancora che se al vettore  si sostituisce un vettore w* tale che

’

w* = +u,
con u, € U, la psendo-simmetria £ 7 non cambia. Invero

PoU,0 OF = Po,v,0 (O + 1) == Zov,0 O + Po,U,0 W
=+ 06 +u =" o,
Poiwlt =1 per vue U,
e, siccome v | U,
B(w* -+ o, v) = Blw -+ u, + o, v) = Blw + 6, v),
B(w*, v) = B{w + u,, v) = B(w, v),

per cui

Pov,w 6" =6"— Q) Bw* + 6, v) B-Hw*, v) 6 — BYw* + o, v)v,
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cioé

ga,U,w == Ja,U,co* .
Si indichera con G il gruppo generato dalla totalitd delle simmetrie e delle
pseudo-simmetrie definite in ¥: si ha evidentemente G'CG'C G .
11. - Il Teorema di Witt.

Sia R un sotto-spazio vettoriale di V ed # denoti una applicazione omo-
morfa di B in V, tale che sia

1) Q(Fx) = Q(x) per yaeRlR:

H sl dice allora omoemorfismo metrico in V definito su R. Se, oltre alla condizione
(1), o soddisfa ancora la condizione

Ker # :-{ xeV

Hx =0} ={0},

si dice che 3£ ¢ un isomorfismo metrico. ;
Se B & la forma bilineare aggiunta a ), dalle definizioni precedenti segue
che
B(#x, Hy) = B(x, ¥) per vx, yeR.

Poste queste definizioni preliminari si pud enunciare il

Teorema di WizT. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n,
dotato di forma quadratica @ non degenere e sie. R un sottospazio di V. Ogni iso-
wmorfismo metrico definito su R st puod estendere a tutto lo spazio V mediante una
opportune scelte di un elemento apparienente a G”. ‘

Dimostrazione. Sia o lisomorfismo metrico definito su R e sia
nn qualsiasi elemento del gruppo G': posto

RT, #)={re R|ITr—H#r =0}CR,
sia ancora
v = Max dim_ R(J, o) .
T ce”

11 teorema di WirT é dimostrato qualora risulti che » = dim, R, poiché in tal
caso R(T, #) =R

Sia 7 appunto uno di quegli elementi di G” che permettono di raggiungere
effettivamente il valore »: sard quindi lecito serivere

y = dim, R(T, ).
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Si supponga » < dim, R: cid significa che esiste almeno un vettore y tale
che ' «

yER,  y¢RT, ),
e quindi si potrd definirve il vettore o come

II vettore ¢ & ortogonale allo spazio J R(J, #): invero, ser € R(T , #H) CR,
si ha

B(Ir, 0) = B(Ir, #y—ITy) =BIr, Fy)—BIr, Ty)
= B(tr, Hy)— B(Ir, Ty) = B(r, y)— B(r, y) = 0,
e quindi
T R(T, #)C (Koo,
Conseguentemente, se il vettore ¢ & non singolare, la simmetria &, lascia fissi

butti gli elementi di TR(T, o), ciot &, T lascia fissi tutti ghi elementi di
R(T, ). Draltra parte, per il Lemma A,

ya'g—y :‘%y’
e quindi l’equzizione
S Tx = Hx

ammette per soluzioni tutti gli elementi dello spazio vettoriale R(T, #) e tutto
lo spazio Ky, cioé le soluzioni di questa equazione riempiono uno spazio vetto-
riale B(J, #) ® Ky che ha dimensione » - 1: questo & in contraddizione con
Vipotesi di massimalitd di ».

I1 vettore o deve quindi essere singolare: in tal caso, perd, - ¥ & ortogonale
a ¢ perche :

QT y + o) = Q(Hy) = Qy),
Q7 y +06) =Q(Ty) + Qo) -+ BTy, o)=:Q(y) + BTy, o),

quindi
BTy, 6) =0.

13
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T1 vettore ¢ quindi ortogonale sia a I R(7, #), sia a Jy e quindi sia lo spazio
TR, o) che il vettore Jy appartengono ad S° == (Ke)°. Si pud quindi sce-
gliere in 8¢ uno spazio subordinato U, la cui dimensione soddisfa la condizione

dim, U = dim_S*—1,

tale che
TRT, #)cU, Iy¢U.

Si consideri ora la pseudo-simmetria &gy, gy: questa pseudo-simmetria lascia
fissi tutti gli elementi di U e quindi ‘

Pou, gyl =T per yreI R(T, #) c U,
ed inoltre & tale che

Conseguentemente 1’equazione
Pov, gy I x =Hx

ammette per soluzioni tutti gli elementi dello spazio R(J, ) e tutto lo spazio
Ky, ciot ancora le soluzioni di questa equazione riempiono uno spazio vetto-
riale di dimensione superiore a v, contrariamente al supposto. Si deve quindi
scartare Uipotesi di v<C dim, R e con c¢id il teorema & dimostrato.

Corollario. 8e lo spazio vettoriale V ha dimensione finita ¢ la forma
quadratica § & non degenere, il gruppo @' coincide con il gruppo G.

Per dimostrare il Corollario, basta prendere, mnella dimostrazione che pre-
cede, quale spazio R tutto lo spazio ¥ e quale isomorfismo metrico una qualsiasi
applicazione ortogonale, per concludere, secondo il Teorema di WITT, che esiste
un elemento di @ che coincide su tutto V con P’applicazione ortogonale consi-
derata: con gquesta osservazione risulta dimostrato Iasserto.

12. - Seconda dimostrazione del Teorema di Cartan e¢ Dieudonné.

Dal Corollario del Teorema di WrIrr segue che
GI g G/l = G

e quindi la seconda dimostrazione del teorema di CARTAN e DIEUDONNE si ot-
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terra dimostrando che assegnato un elemento Po,v,0 =P del gruppo G,
qualunque, questo risulta elemento del gruppo .

A seconda della locazione del vettore o si distingueranno due casi nella di-
mostrazione.

Caso A) e¢U.

i

Poiché il vettore 6 & comunque un vettore singolare, si ha ancora Q(c) = 0
B(o, o) =0 e quindi

s

o € (f{o)? == 89,
per cui si potrd scrivere
S == U @ Ko y

essendo per ipotesi ¢ esterno ad U. Inoltre, & lecito sostituire al vettore w che
definisce la pseudo-simmetria & un vettore h 6: & rimane invariata, Infatti,
per la decomposizione di §° data sopra, un qualunque elemento di S°, e
quindi anche ®, potrd scriversi

w=u-+ko,

essendo z un opportuno elemento di U e k = 0 (ché altrimenti non sarebbe ri-
spettata I’ipotesi che w ¢ U) un opportuno elemento di K. In queste condizioni

P =w-+-06c=u-+ko+o=u-+(k-+1o
ed ancora deve essere &k -+ 1 # 0, perché diversamente la pseudo-simmetria
farebbe corrispondere ad « un elemento di U ed al vettore w-—u =% 0 corri-
sponderebbe per & il vettore nullo, contro I'ipotesi che il nucleo delle trasforma-
zioni ortogonali & vuoto. D’altra parte

Pw=Pu+ko)=Pu+%Po=u-+kPo,

e quindi

Si consideri ora il vettore ko:
kog¢gU perché¢ o ¢ U, & =0,
ko +o¢U perchée 6 ¢ U, k& + 1 20,

Plho)=ko +o,
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quindi % o gode di tutte le proprietd di w e si pud sostituire ad w senza modifi-
care la pseudo-simmetria 2.
Inoltre

o ¢ 8o,

Infatti, se fosse 70 C 89, savebbe (U°)° = U 2 (89 = § = Ko, per cui sarebbe
o€ U, contrariamente all’ipotesi. U° ha ovviamente dimensione 2, confiene
inoltre ¢ perché o & ortogonale ad S° ed U & contenuto in S° Esiste dunqgue in
U’° un vettore o* tale che

B(o, o%) ==1,
e quindi
o* ¢ (Ko)? = 8°

Si ha dunque
V =U@® Ko @ Ko*,

U —= Ko @ Ko*.

Si potra sempre supporre il vettore ¢* singolare. Invero, se cid non fosse, baste-
rebbe porre ¢* = o* + ho, he K, h 7 0. Allora

s * 3 =
B(o, 6%) =1, ot e Uv¢ 8, Q(c%) = Q(o*) + I,
e quindi & sufficiente scegliere in K, I = — Q(c*) per avere Q(¢%) = 0 ed ovvia-
mente il vettore o* potrd essere chiamato a sostituire o* senza che nulla sia mo-
dificato.

Si considerino ora le proprietd della pseudo-simmetria Z: si ha

Pu = u per vue U;

c 1
Po == G =7 O, peK, p#*=0.

Tnoltre, poiche V = U@ U° e #U = U, si avra ZU° = U° e quindi
Po* =a o + b o*
B(Po*, Po) =Blao +-bo¥, po)=bp=1 quindi b = p—1,

QPo*) =a b == : quindi ¢ =0,
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per cui
Po* = p~l o™
Si congiderino ora i vettori
n, =p oc*-—o, n, = 6 — 6%;
si ha
Qny) = Q(p 6* —6) = —p =0, Olny) = Q(6—6%) —=—1 20,

cioe i vettori n; ed n, sono ambedue non singolari. Tnoltre questi due vettori
appartengono allo spazio U° e sono quindi ortogonali ad U, per cui le simmetrie
definite mediante questi vettori lasciano fissi tutti gli elementi di U, e cosi pure
il prodotto di tali simmetrie. Si pud dunque senz’altro scrivere

F, L u=u per yvue U.
2 2

Inoltre, i vettori nei quali si decompongono r, ed r, sono tutti singolari per cui,
applicando il Lemma A, si ha

&, 6 =p 6%, 5”,,2 c* == 0@,
quindi
Sy S 6 =Fy po* =po.
Infine, sempre per il Lemma A,
y,,yp o* = o, &L, 6 = 6%,
quindi
&Fp 0% =ptao, Sy Ly 0% = pta*,
I1 prodotto delle simmetrie & n, ed Vns opers quindi esattamente come la pseudo-
simmetria & cioe &, &, coincide con essa, come appunto volevasi dimostrare.
Giova forse osservare che in questo caso la verifica per o* appare sotto certi

aspetti superflua. Infatti & =%, &, & una trasformazione ortogonale, quindi
2 1

B(yc, 5”0‘*) = 1, Q(f/(}':“:) ey ,
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e da queste segue necessariamente che, poich¢ Fo = p o, deve essere
Fo* = plag*.

Infine si aggiunga che la proprietd del nucleo delle trasformazioni ortogonali
di essere sempre vuoto ha permesso di dedurre dalla ipotesi iniziale o ¢ U il
fatto che &k £ 0, ¥ + 1 5= 0: queste conclusioni equivalgono ovviamente al-
Paffermazione '

o¢ U = K = GF2).
Caso B) oeU.
Poiche 8°o U, U*> 8, e quindi o€ U° per cui
UnU° {0},

cioé lo spazio U & necessariamente isotropo. A seconda che U sia solamente iso-

tropo o totalmente isotropo, converrd distinguere nella dimostrazione due sot-
tocasi.

Caso B,) oeU, U°¢U.
Poiché U° ha dimensione 2 ed U°¢ U,

dim, (U n U° =1,

per cui

UnU'=Ko,
e, passando agli spazi ortogonali,

U+ U= (Koo)' =8"=U® Kw.

Ogni elemento di U° potrd dunque secriversi

v=u 4 aw,
ove u indica un opportuno elemento di U ed « un opportuno elemento di K.

Un qualsiasi elemento u® siffatto gode di tutte le proprietd di w: invero bastera
prendere a 7 0 perché si abbia #°¢ U, e siccome o€ U, segue immediata-



£39] DUE DIMOSTRAZIONI ELEMENTARI ... 207

mente che
u +o¢U.
Infine
Pu =Pu +aPw =u-+a(w+06)=u-taw+aoc,

quindi

W utaw | u

g““::mm—%cr:——%—c,
a a a

ciod u®/a pud essere preso in sostituzione  del vettore w iniziale o, conclusione
equivalente alla precedente, si pud supporre w € U® per eui

U =HKo® Aw.
11 vettore w non pud essere isotropo. Qualora lo fosse, si avrebbe
w € (Hw)",
e siccome
U = (Ko ® Kw)" = (Ko)° n (Kw)® = 8° n (Kw)®
= (U® Kw) n (Kw)®

si dovrebbe concludere che w appartiene ad U, contrariamente alle ipotesi.
w & dunque un vettore non isotropo, cioé

B(w, w) =2 Q(w) #0,
e quindi necessariamente nel sottocaso preso ora in esame il corpo K ha carat-
teristica diversa da 2.
Si pud ora scegliere un vettore singolare o* tale che si abbia

B(o, ¢%) =1;

ne segue che o* ¢ 8° e quindi lo spazio iniziale V si decompone nella maniera
seguente:

V=U®Kon® Ko™
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Si consideri ora lo spazio
U* = U n (Ko*)%:
poiche o ¢ (KHo*)% o ¢ U* e dunque U = U* @ Ko per cui
V=U*® Ko® Kow® Ko*.
Inoltre
U*%0 = [U n (Ke%)°]° = U° - Ko* == Ko ® Kw @ Ko*.
Si consideri ora la pseudo-simmetria P4 17 4 poiche U* ¢ T,
e =u per vue U%;
poiché per ipotesi 6 € U,
Po = o;
per definizione poi

P =w +o.

Rimane quindi da chiarire come opera la pseudo-simmetria Py o Su 6*: si

osservi intanto che essendo ZU* = U¥*, si ha
PU* = U0,
quindi
Po* =ao -+ b w + co¥ a, b, ce K.

Inoltre, accanto alle
B(o, 6*%) =1, B(o, w) =0, Qo) =0, @Q(c*) =0,
si pud sempre supporre

Bl{w, ¢%) = 0.
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Qualora fosse B(w, o*) 520, si potrebbe porre

W =W +mao, meX, m #=0:
si ha intanto B(w;, 6) = 0 e basterebbe prendere m = — B(w, ¢*) per avere
in pitt B(wy, 6*) = 0, che ¢ appunto la relazione richiesta. Il vettore w, gode

ancora di tutte le proprieta di cui gode w: siccome w ¢ U e o€ U, anche w, ¢ U,
w, ~o¢lU e

P, =P +- P =w +6 -+-Mm6 =w, +-06.
Si pud dunque utilizzare il vettore w, invece del vettore w introdotto nella defi-
nizione della pseudo-simmetria senza percid modificare 1a Py 17,0 -
Allora
B(ZPe, Po*) = B(6, a 6 +bw 4 ¢o¥) =¢ =1,

B(Zw, Po*) = B(w +6, a6 +bw -+ oc¥) = 2 Q) +1 =0,

quindi

b=—(1/2) Q-

UPs") = Qa6 — 3 () © + 0% = L w) Q) +a =

quindi
— (1/4) @Q7(w)
e dunque
3% = % — (1/2) Q) 0 — (1/4) Q}(w) &
I vettori
n =—(1/2) @~(w) @ — (1/4) Q") &, n,=w 4o

sono non singolari, poiché

= Q[—(1/2) @) w— (1/4) =) o] = (1/4) Q~*(w)Q (w)= (1/4) @~ (w),

Qn,) = Q(w + o) = Q(w).

Conseguentemente i vettori n; ed n, possono essere utilizzati per definire
simmetrie. Inoltre questi due vettori sono elementi di U*9, cioé¢ sia r, che n,
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sono ortogonali ad U*, per cui le simmetrie definite mediante questi vettori
lasciano fissi tutti gli elementi di U*, sicché si puod senz’altro scrivere

5”,,2 y,,x u=u per vue U.
n, ed n, snoo pire ortogonali al vettore o e quindi si ha ancora
5”,,2 ynl G =0.
Si ha poi
Snlo; = w— ¢ n,) B(n,, w)n,
=w—4 Q(Q) B[—(1/2) 07(w) 0 —(1/4) @¢"Y(w) 0, w]n,
=0 +4 Q(w)[— (1/2) Q=) w — (1/4) J~(w) 5]

=W — O = T
e quindi, per la terza proprieta delle simmetrie segnalata in precedenza,
Fn, 5’,,1 ® =S (—ny) =n, =w +o0.
Infine

ynl c* = o* — @Y n,) B(n,, o¥)n,

= 6% —4 Q(w) B[— (1/2) §7(w) w — (1/4) ¢~(w) o, 6] 1y == 6™ +n,,

yne ynl ¥ =¢* - n, — Q=Y (n,) Blc* +n,, m) n,

= ¢* 1, — Q@ w)n, + @Y w) n, =oc¥ +n,.

Il prodotto delle simmetrie &, ed & n, OPEra quindi e attamente come la pseudo-
1
simmetria %y, cioé coincide con essa, come appunto dovevasi dimostrare.

Caso B,) oe€U, U°cU.
Dalla seconda delle relazioni scritte sopra segue che U° ¢ uno spazio total-

mente isotropo di dimensione 2, essendo infatti

(U905 T
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Per quanto ¢ stato dimostrato riguardo alla decomposizione di Wit esiste dun-
que in V uno spazio U¥, di dimensione 2, totalmente isotropo, tale che U?°
ed U* abbiano in comune soltanto il vettore nullo e che la somma diretta U° @ U*
sia non isotropa. Poiché o & singolare B(s, 6) == 0 e quindi o € /%, Bsiste dunque
in U® un vettore p tale che
B(p, p) =0, B(p, o) =0,
U =Hp@® Ko.

Sempre per la decomposizione di Wirr, U* deve contenere una base p*, ¢*
concatenata alla base p, o di U° cioé esistono p* o* tali che

Qo) = 0, B(p*, p*) =0, B(p*, o¥) =0, B(p, p*) =1,
B(e, %) =1, B(p, %) =0, Bo, p*) =0,
€ che sia
U*% = Kp* @ Ko*.
Infine si ha
V == [° @ U (‘B (UO@ U*)O.
Orbene

(U@ U*)° = (U n U®CU,
dim, (U° @ U*)° = dim, V—4, dim, U =dim, V—2,

quindi
U= U@ (U°® U

Poiché U* ha in comune con U soltanto il vettore nullo, U* contiene la totalita
dei vettori di ¥ non contenuti in U, e quindi contiene pure w. Si ha quindi

w =a p* + b o¥, a, be K,
e poiche w deve appartenere ad 8° = (Ke)9, si ha B(w, ¢) = 0, ciod

@ == P*, a€ K? a 7+ 0.
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E quindi senz’altro lecito prendere w = p* a condizione di sostituire in U°

al vettore p della base concatenata il suo multiplo per a.
La psendo-simmetria %,y = & inizialmente scelta opera in questo

caso nella maniera seguente:
Pu == u, per yvue (U@ U*)9,

‘@9297 '@G:'J:

perché Z per definizione lascia fissi tutti gli elementi appartenneti ad U:

perché & applica w in w + o; infine, poiché & lascia fisso ciascun vettore di
(U U*)°, si avra

AU @ T*) = U@ U

cioe
Po* =ap +bo +cp* +do¥, a, b, ¢, de K .
Orbene
B(Pe, Pc*) = Blo, 6*) =1 = d=1,
B(Zp, Po*) = B(p, 6*) =0 = ¢ =0,
B(Pp*, Po*) = B(p*, 6*) =0 = a ==—1,
Q(Po*) = Q(c*) =0 => b =—0Q(p)
quindi '

Po* =c*—p—0Q(p) G .

Conviene ora procedere ad una ulteriore distinzione:

1°) II vettore p non é singolare. Poiché p & isotropo si ha in tal caso
B, p) =2 Q(p) =0 con 6(p) # 0,

quindi necessariamente il cempo K ha caratteristica 2.
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Si considerino ora i vettori
n = Q(p)o +p, n, = p;
anzitutto
Q(m) = Q*p) (o) -+ Q(p) + Q(p) Blo, p) =0Q(p) #0,
Q(n,) = Q(p) 5= 0,

cioe i vettori n, ed m, sono non singolari. Inoltre r; ed n, appartengono ad U,
cioé sono ortogonali ad U e dunque

Lyt =1 per yue (U°@ U)o,
L, bV,l) e = p, 5”,,2 5/’,11 C = 0.
Inoltre
S, 9*; = p* — @7} n,) B(n,, p*)m,
= 0% — Q~(p) B[Q(p) & + p, p¥] 1= p¥ — QY (p) ny,
S, n, 0F = p* — Q) ny— Q7Y(n) Blns, p* — Q') ] m,

= p*—QH(p) m—{(p) n, = p*— Q~(p) Q(p) &

= p¥—0 = p* 4+ .
Infine
S n, 6% = 0% — Q7Hn,) Bny, 6%)n, = o*—Q7(p) Qlp) 1,
= g% —p,,
L py S n, 6% = 6% —n; — Qn,) B(n,, 6% —mny)n, = cr"“"—nl
=" —Qlp)o—p.

Si ha quindi che il prodotto delle simmetrie rispetto ad n, ed n, opera come Z,
cioe
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29) Il vettore p ¢ singolare. In questo caso U° & totalmente singolare e quindi
anche U* sara totalmente singolare, per cui

Q(p) =0, Qp*) =0.

Si deve allora procedere ad una nuova distinzione in due casi, a seconda della
natura del campo K.

29’ 11 campo K ha pid di due elementi, ciod K = GF(2). Indicato con m un.
elemento di A distinto da 0 ed 1, i vettori

1y =0 - ]—% -+ m p¥%, n, = @ - p— + p¥,

n; = p -6 4 p¥ ny=p + m(e + p¥)
sono tutti non singoia-ri, essendo

Qny) = Q(ny) =m 0, Q) = Q(ny) =1 520 .

Inoltre questi vettori sono ortogonali ad ogni ue(U°@® U*)® ed a o, quindi

y",- i = u, y"i G =0 per vyue (U@ U*)Y, ie(1, 4),

L one S ny L ny S, =u per yue (U@ U*)e°,
L n, S, L n, S p 6 =0.
Inoltre ’
F, pF=—(1jm) p— o,

ynz ynl P:E: = (1/7"’)(9;)< -+ 0) ’
tyna ‘y)112‘y)7z1 pﬁ: _ (l/m) e
'-(/71419)713€Vnz'5pn1 P:g = P* +c’

m

L P = o — mp¥,

1—m
.5”,,z &”"x p=mp,
Fne T 0, Sn, 0 =—m (6 + p¥),
i gL g n, P =0,
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ed infine

. 1 1 m m . .
Fp, OF = e o — p* + oF,

1 1 —m L—m 1 —m 1 —

Fp, S 0, 6% =0 —p.

Siccome n; ed n, sono ambedue ortogonali a ¢* — p, se ne deduce immediata-
mente che

yn‘ yna '9011‘ LC/nl G:E: = c* — 97
¢ cosi risulta dimostrato che il prodotto delle simmetrie definite mediante i

quattro vettori non singolari n; (i € (1, 4)) coincide ovungque su ¥ con la pseudo-
simmetria Z.

2" Evidentemente i vettori n, introdotti in precedenza non possono essere
definiti se I{ = GF(2). In tal caso si supponga lo spazio (U° @ U*)° non vuoto:
per quanto si & visto sulla decomposizione di WrrT, esiste allora in questo spazio
un vettore non singolare a. Siccome K ha caratteristica 2 ed ¢ costituito dad
soli elementi 0 ed 1, deve dunque essere Q(a) = 1. T vettori

n, = p - a, n, =0 --a, n; =aq, n=0-+0o0-+a

sono . allora tutti non singolari, essendo

Q(n,) = Qla) =1 =0, ie(, 4).
Questi vettori essendo inoltre 61‘t0gonali sia a p che a o si ha

Fn =0 Sy, © =G, i€ (1, 4),
quindi
yn‘yn’y,,'y,,xp = p, yn‘y,,’y,,g&p"xc =0c.

Inoltre, tenendo presente che K = GF(2), si ha

S 0% = p* +p +a:

n, ed n; sono ortogonali a g + p* -+ a, e quindi

Lo n, &0 0F =p* + o +a,
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e da qui infine

Loy n o S 0% =p* +p +a+p+0ta=p*to.
Similmente

&, oF =0,
1

t
Q

Sy L n 0% =06* + 0 +a,
,f,,g L n, '90"1 ¢* =o¢%* -6 +a,
yn‘ L, ,5”,12 y,,l c¥ =go* + p.
Finalmente, per yue(U°® U*)?,
& u = Bla, u) (p +a),
S, & nu =u + Bla, u) (p + o),
S S S w=u +Bla,u)(p+o +a),
S n, y,,s Ly n =10,
e dunque aneora
P S S e =P

Evidentemente questa dimostrazione viene meno se (U°@ U*)° & vuoto, cioe
se K = G@F(2), dim,V =4, dim, U = 2.

13. - Lo spazio eccezionale.

Per completare i risultati esposti sinora, € opportuno esaminare il caso
rimasto escluso dalle precedenti due dimostrazioni e mostrare effettivamente
che non rientra nel teorema generale.

Si consideri dunque lo spazio vettoriale V, con dim, ¥V =4, costruito su
K= GF(2) e tale che Vcontenga uno spazio totalmente singolare di dimensione 2.
Se (e, e;) ed (€, €) sono basi nei due spazi totalmente singolari nei quali si

decompone V, che siano concatenate, nel senso chiarito in precedenza, i 16
vettori che costituiscono tutto questo spazio potranno scriversi
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0, €, €y, €, €,
e -+ €, e, -+ €, e; + e, € -+ &, e+ e -+ € + &,
ed
n, =e; + € n, =e, + € -+ €, ng =e, + € + e,
i . ! ) 1 ! !
ny, =€ + €, n, =& -+ € —+ €, Ry =@, + € - €

i primi dieci sono tutti singolari mentre gli ultimi sei sono invece non singolari.
I soli due sottospazi vettoriali di dimensione 2, cioé i due soli piani, non singolari
di V, sono i piani P ¢ P’: il primo contiene, oltre il vettore nullo, i tre vettori
non singolari n,, n,, n;, mentre il secondo, oltre il vettore nullo, contiene i vet-
tori non singolari n,, n;, n,. Date le proprietd delle trasformazioni ortogonali
segnalate in precedenza, ogni elemento del gruppo ortogonale o trasforma V°
applicando questi spazi in sé stessi, oppure i permuta fra di loro.

Se v denota uno qualsiasi dei vettori n; o n:, t€ (1, 3), si ha evidentemente

Bly, v) =2Q(v) =0

perche il campo K ha caratteristica 2, e guindi &, ¥ =¥; segue da cid che le sim-
metrie definite mediante i vettori non singolari ¥, e di conseguenza qualsiasi
elemento appartenente al gruppo G' generato da queste simmetrie, opera in V
trasformando in sé stessi sia il piano P che il piano P’': il gruppo ¢ & quindi
effettivamente contenuto nel gruppo @, senza con cid venire a coincidere con
€880,

Si ha invece

B(niy n,) =1, B(m, my) =0, Bni, ny) =1, i, je(l, 8), i %4,

e quindi la simmetria definita, ad esempio, dal vettore non singolare n; lascia
fissi il vettore n,; stesso e tutti i vettori del piano a cui non appartiene ed al
quale & ortogonale, cioé i vettori n,, n,, n, . Poiché questa simmetria non pud
essere lidentitd, necessariamente opera permutando fra di loro i vettori m,
edng (¢ 5§ 5= k 514, 4, j, k€ (1, 3)). Le simmetrie &, , &, ed &, generano
dunque una struttura isomorfa a quella generata dalle permutazioni

123 123y (123

132 \321) \213p
cioé generano una struttura isomorfa al gruppo delle permutazioni di tre ele-
menti. Altrettanto si pud dire della struttura generata dalle tre simmetrie

14
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&0, i€(l, 3), e quindi il gruppo &' &

G =9, X %,.
Invece la trasformazione ortogonale J definita mediante le condizioni
T e, = e, T e, = ey, Te —¢€, JTe =€,

opera sui vettori n; ed "27 scambiandoli fra di loro e guindi permuta fra di loro
i piani P e P/, cioé non appartiene a G’ pur essendo contenuta in G. Si verifica
facilmente che

G =040

Appendice.

Per definire le simmetrie necessarie per i successivi sviluppi sia della prima
che della seconda dimostrazione del teorema di CARTAN e DIEUDONXNE sono
stati introdotti in vari momenti aleuni vettori non singolari, indicati ovunque
con la scrittura n; (cfr. pagine 190, 191, 192,193, 205, 209, 210, 213, 214, 215).
Le espressioni esplicite di questi vettori non sono sempre semplici ed il criterio
che ha guidato la scelta non é sempre ovvio, per cui viene spontaneo chiedersi
in qual maniera si sia proceduto per la determinazione di questi vettori.

La risposta a questo quesito va cercata nella proprietd fondamentale del
Lemma A, proprieti che afferma che due vettori tali che la forma quadratica @
prenda per ambedue ugual valore sono applicati 1'un nell’altro dalla simmetria
definita dalla loro differenza, purché questa risulti non singolare. Se ne con-
clude che se s & singolare ed n & non singolare

$§ —>n—s§,
v,
n

purché n—s sia parimenti non singolare.

11 procedimento verrd chiarito in tutti i suoi particolari per la quaterna di
vettori utilizzata a pagina 215.

Si considerino le proprietd della pseudo-simmetria utilizzata in quel caso;
queste si riassumono nelle seguenti formule:

Pu —=u per yvue (U°@® U*)°,

Pp = p, Po = o, Pp* = p* + o, Po* = c* — p.
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Scegliendo i vettori n; nello spazio U°® U* & evidente che la prima delle pro-
prietd elencate sopra risulta immediatamente verificata da gqualsiasi prodotto
delle simmetrie definite mediante questi vettori. & quindi conveniente supporre

n;, =a;p +b;06 +¢; p* + d; 6%, a;y by ¢y die K, ie(1, 4).

Se parimenti si suppongono ortogonali a ¢ tutt’e quattro i vettori n, si ha

per cui

Deve quindi essere
B(n,, o) =0, te(l, 4),
ciog
d; =0, ie(l, 4).
Per determinare alcuni dei rimanent: 12 parametri arbitrari si potrad anzi-
tutto supporre che n, ed n, siano tali che la coppia di simmetrie rispetto a questi
vettori realizzi quanto & richiesto dalle condizioni del problema, e che le sim-

metrie rispetto ai rimanenti due vettori non cambino la situazione. Per questo,
indicato con s un vettore singolare, basterd supporre

(I) hn, =o%—s, kn,=s—0c* 1+ p, hy keK, B0, k=0,
e prendere n, ed n, ortogonali ad o* — p: si avra allora

¥ 38— ¥ 0 ¥ Py F
‘(/”x ‘V)ng p ‘yﬂa 9 yn‘ p}

per cui ancora
yn‘ c?113 ‘Spnﬂ 'Sp'nl o* == g% — e-

Si verifica immediatamente che in tal caso devono essere soddisfatte le con-
dizioni

(I1) haye,— by =0, ka,co—c¢y + b, =0, by— ¢, =0, by—ey =0.

Inoltre, eliminando il vettore singolare s dalle (I), si trova I’equazione vetto-
riale
hn, +kn, = p,
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che fornisce ancora tre equazioni scalari, e precisamente

(I11) ha +kay =1, hb, 4+ kb, =0, hep + ke =

Si verifica facilmente che il sistema formato riunendo (II) e (III) contiene sol-

tanto sel equazioni indipendenti e quindi & possibile eliminare %, % e quattro
dei dodici parametri che intervengono nella determinazione degli n,. Si ha

2
a6 a, ¢
by = by = ————— by == 3, by == g,
g Cp — Gy € @y €y — Uy & :
Co
3 |
Ay Fy ——Ua
per cui
n =0 P A hay 6o 46 pF n, = a, p + ha e o+ ¢ p?
Ry =03 P + 60 + 6 P n =, 0 -¢06 4 ¢ p*.

I1 fatto che i vettori n, devono essere non singolari impone inoltre ai parametri
la condizione

a;¢; %0, cioé a;%£0, ¢; %0, 1e(l, 4).

Perche il prodotto delle simmetrie definite mediante i vettori n,;, prese nell’or-
dine utilizzato sinora, goda delle rimanenti due proprietd della pseudo-simmetria
2 & necessario anzitutto che si abbia

S1g Si3

Py s e-

p S11
Ty Fue

ove 1 vettori s;; (je (1, 3)) sono tutti singolari. Perché¢ la prima applicazione
operi com’é stato indicato sopra deve essere, in base al Lemma A,

D10y = @ — Sy, meR, p #~0,
¢ quindi
po=a7 sy =—a{he + (lja) p* }.

Perché la seconda applicazione operi secondo lo schema prescelto deve essere

Pa %22 == 833 — Spa, P EK, .0,
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per cui

Cy Cy Ay
p2 = e—— s S12 o
ay Cy a; ¢y

Perché la terza applicazione operi secondo lo schema prescelto deve essere

Pa Tty == S5 — Sy, P €K, s #= 0,
per cui
p . €y Ay s o 0y Qg Cy ¢ - p:i:)
3 a, & a4, ’ 13 a““““‘—l o i ’

ed infine perché la quarta applicazione operi secondo lo schema prescelto deve
essere

Pymy = S3— P, mekl, p#0,
per cui
po=1 ety Cy o %0
ta, acage’ Y g a,

Infine, perché 1’ultima delle proprietd di & sia realizzata dal prodotto deve
essere

® : S, * 4o
e Fny, P, B P SRS

i vettori s, (j € (1, 3)) essendo ancora tutti vettori singolari. Perché le quattro
simmetrie considerate operino secondo lo schema dovrd essere:

a) i1y = P¥ — Sy, nekl, ¢ #0,

quindi
Q= So1 2““’1{(1/01) P+ hc};

b) s Ty == 83y g9, €K, ¢ 70,

quindi
a g €3 — € Qy a; ¢
o = ———, Spp=ha, —1 205 4 1= p*
: [ - ay €y ¢ty

ossia, sostituendo ad % il suo valore determinato sopra,

@y Gy

Spp = (p* + 0);

Gy C

c) 5 Tty == Sgp — Sog, GEK, ¢ #0,
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quindi
a e, a1 €, ay
D e 8, = —
% ¢ €y = A N
d) gy =Sy — (p* -~ a), g €K, ¢, %0,
quindi
a, ¢,
b = Oy Oy Cy @y

Si conclude quindi che il sistema

Ay €y Gy o w
ny== @ P + —————0& - ¢ p*
Ay Cy — Uy €y
&y €3
y=0ay p + ———2— 0 4 ¢, p*
(I‘V) Ay Cp — Ay €y

Ty =(; P + €30 -+ 3 p*

¢y Ay C3 @ Cy Uy Cy @,

1 g b3 g 1 %o U3 Yy
=0 p A+ + ——— pF,

a4y Cy g ay ¢y Uy

ove
sy Ciy Uy Co—Cy @y =0, ie(l, 4),

rappresenta la forma pit generale che possano assumere i vettori n,. B evi-
dente che se il campo K ¢ costituito dai soli due elementi 0 ed 1, dovendo sia
gli a; che i ¢; essere non nulli, tutti questi parametri dovranno essere uguali
ad 1 ed i vettori n, ed n, non si potranno piti definire, mentre n; ed r, coincidono.
Se il campo K contiene tre elementi distinti 0, 1, ed m, il sistema (I'V) si potra,
ad esempio, scrivere come a pagina 215.

Per la determinazione degli altri gruppi di vettori n, utilizzati nelle pagine
precedenti si ¢ seguito sempre una procedura analoga.
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