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ARISTIDE SANINT (%

Rette linearizzanti e loro applicazioni

alle trasformazioni puntuali di 2"e di 3° specie fra piani. (**) (%)

1. - Premessa.

Le trasformazioni puntuali di 2* e 32 specie tra piani sono state
classificate da L. MUrAcCHINI [6] (*) mediante il metodo del riferimento
mobile e poi rispettivamente da F. SpERANzA [7] e da M. Virra [11] usufruen-
do della corrispondenza linearizzante relativa alla trasformazione ed alle
trasformazioni quadratiche osculatrici ad essa.

Nella presente Nota completo i significati geometrici (e non mi risulta che
essi siano gia noti) dei riferimenti rispetto ai quali la trasformazione assume le
forme canoniche dei diversi tipi determinate dai detti Autori.

Raggiungo lo scopo mediante la caratterizzazione di 2s direzioni invarianti
che, per il loro legame alla corrispondenza linearizzante, chiamo reite lineariz-
zanti (n. 3), relative ad una coppia di punti corrispondenti nella quale due tra-
sformazioni si approssimano fino all’ordine s.

In alcuni casi, per completare il significato geometrico dei riferimenti, uti-
lizzo, oltre alle rette linearizzanti, alcune semplici configurazioni geometriche
relative alla trasformazione puntuale.

Usufruisco inoltre delle dette rette per cavatterizzare (n. 4) alcune tra le
proiettivith tangenti ad una data trasformazione.

2. — Data una trasformazione puntuale 7; tra i piani z(z, ¥) e z(@, ¥),
regolare nella coppia di punti corrispondenti 0(0, 0) ed 0(0, 0), sia T, una

(*) Indirizzo: Isfituto di Matematica, Politecnico, Torino, Italia.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo. di Ricerca n. 11 del C. N. R. per
T'anno 1963-64. — Ricevuto: 29-XI1I-1964.
(*) Alcuni risultati di questa Nota sono contenuti nella mia Tesi di Laurea.
(*) I numeri tra [ ] si riferiscono alla Bibliografia che trovasi al termine della Nota.
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trasformazione puntuale che approssimi 7; nella detta coppia fino all’intorno
d’ordine s 2> 1.

Supposto che il riferimento nel fascio di rette di centro O sia il corrispondente
del riferimento in O in una proiettivitdh K tangente a 1 e T,, siano queste rap-
presentate dalle equazioni:

-’E = ol ‘:‘ (Pz(fv, y) "%‘ + (]95(17;; 1/) “;"(pl,:»‘%—l(m; 7/) "”j“ (]31,S+2(097 ?/) + [8 *3]

Y == oy @, Y) b Rws(y ) ey 4) - Py, ¥) s 3],

@ o=y /2({1}; Y) 4. ‘(77~(*'77 y) ":E_(p?.,s+1(a,"7 y) -+ ¢2,s+2(=”/’; ) —:_[8 -+ 3]

el

?7 =ay -+ wlz, Y+ e, y) “§“7/’z,s+1(w, ) -+ 1/)2,s+2(m7 y)+ [3 "%’3]:

dove le

(2.3) @i Wy Pasta(seen) (=2, ...,8 §=1,2; h==1,2 ..

sono polinomi omogenei di grado rispettivamente ¢ ed s - h in , ¥.
Considerato un ramo linearve ! di origine O e tangente la retta a/p ==y/q,

riferito al parametro f,

(2.4) T =Pl Pt ., Y =qt + ¢t + ...,

siano P; e P, i corrispondenti rispettivamente in 7, e T, di un punto P(¢) di l.
Clid posto, scelto in 7 un generico punto S(p, ¢), sia v la corrispondenza che

nel fascio di rette di centro § associa le rette SP,, 8P, di coefficienti angolari

rispettivamente m,, m,.
Posto

(2.5) Potn 7= Posin 7 P1sths Ps+n = Ya,s4+n ™ Y1, 540

e quindi

(2.6) Agpr = Pors — D Yot

(2.7) dsie = ¢ @or2 + D2 OPsr1 T G éJPsﬂ) —59_ (Psra & D2 Cp¥psrs + Qo O Pst1) +

+ o (D Yorr — 4 Psra)y
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si ha:
(2.8) My — iy == H(E) { Ay 151 + Ao 1502 + .. }

con H(0) == 0.

Segue che la corrispondenza v & I’identitd fino all’ordine s: essa coincide con
Videntitd fino all’ordine s -+ 1 se e solo se 4,., = 0, ossia se § appartiene alla
retta 7 per O individuata da:

(2.9) 07 =@uu(p, Q) 04 = Yeua(Dy Q).

Se si considera la retta per O di parametri p, g, ossia la direzione per O
corrispondente in K alla direzione 7, le (2.9) rappresentano la ecorrispondenza
linearizzante di Omcm [5] e Virra [10].

Le s + 2 rette unite nella detta corrispondenza

(2.10) P Yora(Py @) — g Psa(Py @) =0

individuano le direzioni d’iperosculazione (3) di T,, T, in (0, 0).

3. — La corrispondenza 7 coincide con Videntitd fino all’ordine s 42 se
e solo se § & tale che: . A, = A,, =0.

Tenute presenti le (2.6), (2.7) segue che il punto §, che diremo punio linea-
rizzante, ha le coordinate:

@ (g Pot1 — P Pot1) Pota _« (@ Pst1— P Yorr) Vota

(3.1) P = i : q = 5
ove, posto
N @Porrs Pora) am‘ps-{-l am";”s+1
3.2 . F,, R Ve
( ) i (p, Q) 9p, ¢) aq(ps-i-l atz";[)s+1 ’
si ha
(33) A - ’(/)s-!-l ‘ps+2 ——¢8+1 7/%%2 _}“ {1/(3 + 1) }(g pQ'—' p 42) an .

(®) Queste sono state introdotte da E. Boamerani [1] nel caso di una trasformazione 7'
¢ di una trasformazione guadratica osculatrice ad essa e generalizzate da M. Virra [9]
nel caso di due trasformazioni qualsiasi T,, 7T,.

10
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51 verifica facilmente che il punto linearizzante é indipendente dalla parame-
trizzazione scelta per la rappresentazione (2.4) di L.

Pertanto si puo affermare che:
Considerato un generico I, di origine O, sulla retta corrispondente alla tan-
gente all’ B, nella corrispondenza linearizzanie, esiste un punto linearizzante, di-
stinto da O, tale che la detta corrispondenza v ¢ Videntitd fino all’intorno d’or-
dine s + 2.

Inoltre:
La corrispondenza tra gli B, di un pennello ed i relativi punti lineariz-
zanti ¢ (in generale) una proiettivild.
La (3.3) pone in evidenza che se la tangente all'F, ¢ tale che

(3.4) Fulp, 9) =0

il punto linearizzante non varia al variare dell’ZZ, nel pennello individuato dalla
tangente, ossia:

Considerate due trasformazioni puntuali tra ¢ piani = ¢ m, le quali si ap-
prossimino fino all’intorno dordine s, vi sono 2s direzioni per O (0), che diremo
direzioni linearizzanti, tali che il punto linearizzante non dipende dal-
VE, tangenie ad esse.

4. - Considerata una coppia O, 0 di punti corrispondenti in una trasfor-
mazione puntuale 7' fra i piani z, 7, le due direzioni linearizzanti relative a T
e ad una proiettivith tangente permettono di caratterizzare alcune di queste
proiettivita. ,

Ricordiamo che, supposta la T’ di 12 specie e scelto il riferimento individuato
dalle tre direzioni inflessionali o caratteristiche, la 7' ha equazioni [1], [8]

x=ax t+ax®+ (c—ayzy + [3]
(4.1)

y=ay +(—bjzy +by? -+ [3]

.

con ¢ +~b—c¢ £ 0 se T non & approssimabile da una proiettivitd fino all’in-

torno del 20 ordine.
Le due direzioni linearizzanti relative a T e ad una proiettivith tangente

K (2, w)

(4.2) @
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individuata dalla retta r:

(£.3) 1—lw—py =0,

di = corrispondente alla retta impropria di 7, sono date da:

(4.4) (a—al)e—b—oad)a® +20a—oa )b—op)zy +
+b—au)e—a—apu)y* =0.

Le due direzioni (4.4) coincidono se e solo se:

(4.5) (@ +b—eo—aA)(b—oapu)fec—al—ap) =0.

Segue una nuova caratterizzazione delle direzioni inflessionali, in quanto
si ha:
Le direzioni inflessionali sono le sole direzioni con cwi possono coincidere
le direzioni linearizzanti. '

Inoltre:

Per ciascuna direzione inflessionale vi sono col proiettivita tangenti per le
quali le direzioni limearizzanti coincidono con essa.

Le dette proiettivitd sono caratterizzate dalle rette (4.3) appartenenti ri-
spettivamente ai fasci di centro A(«, 0, a), B(0, o, b), Cle, «, ¢) e sono tutte e
sole le proiettivitd che subordinano sulla corrispondente direzione caratteri-
stica la protetlivitd caratteristica [1], [8].

Le proiettivitd individuate rispettivamente dalle rette AB, B(C, CA sono le
sole proiettivitd tangenti le cui direzioni linearizzanti sono indeterminate.

Si verifiea poi che:
Date due direzioni distinte, vi ¢ una ed una sola proiettivita tangenie per
la quale le direzioni linearizzanti coincidono con le due date direziond.

In particolare le rette:
1) o—(¢c—blx—(¢c—a)y =0,
) a—(2a +-b—¢)x—(¢c—a)y =0,
75) o—(c—b)z—(a +2b—e)y =0

individuano le proiettivitda K;, K,, I; le cui direzioni linearizzanti coincidono
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rispettivamente con le coppie di direzioni caratteristiche:
vy =0, @ (w—y) =0, y@—y) =0.

Indicate con A4', B, (' le intersezioni delle rette caratteristiche 04, OB, OC
rispettivamente con le rette BC, C4, 4B, le rette A'B’, B'C', ¢"A’ individuano
rispettivamente le proiettivitd K, K,, K;.

Se si scelgono 4, B come punti impropri, ¢ come punto unitd U in 7z, si
ha @ = b =0, ¢ = a; scelto poi il punto unitd T in z nel corrispondente di U
nella proiettivith tangente individuata da AB, segue o =1.

Si perviene cosi alla forma canonica per la trasformazione puntuale T

(4.6)

{ Z=w-+zy +[3]
y=y+ay+[3].

Se invece si scelgono 4, B’ come punti impropri, ¢/ come punto unita U
in s, si ha @ = b= ¢ = «/2; scelto il punto unitdk U di & come corrispondente
di U nella proiettivitd tangente individuata da A’B’, segue o = 1.

Si perviene allora alla forma canonica:

{ r =+ (1/2) 2* + [3]

(4.7) S
y =y + @1/2)y* + [3].

Analogamente si potrebbero determinare le direzioni linearizzanti relative
a T e ad una trasformazione quadratica osculatrice e caratterizzare alcune di
queste trasformazioni.

5. — Supponiamo ora che T sia una trasformazione puntuale di 2% specie
e vediamo come la nozione di direzione linearizzante permetta di caratteriz-
zare geometricamente i riferimenti che danno luogo alle gid note forme cano-
niche. -

Nella coppia 0, O di punti corrispondenti, scelto il riferimento in O come il
corrispondente del riferimento in O in una proiettivitd tangente e le rette
y =0, 2 = 0 come direzioni caratteristiche rispettivamente doppia e semplice,
la T ha equazioni:

- 1

c=—ouw +ax>-+bay +§—'(a30m3—f—3a21w2;1/ 4 By T Y? -+ gy y®) +[4]
(3.1) , 1‘

y=oy +ary +cy* +§(b30w3+3b21m2y + 3b 2 y* + bos ¥°) +[4],

con b == ¢ se T non & approssimabile fino al 2° ordine da una proiettivita. Le



{7 RETTE LINEARIZZANTI E LORO APPLICAZIONI... 153

divezioni linearizzanti relative a T e ad una proiettivitd tangente K2, p) di
equazioni (4.2) sono date da

(5.2) (@a—aA)a® +2(a—al)e—ap)zy + b—ap)c—apu)y? =0.

Come nel caso delle trasformazioni di 12 specie, vi sono due sistemi oot
di proiettivith K(A, p), individuate dalle rette (4.3) passanti rispettivamente
per i punti A(e, 0, a), B(0, «, ¢), tali che le due direzioni linearizzanti (5.2)
coincidono rispettivamente con le direzioni caratteristiche ¥ =0, z = 0.

Le dette proiettivith subordinano sulle rispettive rette caratteristiche le
proiettivitd caratteristiche e, scelti 4, B come punti impropri, si ha ¢ = ¢ = 0.

La proiettivitd K* individuata dalla retta AB e quella individuata dalla
retta 4 U, con U,(0, «, b) sono le sole per le quali le direzioni linearizzanti sono
indeterminate. Scelti U, come punto unitd su @ = 0 e il corrispondente U, di
U, in K* come punto unitd su @ =0, i ha o = b = 1.

La (5.1) si serive pertanto:

&1

1
= +axY ':"3‘; (g0 @ + Bag @Y + Sy x Y* + @3 Y°) + {4]

1
-

=t

1

53
WIH

7 (boo @ + Bbu @2y + 3Dy @ Y + bea ) + [4].

Caratterizziamo ora l'intorno del 3° ordine in modo che T sia di 22 specie
in ogni punto O + 60 = (dz, dy) dell’intorno del 1° ordine di O.
Le direzioni caratteristiche in O + 80 sono date dall’equazione
oo(Om, Sy) m® -+ oy (dw, Oy) m® + ay(dw, Sy} m -+ by Om -+ by Oy =0,
la quale & equivalente ad un’equazione del tipo:

(fom -+ P12 (yom -+ pq) =0

(che per dx = dy == 0 siriduce ad m* == 0) se e s0lo se by = by; = 0. Pertanto T
5i pud scrivere (4)

rn (@0 B> + Sty #* Y -+ 34, T Y* + A3 ¥?) + [4}

- 1
J=y T by 2y + bu y?) + [4].

@) Cfr. [T}, n. 3.
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Le trasformazioni quadratiche oseulatrici T,, alla T' sono date da:

- z{l —ux— (v--1)9
¥ = { ( v} = +ay +ovoy - [4]
l—uwex—vy tusy

(5.5) ‘

Y= 1 —E/ z(olli’ll;);:—v@:/; Y =y—uwwyt+[4,
essendo
(5.6) lwfu,m*—vg/::()'

Pequazione della retta congiungente i punti base della T, , .
In relazione alla 7' e ad una 7', , si hanno:

a) la corrispondenza linearizzante y:

QO = Gy @+ 3y @Y + 3(Ae— 2 0) Y + gy Y*

—
513
-3
~—

Yy = 3(byy +2u) @ y? +b03;1)3;
b) le direzioni d’iperosculazione:
(5.8) y{ g #® + 3[an— (by + 2u)]a y + [3(tre— 2 0) — D] Y* + o ¥° } = 0;
¢) le direzioni linearizzanti:

(5.9) fl/{2a:m (bie + 22) @ + [Bas (byy + 2u) "!“ Ago Dog] @* Y + 2@ty bos w0 y* +

-+ [boa (@1a— 2 ) — g3 (byy + 2 ’”/)] M } =0

di cui una, come per le direzioni d’iperosculazione, coincide con la retta carat-
teristica doppia y = 0. :

Esiste una ed una sola trasformazione quadratica osculatrice 7'}, per cui
due delle tre direzioni linearizzanti coincidono con le rette caratteristiche in O;
per essa si ha:

(5.10) by +2m =0, ap—2 v = 0.
Supposto agy @y by 7= 0, Vulteriore direzione linearizzante & data da:

(5.11) C 3 T -2 ey =0,
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Scelti i punti base di Tfa come punti impropri, si ha dalle (5.10): b, =
= @, = 0; scelto il punto unitd sulla retta (5.11) segue: ay -+ 2 ay = 0.

Risulta cosi completamente caratterizzato il riferimento rispetto al quale la
generica trasformazione di 22 specie assume la forma canonica:

2= +ay +axt(2ax—3y) +by® + [4]
(5.12) B
Y=Y +ecy +[4].

Le direzioni d’iperosculazione relative a T, danno un significato geometri-
co dei tre invarianti «, &, c.

6. — Si ottengono casi particolari quando uno o piu dei tre invarianti
a, b, ¢ ¢ zero (%).

1) Tipo (2.a): a5 =0.
Due direzioni sia d’iperosculazione che linearizzanti sono date da y =0,
mentre le altre due sono rispettivamente date da:

(6.1) 3{“21—(b12 + 2 '”')}mz +{3 (a—2 73)_‘1)03}1’?/ + oz Y* =0,
(6.2) 3ay (b +2u)a® +2anbszy + { Doy (s — 2 v) — gy (bye + 2 w) }32 =u.

Tisiste una 7', per cui le direzioni linearizzanti coincidono con le rette carat-
teristiche, individuata dalle (5.10); scelti 1 punti base della Ty, come punti
impropri e come retta unitd una delle direzioni d’iperosculazione relative a

() F. SprraNza in [7], introdotta la ’1’;0 rispetto a cui le direzioni caratteristiche
costituiscono la coppia hessiana delle tre direzioni d’iperosculazione distinte da y = 0,
perviene alla classificazione considerando gli indiei della corrispondenza linearizzante y
relativa ad una generica 7,, e della corrispondenza linearizzante y' relativa a Ty, .
Oltre al tipo (1 a) per cui sia y che y” sono di indici (1.3), SPERANZA distingue il tipo
(1.b) [y di indici (1.3), " di indiei (1.2)]. .

Si noti che esistono oo T, per cui y & di indici (1.2), soddisfacenti alla:

27 gy (Dyp 4 2 u)® — 27 byg (byy + 2 w)? (@, — 20) + 9 ay bE, (bye + 2 u) — ay b3y = 0

che per T4, si riduce alla: ag bl — 27 ag a5, = 0.

Se le trasformazioni si classificano in relazione alle direzioni d’iperosculazione elinea-
rizzanti, oltre ai casi gid noti, si ottiene anche il tipo (3.d), corrispondente a y, y' am-
bedue di indiei (1.1) per cui p’ & Pidentiti.
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Typ 81 ha: by = ay, = 05 3ay— by + ags =0, e la T si scrive:

' {5:m+$y+2cw2y+(a~—c>ﬂ3+[4]
(6.3)

=y + (@ +c)y* 4 [41.

oy

2)  Tipo (2.b): agy = @ = 0.
Le direzioni d’iperosculazione e linearizzanti, distinte dalle rette caratte-
ristiche, sono date rispettivamente da:

(6.4) 3{?21“‘(1712 +27")}-’E +{3(412—20)“boa}y =0,
(6.5) 3 @ay (biy + 2U)2* + 2 Ay Doy @Y A byg (az— 2 0) y* = 0.

Come nel caso precedente & individuata la T, . Scelto il punto unitd in 7 sulla
direzione d’iperosculazione relativa a T, si ha:

z=0+zy +azxy + [4]
(6.6) - :
¥y =y +ay® +[4].

3) Tipo (2.¢): @g =by = 0; a5 % 0.
Le direzioni d’iperosculazione e le direzioni linearizzanti distinte dalle rette
caratteristiche sono date da:

(6.7) g &° + 3{“21—" b1z + 2 u) }90 ¥ +3ap—20)y: =0,
(6.8) (be +2u)2 a5 + 3 @y y) =0.

Vi sono oot T, ,, caratterizzate da: by, 4 24 = 0, per cui le direzioni lineariz-
zanti sono indeterminate. Fra esse & cavatterizzata la T7,, individuata da:
@1, — 29 = 0, per cui una delle direzioni d’iperosculazione coincide con la retta
caratteristica 2 = 0. Scelta 1’'ulteriore direzione d’iperosculaZione come retta

unitd e 1 punti base di T:fa come punti impropri, la 7' si scrive:

{E:m +ay +aat (@—y) + [4]
(6.9)

2 |

4)  Tipo (3.2): g = @y == 03 by 5 0.
La T:D individuata dalle (5.10) & 'unica per la quale le direzioni linea-

rizzanti sono indeterminate. Con analoga scelta dei punti impropri e scelta la
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retta unitd nell’unica direzione d’iperosculazione, distinta dalle direzioni carat-
teristiche, relativa a I),: by #-—aey =0, si ha:

4
4],

g=u+ay +ay’ + [
(6.10) '
Yy +ayt + [

I

y

5)  Tipo (3.D): @z = @y = bgg = 03 @3 55 0.
Le direzioni d’iperosculazione e le direzioni linearizzanti sono rispettiva-
mente date da:

(6.11) y? {”“3(1)12 + 2u) @* 4 3(a—20) v Y + o3 y2} =0,
(6.12) Yt {— ttog (s +20) } = 0.

Mentre ancora si pud caratterizzare la Tf’o, individuata dalle (5.10), essendo
essa I'unica 7', , per cui le direzioni linearizzanti sono indeterminate e le dive-
zioni d’iperosculazione coincidono con le rette inflessionali, non é pitt possibile
caratterizzare una retta unitd per O allo stesso modo dei casi precedenti.

Si ha ora perd una conica I invariante definita dalla proiettivitd tra le rette:
2+by, 4—2 vy =0 congiungenti i punti base delle co' T' , a direzioni lineariz-
zanti indeterminate (per le quali: b, - 2u = 0) e le corrispondenti direzioni
d’iperosculazione: 3(ap,— 20) @ + a y=0 distinte dalla direzione caratteri-
stica 4 = 0. La conica I ha 1l’equazione:

Shpr—apy ~2)r—ayy?=0.

Scelti i punti base di Tf‘,a come punti impropri e il punto unitd su I, si perviene
alla forma canonica:

=R
Il
&8

s ay g+ [4]
Y + [4].

(6.13)

<
I

6) Tipo (3.¢): @y = gz = bog == 03 @y 7% 0.
Le direzioni d’iperosculazione e le direzioni linearizzanti sono date rispet-
tivamente da:

(6.14) y? 2 { (@ — by —2u) & + (@2 —20) y } =0,

(6.15) y? mz{azl (012 + 2u) } =0.
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La Tq*,u individuata dalle (5.10) & caratterizzata come nel caso precedente,
mentre ora la proiettivitd ivi considerata ¢ una prospettivita di asse la retta:
(@1 — D12} & + @, y — 2 = 0. Scelti come al solito i punti impropri e il punto
unitd sul detto asse, la T si serive:

x=x+ay + a2y + [4]
(6.16)

Y=y + [4].

7)  Tipo (3.d): @y = @y = gy =0 by # 0.

Si ha una prospettivitd, come nel caso precedente, fra le congiungenti i
punti base delle oo T', , a direzioni linearizzanti indeterminate, individuate da:
@, —2v =0, e le corrispondenti direzioni d’iperosculazione distinte dalle rette
caratteristiche, di asse: 6 + 3 b, 2 - (b — 3 ap) y = 0.

Scegliendo il riferimento come in (3.c) si perviene alla forma:

r=z+uwy + [4]
(6.17)

y =y —y* +[4].

8)  Tipo (4.8): (g = @y == Qgg == bz =0 .

La T3, individuata dalle (5.16) ha direzioni d’iperosculazione indeterminate,
cio¢ approssima la 7' fino al 30 ordine. Scelti i punti base di T¥, come punti
impropri, si hanno oo! riferimenti rispetto ai quali T assume la forma canonica:

v=a +ay + [4]

y=y + [4] -

(6.18)

7. — Sia ora T una trasformazione di 32 specie. Scelta la retta o = 0 come
direzione caratteristica, si ha:

T o= cw + (1/2) (g @2 + 2 ayy 7 Y) + [3]

7.1

w4 Y=oy + (1/2) (boo @* +ay @y + 2 ayy ¥*) + [3],

con by 7 0 se 7' non & approssimabile fino al 20 ordine da una proiettivita.
Le direzioni linearizzanti relative a 7' e ad una proiettivitdh tangente (4.2)

coincidono (necessariamente con la direzione caratteristica) se: ay; — o pu=0;

tra esse si ha un’unica proiettivitdh K*, individuata da: a,—2 a A =0, per

cui le direzioni linearizzanti sono indeterminate.
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Scelta la retta r* che individua K* come retta impropria, si ha: @, = @y =
Inoltre, all’elemento inflessionale della vetta y =0 (che ¢ una retta generica
per O) corrisponde I'H,: v xm{b‘m/(‘z o) }az2 -+ [3].

Scelto il punto U(1,1) sulla parabola per I'E, e per il punto improprio della
direzione inflessionale, ed T(1,1) come corrispondente di U in K* siha o =1,

)

b20 e .

La T si scrive:

z

I

1
x oy (g @ F B an 7Y + 3 ap wy? -+ any?) - [4]
{7.2)

— &% 4 55 (bao @ + 3 by @Y 4+ 3 by @Y - boy ¥P) + [4]

l

31!

_ 1

Y 3!

IEssa & di 3% specie in ogni punto O -+ 60 == (dz, dy) dell’intorno del 10 or-
dine di O se e 5010 se: ¢y = 1y = byy == 0, by, == 2a,, e si ha quindi (%):

— 1
&= + 31 (@ 2 + 3 @y @ Y) + [‘1] ’

_ 1 :
Y=yt o (b @* -+ 3 by @y + 6 ay wy®) -+ [4].

Le T,, sono individuate da reti di coniche osculatrici, ossia con un F, base
avente centro in un punto 2 (0, 1, v) di = 0. Indicata con: 1 —uw2z—v y=0la
tangente in Q all’E,, le 7', si serivono:

a{l —wx—vy)

= - 1((.3’ 4
(7.4) 1—uw—v(y 4 2%) @+ vt + [4]
i.
- L —wxz— .
y:y( R =y —at—ua® -+ [4].

l—ww— vy +a?)
In relazione alla 7' e ad una 7', , si hanno:
a) la corrispondenza linearizzante y:
& = (Uy~—6v) 2> + 3 ay x*y
0Y" == (b +6u)2® +3by @y + 6 ay xy?;
b) le direzioni d’iperosculazione:

{7.6) ;702{(1)30 + 6wy @t - Byt +6V)2Y + 3y y?) } =03

(8) Cfr. [11], n. 4.
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¢) le direzioni linearizzanti:
(7.7) wg{ [Bo1 (@50 — 6 ) — @y (byo + 6 w)]w? 4+ 4 ay (@ —60v)zy +6 a/§1 7./2} =0.

Si noti che vi sono oo! T, per cui le direzioni d’iperosculazione (distinte
dalla direzione inflessionale) coincidono. Le tangenti agli B, base di tali 7',
inviluppano la conica I':

(7.8) bogg @ — (@3q—3 b)) vy +3any* +6x =0

che & degenere se e s0lo se a, =0 .
Supponiamo @, 7 0 (7). Esiste una ed una sola 77, per cui le direzioni
linearizzanti coincidono con le direzioni d’iperosculazione. Essa si ha per:

by — g + 60 =0, by — (1/3)([721/“21) T+6u=0.

Scelta come retta impropria la tangente all’E, base di T;‘;a e come asse x la

retta: a, @ +3 ay ¥y =0, retta con cui coincidono le direzioni d’iperosculazione

relative a T;’jo ¢ distinte dalla direzione inflessionale, si ha: @ = by = by =0 .
Scelto inoltre il punto unitd su I, si ha a, = —2 e la T si scrive:

z = —aty 4 [4]
(7.9) _
y=y—a*—2xy® 4+ [4].

8. — Si ottengono casi parficolari per a, = 0.

1) s =0, by 5= 0 ().

Vi sono oo' 7', definite da az— 6 v = 0, per cui le direzioni linearizzanti
sono indeterminate. Isiste una prospettivitd fra le tangenti agli ¥, base di tali
T,, e le direzioni d’iperosculazione, distinte dalla direzione inflessionale, di

Q.0
asse la retta:

(8.1) byo @ + (B by —ag)y +6=0.

Scelta tale retta come y =1 e come retta impropria la tangente all’FE,
base di una qualsiasi T, , a direzioni linearizzanti indeterminate, si ha ag =
(*) E questo il 1° tipo in [11], n. 6, alla cui classificazione, ottenuta considerando gli

indiei della corrispondenza linearizzante y, mi riferird nel seguito.
(& E il 2¢ tipo in [11], n. 7.
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== by =0, by =—2. Vi sono pertanto oo!® riferimenti rispetto a cui la 7T
assume la forma canonica:

& =2 + [4]

(8.2) “
y=y—a*—azy + [4].

2} an =by =0().
Le direzioni linearizzanti sono indeterminate. Le direzioni d’iperosculazione
distinte dalla retta inflessionale sono date da:

(8.3) (Bay - 6 u) & — (g — 62}y =0 .

Viene messa in evidenza una T;",o , caratterizzata da by, + 6 =10, a,— 6 ¢ =0,
a direzioni d’iperosculazione indeterminate, che approssima cioé 1a 7' fino al
39 ordine. Scelta come retta impropria la tangente all’F, base di T ;fu, si per-
viene alla forma:

z =0 -+ [4]
(8.4) _
y =y—a* + [4].
Bibliografia.
[1] E. Bowmprani, Sulle trasformazioni puntuali fra piani proiettivi, Rend. R. Accad’
Italia (6) 13 (1942), 837-848.
[2] E. BOMPIANI, Tessuti di curve piane e corrispondenze fra piani, Rend. Accad.
Lincei (8) 6 (1949), 7-12.
[3] E. Bowurraxni, Sulle corrispondenze puntuali fra spazi proiettivi, Rend. Accad.
Lincei (8) 6 (1949), 145-151.
[4] O. Boruwxa, Sur les correspondances analytiques entre deux plans projéctifs,
Publ. Univ. Masarik-Brno 1926-27.
(5] E. Crcn, Géometrie projective différeniielle des correspondances enire deusx
espaces, Cas. pro Pest. Mat. Fis. 74, 75 (1950), 32-48, 123-136.
[6] L. MuraccHiNi, Sulle trasformazioni puniuali di 22 e 3 specie fra piani proiel-

tivi, Estr. Mem. Acc. Sc. Torino (3) 1 (1953), 25-44.

(®) 3° tipo in [11], n. 8.



162

(7]

(8]

(9]

[10]

[11]

A. SANINI [167
F. Seeraxza, Classificazione delle trasformazioni puntuali di 2* specie fra piand,
Boll. Un. Mat. Ital. (3) 2 (1956), 210-216.

M. Virra, Zrasformazioni quadratiche osculatrici ad una corrispondenza pun-
tuale jra piani proiettivi, Rend. R. Accad. Italia (7) 3 (1942), 710-724.

M. VirLa, Direzioni d’osculazione e d’iperosculazione di due trasformazioni pun-
tuali, Boll. Un. Mat. Ital. (3) 2 (1947), 188-195.

M. Vwna, Progressi recenti nella teoria delle lrasformazioni puntuali, Sem.
Mat. Bari 10 (1955), 1-19.

M. Vitra, Classificazione delle trasformaziont puniuoli di 3% specie fra piani,

Boll. Un. Mat. Ital. (3) 2 (1956), 141-149.

Summary.

The Author defines the «linearizzanii» dirvections and with them gives a geomelric

meaning for the canonical forms of the different types of the 29 and 3% kind poini-
transformations between two projective planes.



